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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otazky z minulych terminti SZZ (2023-2026) zafazené
do okruhu I1. U otézek s obrazkem je grafika ofiznutd z origindlniho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselnd data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zvefejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nécrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otazce neobsahuje.

1 Prevod bezkontextové gramatiky na automat

(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 2 — Prevod bezkontextové gramatiky na automat (CFG — zdsobnikovy

automat))
Zadani.

1. Uvedte definici bezkontextové gramatiky.
2. Sestrojte bezkontextovou gramatiku G generujici nasledujici jazyk:

L=1{a'V |i,j>0aplati 2i = 3;}.

3. Prevedte gramatiku G z pfedchozi ¢asti na zdsobnikovy automat prijimajici prazdnym
zésobnikem. (Pokud se vam nepodarilo gramatiku sestrojit, sestrojte libovolny zasobnikovy
automat prijimajici jazyk L prazdnym zasobnikem.)


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nacrt reseni.
(V PDF bez nacrtu tesend; ndasledujici resent je doplnéné a numericky ovérené.)
1. Bezkontextovd gramatika je ¢tvetice G = (V, T, P, S), kde V' je koneénd mnozina neterminéli
(proménnych), T koneénd neprdzdnd mnozina terminala (V NT = 0), S € V pocdatecéni
symbol a P kone¢nd mnozina pravidel tvaru A - w, kde A€V aw e (VUT)*.

2. 7Z podminky 2i = 3j plyne i = 3k, j = 2k pro k > 0, tedy L = {a*b* | k > 0}. Generuje
ho
G = ({S},{a,b},P,S), P={S—aaaSbb|\}.
(Kazdé pouziti prvniho pravidla pfidd t¥i a zleva a dvé b zprava; ukonceni pravidlem S — A

d4 a®kp2k )

3. Standardni prevod gramatiky na jednostavovy zasobnikovy automat pfijimajici prazdnym
zasobnikem: P = ({qo}, {a,b},{a,b, S},0, g0, S), kde

d(qo, A, S) = {(qo, aaaSbb), (qo,\)}, 6(qo,a,a)={(qo,N)}, 9(qo,b,0) = {(q0, )}

Pravidla pro S rozepisuji neterminél na vrcholu zasobniku, pravidla pro a, b paruji terminal
na vrcholu se ¢tenym vstupnim symbolem. Automat prijme prazdnym zasobnikem prave
slova generovani G.

2 Zasobnikovy automat

(Redlnd otdzka: podzim 2023, ¢. 2 — Zdsobnikovy automat (definice + konstrukce PDA))
Zadani.

1. Uvedte definici zdsobnikového automatu.

2. Sestrojte zasobnikovy automat A, ktery prijima pravé fetézce w € {a,b}*, které maji vice
znakl a nez b a zaroven pocet a je lichy, tj.

L(A) ={w | w € {a,b}* & |w|, > |w|y & (Fk € No)|w|, = 2k + 1}.

Za CasteCné TeSeni se uznava i automat rozpoznavajici ,, vice a nez b“.
NAcrt reseni.
1. Zasobnikovy automat je sedmice (Q,3,T, 4, qo, Zo, F'), kde

e () je kone¢na mnozina stavi,
e Y je konec¢nd vstupni abeceda,
e ' je konecna zasobnikova abeceda,
o 0 je prechodova funkce @ X (X U{A}) x T' = Prin(Q x '),
e ¢o € QQ je pocatecni stav,
e Zpy €T je pocatecni zasobnikovy symbol,
e F C @ je mnozina prijimacich stavi.
V piipadé pfijiméni prazdnym zisobnikem bez mnoziny pfijimajicich stavii.
2. Ukol fesi napiiklad zésobnikovy automat A se tfemi stavy: piijimacim ¢ taqo, q1 rozliSujicimi
sudy a lichy pocet a. Prebytec¢né znaky a resp. b si ukladdme na zasobnik, adekvatné ode-

birdme. Formalné: A = ({qo, q1,49s},{a,b},{Z, A, B},0,q0,Z,{qs}), s pfechodovou funkeci
d popsanou grafem



b,Z — BZ b,Z — BZ
b,B— BB b,B— BB
b,A— A a,Z — AZ by, A— A

start

3 Reprezentace bezkontextového jazyka

(Redlnd otdzka: jaro 2024, ¢. 1 — Reprezentace bezkontextového jazyka (CFG, zdisobnikovy
automat))
Zadani.

Uvazme nésledujici jazyk nad abecedou {0, 1, #}:

L = {w#s™ | w,s € {0,1}* a slovo s je podslovem slova w}.

(Poznamka: s oznacuje slovo s napsané pozpatku; podslovo je souvisly podietézec, vé. prazdného
a celého slova.)

1.

Uvedte formalni definici bezkontextové gramatiky a formalni definici zasobnikového auto-
matu.

. Sestrojte néjakou bezkontextovou gramatiku generujici jazyk L.

Sestrojte néjaky zasobnikovy automat prijimajici jazyk L.

NAaért reseni.

1.

Bezkontextovd gramatika je G = (V,T,P,S), kde V a T jsou konecné neprazdné disjunktni
mnoziny, S € V, a P je kone¢nd mnozina ptepisovacich pravidel tvaru H — 3, kde H € V'
ape(VuT)~.

Zasobnikovy automat je (Q, %X, T, 9, qo, Zo, F'), kde Q, ¥ a I" jsou kone¢né neprazdné mnoziny,
0:Qx (BU{N}) xT = Prn(Q xT%), g0 € Q, Zy €T, a F C Q (Prry znadi konecné
podmnoziny; F' l1ze vynechat, pfijimame-li prazdnym zésobnikem).

. Jazyk L generuje naptiklad bezkontextova gramatika G = ({S, X, A},{0,1,#},P,S) s pra-

vidly P={5 — AX, X - 0X0|1X1| A#, A—0A|1A| A} (kde proménnd A generuje
libovolné slovo nad {0,1}).

Dopliiujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Kazda derivace mé tvar S = AX =*
pX =* puXul = pud#u® =* pug#u®, kde p,q,u € {0,1}* jsou libovolné. Vygene-
rované slovo je tedy w#s s w = pug a s = u, tj. s je podslovem w. Naopak kazdé slovo
z L ma takovy rozklad w = pugq, takze ho gramatika vygeneruje.

Lze sestrojit prevodem gramatiky G. Vysledkem je zdsobnikovy automat ({qo}, {0, 1, #},
{0,1,#, 5, X, A}, 9, qo, S) prijimajici jazyk L prazdnym zasobnikem, kde prechodové funkce
sestava z prechodu odpovidajicich prepisovacim pravidlim a z prechodi pro ¢teni pismen:

§= {((QO7)\7 H)?/B) | H — /8 € P} U {((QO7a7a)7)‘) ’ a € {0717#}}



Alternativné lze automat zkonstruovat primo. Pfi ¢teni slova w si jeho znaky ukldddme na
zasobnik, po prec¢teni # nejprve smazeme libovolny pocet znaki ze zasobniku, poté ¢teme
sf a kontrolujeme, zda souhlasi s pismeny na zésobniku, a nésledné vyprazdnime zasobnik.
Lze také sestrojit automat ptijimajici koncovym stavem.

4 Doplnék regularniho vyrazu

(Redlnd otdzka: podzim 2024, ¢. 1 — Doplnék regularniho vjrazu (NFA/DFA, podmnoZinovd
konstrukce, doplnék))
Zadani.

Méjme nésledujici regularni vyraz nad abecedou ¥ = {a, b}:
R = ((a+b)(a+Db)) abd.
Ozna¢me jako L regularni jazyk popsany vyrazem R.
1. Sestrojte (co nejmensi) nedeterministicky koneény automat A rozpoznavajici jazyk L.

2. Pomoci podmnozinové konstrukce prevedte automat A na deterministicky koneény automat
B.

3. Z automatu B sestrojte deterministicky koneény automat C' rozpoznavajici doplnék jazyka
L.

Sestrojené automaty A, B a C zndzornéte pomoci stavovych diagramu.

NAacért resSeni.

1. Nejmensi NFA ma 4 stavy: A = ({qo0,q1,92,9r},{a,b},04,q0,{qr}), kde 54 popiseme
stavovym diagramem:

a b
start —/{ 4o @

a,b a,b

2. Vysledkem podmnozinové konstrukce je nasledujici DFA: B = ({{q},{a1},{q1, ¢},
{90,9r}},{a,b},9B,90),{{q9,qr}}), kde dp popiseme stavovym diagramem:




(Vsimnéte si, ze prechodova funkce automatu B je totalni, proto neni tfeba piidavat FAIL
stav.)

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): L tvori slova sudé délky konéici na ab.
Stav qg znamend ,precten sudy pocet znaku“, q; ,lichy pocet“, z qy lze na a nedeterministicky
zahdjit zavérecné ab (pfes g2 do qp). Méné nez 4 stavy NFA mit nemuze: pro dvojice slov
(xi,v:) € {(e,ab), (a,b), (ab,e), (b,aadb)} je vzdy z;y; € L, ale pro i # j do L nepatii x;y; nebo
x;y;. Stavy, ve kterych jsou prijimajici vypocty slov x;y; po precteni x;, proto musi byt navzéjem
ruzné.

5 Pruanik bezkontextového a regularniho jazyka

(Redlnd otdzka: jaro 2025, ¢. 1 — Pranik bezkontextového a requldrniho jazyka (PDA, CFG N
DFA))
Zadani.

1. Uvedte formalni definici zdsobnikového automatu.

2. Uvazme nésledujici jazyky nad abecedou ¥ = {0, 1}:



e L1 je jazyk generovany bezkontextovou gramatikou G = ({S},%,P,S) s mnozinou
pravidel P = {S — S5 | 051 | e} (kde € zna¢i prazdné slovo),

o Ly je jazyk rozpozndvany deterministickym koneénym automatem A = ({qo, ¢1, 92, g3},
3,94,90,{90,q,92,q3}), jehoz prechodova funkce 4 je ddna nésledujicim stavovym
diagramem:

start —1-@

Sestrojte zasobnikovy automat rozpoznavajici prunik L = L1 N Lo jazyku L1 a Lo.
NaAacrt reseni.
1. Zasobnikovy automat je sedmice (Q, >, T, 0, qo, Zo, F'), kde

e () je konecnd, neprazdnd mnozina stavi,

e Y je konec¢na, neprazdna mnozina znakt vstupni abecedy,

e I' je konec¢na mnozina znakt zdsobnikové abecedy,

o 0 je prechodova funkce @ x (X U{e}) xI' = Pprn(Q xI'™), kde Prry(.) znaci kone¢nou
podmnozinu prvkia,

e qo € Q) je pocatetni stav,

e Zy €T je pocatecni zasobnikovy symbol,

e I C () mnozina prijimajicich stavii.
V pripadé ptijimani prazdnym zdsobnikem lze vynechat mnozinu pfijimajicich stavi F.

2. Muzeme pouzit standardni konstrukci. Pfijimani automatem A simulujeme pomoci stavi,
generovani gramatikou G pomoci zasobniku stejné jako pii pfevodu gramatiky na jed-
nostavovy PDA. Vysledny zdsobnikovy automat, prijimajici prazdnym zasobnikem, je
P = ({q0,q1,92,93},{0,1},{0,1,S},dp, qo, S) kde dp je definoviana nasledovné:

op(gi,a,a) = {(04(gi,a),€)} proa € {0,1}, i € {0,1,2,3}
op(qi,€,5) =1{(¢:,59), (¢:,051), (gi,€)} proi € {0,1,2,3}

Prvni pravidlo predstavuje ¢teni vstupniho symbolu automatem A a kontrolu s vrcholem
zasobniku, druhé pravidlo simuluje jeden krok derivace gramatiky G.

(Alternativné lze pfimo sestrojit zdsobnikovy automat rozpoznavajici L1 N Lo, nebo sestrojit
bezkontextovou gramatiku generujici L1 N Lo a nésledné ji prevést na zésobnikovy automat.)

Doplnujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Stav q; znamend, ze piectené slovo konéi
na 0, stav ¢go na 01 a stav ¢z na 010. Ze stavu q3 nevede prechod na 1, takze A na kazdém
slové s podslovem 0101 uvizne. ProtoZe jsou vSechny stavy prijimajici, je Ly = {w € {0,1}* |
w neobsahuje 0101} a L tvoii vyvazena slova bez podslova 0101 (napt. 0011 € L, ale 0101 €
L; \ Ly). Automat P vyprazdni zasobnik pravé tehdy, kdyz S =* w, tj. w € Li; chybéjici
prechod d4(gs3, 1) se v P projevi tak, ze P nemuze precist dalsi znak a vypocet skon¢i netdspéchem.
Kazdy stav, do kterého se P dostane, je pritom ptijimajici stav A, proto pri prijimani prazdnym
zésobnikem kontrola koncového stavu neni potieba. Kdyby néktery stav A prijimajici nebyl,
vlozili bychom pod S nové dno Zj a dovolili ho odebrat pfechodem dp(q, €, Zo) = {(g,€)} jen ve
stavech q € F4.



6 Deterministické konecné automaty

(Redlna otdzka: léto 2025, ¢. 1 — Deterministické konecné automaty (jazyk DFA, rozsitend
prechodovd funkce))
Zadani.

1. Uvedte definici jazyka L(A) pfijimaného danym deterministickym koneénym automatem
A=(Q,%,0,q, F) véetné definice jeho rozsirené prechodové funkce §*.

2. Necht S C ¥* je neprazdné konecna mnozina slov, () je mnozina vsech prefixt slov z S
(vCetné prazdného slova € a slov z ) a A = (Q,%,0,¢,5) je deterministicky konecny
automat s mnozinou stavi Q). Definujte jeho prechodovou funkci § tak, aby prijimal jazyk

L(A) = {w € ¥* | w obsahuje néjaké s € S (jako podslovo)}.
3. Sestrojte deterministicky konecny automat prijimajici jazyk

{w € {0,1}" | w obsahuje 010 nebo kon¢i na 10}.
Nacrt reseni.
1. L(A) == {w € ¥* | §*(qo,w) € F}, kde §*: Q x ¥* — @ je definovana induktivné

6*(q,¢) =g,
3 (q,wz) := §(6"(q,w), x)
prokazdé g € Q, we X*ax € X.

2. Pro kazdé w e Q a x € 3,

w, pokud w € S,
O0(w,z) =< s, pokud w ¢ S a wx kondi na n&jaké s € S (vezmi napf. nejkratsi),

v, kde v je nejdelsi sufix slova wz, ktery je v ), v ostatnich pripadech.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Dokud automat nenasel zadné s € S,
je ve stavu v = nejdels{ sufix dosud precteného slova, ktery lezi v @ (je prefixem néjakého
slova z S). Tento invariant se prendsi: jakykoli neprazdny sufix prodlouzeného textu, ktery
lezi v QQ, mé tvar tx, kde t je opét prefix slova z S a sufix predchoziho textu; podle invariantu
je tedy [t| < |w| a t je sufixem w, takze staci hledat mezi sufixy wx. Ze stejného diuvodu
kazdy vyskyt néjakého s € S koncici pravé ¢tenym znakem je sufixem wz, takze ho zachyti
druhy piipad. Jakmile je s nalezeno, automat zustane v prijimajicim stavu (prvni ptipad),
protoze podslovo uz ze slova nezmizi.

3. Automat A = ({¢,0,1,01,10,010},{0,1},4,e,{10,010}) je na obrazku nize.
0(1 (—\l 0,1
Q== (01) o, 010’_.,
.
0
1

C N
O ~0-»

Doplriujict vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Stav 010 je absorbujici (podslovo 010
nalezeno), kdezto ze stavu 10 automat po dalsim znaku odejde (na 0 do stavu 0, na 1 do
01), takze pres stav 10 pfijme jen slovo, které na 10 skutecné konci.



7 Porovnani modularnich hashu

(Redlnd otdzka: jaro 2026, ¢. 1 — Porovndni moduldrnich hashi (definice DFA, konstrukce DFA))
Zadani.

Méjme dané prvocislo p > 2. Pro slovo w € {0, 1}* necht h(w) je zbytek modulo p z neza-
porného celého cisla, jehoz bindrni reprezentace je w, pricemz povolujeme tvodni nuly. Presnéji,
definujeme funkci h: {0,1}* — {0,1,...,p — 1} nasledovné:

|w|

h(w) = Zwi2|w|*i mod p,
i=1

kde w = wiwa - - - w,,| a w; € {0,1}. (Pro prdzdné slovo je tedy h(e) = 0.)
Nyni uvazte nasledujici jazyk nad abecedou ¥ = {0, 1, #}:

L, ={u#v | u,v € {0,1}" a plati h(u) = h(v)}.
1. Uvedte formélni definici deterministického konecného automatu (DFA).

2. Formalné popiste konstrukci DFA A,,, ktery rozpoznavd jazyk L,, v zavislosti na parametru
P.

3. Nakreslete stavovy diagram automatu Ay (rozpoznéavajiciho jazyk Lo).
NAacrt reseni.
1. DFA je pétice A = (Q, %, 6, qo, F), kde:
e () je konecnd neprazdna mnozina stavi,
e Y je konecnd neprazdna abeceda,
e 0:Q x X — Q je (parcidlni) prechodova funkce,
e qo € Q je pocatetni stav,
e F' C @ je mnozina prijimajicich stavi.
2. DFA A, = (Q,%, 9, qv, F') zkonstruujeme takto:

o Q= [p]U][p] x [p] kde [p] ={0,1,...,p— 1} (stav i znamend, Ze jsme precetli prefix
u’ slova u a i = h(u'), stav (4,j) znamend, ze jsme precetli prefix v slova v, i = h(u)

a j = h(v')).
b E - {07 17#}7
e q =0,

F={@G,i]ie{0,1,....,p—1}},
o prechodova funkce ¢ je definovdna takto (kde 4,7 € [p]):
— 0(4,0) = 2¢ mod p,
— 0(i,1) = (2 + 1) mod p,
= 6(i, #) = (i,0),
— 8((3,),0) = (i,2) mod p),
= 6((4,4),1) = (i,(2j + 1) mod p),
a zbyvajici prechody jsou nedefinované (anebo vedou do implicitniho mrtvého stavu,
tzv. zumpy).



3. Stavovy diagram automatu As:

start —
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