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Uvod

Tento material pokryva okruh I1 - Automaty a jazyky (piedmét NTINO71 Automaty a gramatiky). Vyklad
stoji na dvou zdrojich z MFF UK na trovni kurzu pro informatiky: na slidech k prednasce M. Vomlelové,
z nichZ bereme presny rozsah, znaceni a konvence NTIN071, a na souvislém textu M. Marese Uvod do
automati, o ktery se opirdme u prozy, intuice a dikazll u regularnich jazykt, bezkontextovych gramatik
a Turingovych stroji. Znaceni a hloubka odpovidaji kurzu, ne obecné teorii vy¢islitelnosti.

Role dukazi. Pozadavky okruhu kladou duraz na konstrukce: navrhnout konec¢ny automat, bezkontexto-
vou gramatiku nebo zasobnikovy automat pro zadany jazyk, provést standardni pfevod (podmnozinova
konstrukce, gramatika <> automat, gramatika — zasobnikovy automat) a zaradit konkrétni jazyk do



Chomského hierarchie. Pojmenované véty proto uvadime se znénim, intuici a u kli¢ovych pfevodu s
konstrukci, kterou je dobré umét provést na konkrétnim vstupu. PIné formalni dikazy (Kleeneho véta,
ekvivalence modeld, nerozhodnutelnost) uvadime jen v nacrtu a oznacujeme jako nepovinné; podstatné
je porozumét jejich myslence. Do vykladu je zafazeno vSech sedm realnych otazek SZZ k okruhu z let
2023-2026 jako fesené priklady; jsou i v samostatném dokumentu Priklady otdzek. Pouzité zdroje jsou
uvedeny na konci.

Znaceni. Abeceda ¥ je koneéna neprazdna mnozina znaki. Slovo (fetézec) je koneéna posloupnost
znakil; mnozinu v$ech slov nad ¥ znacime 3%, prazdné slovo (délky 0) znac¢ime A (nékteré texty pisi ).
Délka slova w je |w|, pocet vyskytt znaku a ve slové je |wl,. Zetézeni slov u, v piseme uv, mocninu wF,
otoceni wk. Slovo u je prefix (sufix) slova w, je-li w = uv (resp. w = vu) pro né&jaké v; je podslovem (vidy
souvislym, tj. faktorem), je-li w = xuy pro néjaka x, y. Jazyk je libovolna podmnozina >*. Proménné
(neterminaly) gramatik piSeme velkymi pismeny A, B, S, terminaly malymi a, b; & je mnozina pravidel.
Potenéni mnoZinu mnoziny stavii znacime 29, jeji koneéné podmnoziny Zqn(:). T¥dy jazyktt Chomského
hierarchie zna¢ime &3 C &, ¢ & C & (regularni, bezkontextové, kontextové, rekurzivné spocetné).

1 Regularni jazyky (gramatiky, DFA/NFA, regularni vyrazy)
Regularni jazyky jsou nejmensi a nejlépe ovladatelna tfida. Popiseme je ¢tyfmi navzajem ekvivalentnimi
zpusoby: deterministickym a nedeterministickym konecnym automatem, regularnim vyrazem a regularni

(pravou linedrni) gramatikou. Ze jde skute¢né o tutéz tiidu, je obsahem Kleeneho véty a prevoda, které
tvori jadro této sekce.

1.1 Deterministicky kone¢ny automat (DFA)

E Definice — Deterministicky koneény automat

Deterministicky konecny automat (DFA) je pétice A = (Q, 2,0, qo, F), kde
+ Q je kone¢na neprazdna mnozina stavii,
« 3 je koneéna neprazdna vstupni abeceda,
e §: QxZX — Q je prechodova funkce,
» qo € Q je pocatecni stav,
« F C Q je mnozina prijimajicich (koncovych) stavi.

Automat ¢te vstup zleva doprava, znak po znaku, a drZi si jediny ,aktualni stav® -
koneénou pamét. Pfechodova funkce fika, kam se ze stavu posunout po pieéteni znaku. Po do¢teni
vstupu se podiva, zda skoncil v pfijimajicim stavu. Determinismus znamena, Ze z kazdého stavu vede
pro kazdy znak praveé jeden prechod; vypocet je tak vstupem jednozna¢né urcen.

Abychom mohli mluvit o pfijeti celého slova, rozsifime § ze znakl na slova.

& Definice — Rozsiiena prechodova funkce, piijimany jazyk

Rozsirena prechodova funkce 5* : Q x * — Q je dana induktivné:
6"(q, ) = q, 6"(q, wx) = 5(5*(q, w), x) (geQ, we, xel).
Slovo w je prijimano, pokud 6*(qy, w) € F. Jazyk prijimany automatem A je

L(A) = {w € 3* | §*(gp, w) € F}.

Jazyk L je regularni, existuje-li DFA A s L = L(A).




V obréazcich kreslime stav jako krouzek, pocate¢ni stav zna¢ime sipkou ,odnikud®, pfijimajici stavy
dvojitym okrajem. Hrana z p do q oznacena x znamena §(p, x) = q.

b a,b

SOMBOSE0

obecné schéma DFA (konvence kresleni) nad 3 = {a, b}. Krouzek = stav; vstupni sipka ,,odnikud® =
pocatecdni stav (q,); dvojity krouzek = piijimajici stav (g,); Sipka mezi stavy s navéstim x = prechod
d(p, x) = q. U DFA vede z kaZdého stavu praveé jeden pfechod na kazdy symbol abecedy (kazdy stav je
,totalni®): zde g, ma hranu na a ina b, ¢; ma hranu na a i na b a g, ma smycku a, b (jeden pfechod znacici
obé hodnoty). Vypocet je proto vstupem jednoznacné urcen.

0 0 0

%1

DFA nad ¥ = {0, 1} pfijimajici {w | |w|; = 0 (mod 3)}, tj. slova s poctem jednicek délitelnym t¥emi.
Stav i znamena ,dosud precteno i jedni¢ek mod 3% znak 0 zbytek neméni (smycky), znak 1 zvysuje
o 1. Pocateéni i jediny pfijimajici stav je 0. Napf. pfi ¢teni 0110 projdeme stavy 0 - 0 - 1 — 2 — 2
(posledni 0 stav neméni), takze 6*(0,0110) = 2 & F a slovo 0110 pfijato neni (|0110|, = 2).

© Poznamka. Determinismus dava okamzité rozhodovaci algoritmus: slovo délky n otestujeme
v ¢ase O(n) prostym odsimulovanim pfechodu. To je hlavni prakticka pfednost kone¢nych automatt
(vyhledavani vzoru, lexikalni analyza).

P Piiklad — SZZ léto 2025 &. 1: Deterministické koneéné automaty

(Realna otazka SZZ: Iéto 2025, ¢. 1 — Deterministické konecné automaty (jazyk DFA, rozsifenad prechodova
funkce))
Zadani.

1. Uvedte definici jazyka L(A) pfijimaného danym DFA A = (Q, 3, §, qo, F) véetné definice rozsi-
fené prechodové funkce 5.

2. Necht S C 3" je neprazdna koneéna mnozina slov, Q je mnozina vsech prefixi slov z S (v¢. A a
slovzS)aA=(Q,3%,6,4,5). Definujte § tak, aby A pfijimal jazyk {w | w obsahuje néjaké s € S
jako podslovo}.

3. Sestrojte DFA pfijimajici {w € {0, 1}* | w obsahuje 010 nebo konéi na 10}.

Reseni.

(1) Pfesné definice vyse: §*(q, 1) = g, §*(q, wx) = 6(6"(q, w), x) a L(A) = {w | §*(go, w) € F}.

(2) Stav je nejdelsi sufix dosud pfecteného slova, ktery je v Q (tj. je prefixem néjakého s € S nebo
primo néjakym s). Jakmile se objevi celé s € S, ziistaneme v ném naporad (podslovo uz ze slova




nezmizi). Prow € Q, x € X:

w, w € S (absorbujici — podslovo uZz nalezeno),
d(w,x) =14s, w¢&Sawx kontinanéjaké s € S (vezmi nejkratsi),

v, jinak; v = nejdelsi sufix slova wx lezici v Q.

Pfijimajici stavy jsou F = S. Indukci podle |w|: po pfecteni w je automat ve stavu ,nejdelsi sufix w,
ktery je v QY, ptipadné v absorbujicim s, pokud w obsahuje néjaké s € S.

(3) Zde je S = {010, 10}, ale s tim rozdilem, ze ,,010“ se hleda jako podslovo (absorbujici), kdezto
,10“ se vyzaduje jen na konci. Stavy odpovidaji relevantnim sufixim Q = {4, 0, 1,01, 10, 010}; jediny
absorbujici pfijimajici stav je 010, druhy ptijimajici stav 10 je ,oby¢ejny* (znadi, Ze pravé ted slovo
kon¢i na 10, ale jesté jsme nevidéli 010). Pfechodova funkce:

stav ‘ 6(,0) 6(,1)

A 0 1

0 0 01

1 10 1

01 010 1

10 0 01
010 010 010

Pocate¢ni stav A, piijimajici F = {10, 010}. Ze automat piijima piesné {w | w obsahuje 010 nebo konéi
na 10}, jsme ovérili vycerpanim vsech slov do délky 12 (Python). KIi¢: ze stavu 010 se uz nedostaneme
(podslovo nalezeno), kdezto ze stavu 10 po pfecteni dalsiho znaku ,spadneme” (na 0 do stavu 0, na 1
do 01), takze pfijeti pfes 10 vyZzaduje skuteény konec na 10.

Stavovy diagram (oriznuty z originalu) je v priklady/.

1.2 Nedeterministicky kone¢ny automat (NFA)

Pfi konstrukci je ¢asto pohodInéjsi dovolit z jednoho stavu vice (nebo Zadny) prechod pro tentyz znak a
,2uhodnout” spravnou cestu. To vede k nedeterminismu.

E Definice — Nedeterministicky koneény automat

Nedeterministicky konecny automat (NFA) je pétice A = (Q,2,5,Qp, F),kded: Ox % — 29 prifadi
dvojici (stav, znak) mnozinu moznych nasledujicich stavii, Qp C Q je mnoZina pocateénich stavi
a ostatni slozky jsou jako u DFA. Vypocet je libovolna posloupnost stavli sy, ..., s, s o € Qp @
sit1 € 6(s;, wli]). Slovo je prijato, existuje-li aspori jeden vypocet koncici v F.

NFA pfijme slovo, pokud existuje Gspésna cesta — jako bychom sméli vzdy zvolit tu
$tastnou moznost (nebo paralelné sledovat vsechny). To usnadniuje navrh (jeden ,hlida¢“ na kazdou
alternativu), ale nezvysuje silu: nedeterminismus jde vzdy odstranit.



DFA versus NFA (nedeterminismus). Vlevo DFA: z kazdého stavu vede na kazdy symbol praveé jeden
pfechod (z g, vede na a jedina hrana do ¢;), vypocet je jednoznaény. Vpravo NFA: ze stavu g, vedou na
tyz symbol a dva piechody (smy¢ka do ¢, a hrana do ¢;) — automat si ,,vybira®; navic je tu A-pfechod
q1 = q,, ktery necte Zadny symbol. NFA tedy z jednoho stavu muZe mit na symbol vice pfechodu (nebo
zadny) a slovo prijme, pokud existuje aspori jedna uspésna vétev vypoctu konéici v pfijimajicim stavu.

W Véta — Podmnozinova konstrukce

Ke kazdému NFA A existuje DFA A" s L(A”) = L(A). TudiZ jazyk je rozpoznatelny NFA pravé tehdy,
je-li regularni.

Diikaz (nepovinny — konstrukce). Stav DFA bude celd mnoZina stavi, v nichz se NFA mtze nachézet.
Polozime A’ = (ZQ,Z, 6,00, F’), kde
§Sx)=|J8sx),  F={ScQ|SnF=oa}
SES
Indukci podle délky slova plati §*(Q,, w) = { §-dosazitelné stavy NFA po w}, takze A’ pfijme w pravé
kdyz néjaky vypocet NFA kon¢i v F. Staci vzit dosaZitelné stavy (typicky jich je malo, ne vsech 20, O

© Poznamka. [A-piechody] Pti skladani automati (sjednocent, zietézent, iterace) se hodi piechody,
které nectou zadny znak — tzv. A-prechody. A-NFAma § : Qx (X U{A}) — 22.1ty jdou odstranit: stavy
zachovame a prechodovou funkei i pocatecni stavy ,uzavieme" na A-okoli (A-uzavér stavu = mnozina
stavt dosazitelnych po samych A-hranach). Proto i A-NFA rozpoznavaji pravé regularni jazyky.

Nasledujici realna otazka prochazi cely okruh ,regularni vyraz — NFA — DFA — doplnék® a je
dobrym souhrnem této a pfedchozi podsekce.

P Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 1: Doplnék regularniho vyrazu

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 1 — Doplnék regularniho vyrazu (NFA/DFA, podmnoZinova kon-
strukce, doplnék))
Zadani.
ProR = ((a+b)(a+b))*abnad X = {a,b} a L = L(R):

1. Sestrojte (co nejmensi) NFA A pro L.

2. Podmnozinovou konstrukei pfevedte A na DFA B.

3. Z B sestrojte DFA C pro dopinék L.
Reseni.
Vyraz R popisuje slova sudé délky koncici na ab (pfed zavéreénym ab stoji libovolny sudy pocet
znaku).
(1) NFA A. Stavy {q0, 91,92, qr}: Qo je »zacatek dvojice / odhad konce®, q; ,uprostied dvojice®, g,
,2uhodli jsme zavérecné a“, gr pfijima. Nedeterministicky bud spotfebujeme dvojici (a+b)(a+b) a
vratime se do ¢y, nebo zahéajime zavérec¢né ab:

5(qo.a) =1{q1. 92}, 6(qo.b) = {q1}, (qr.a) = 8(q1.b) ={q0}, 6(qa.b) = {gr}.

(2) DFA B (podmnozinova konstrukce). Dosazitelné mnoziny stavi (pocateéni {qq}):

stav B ‘ a b

{0 | ot Had
{91, 42} {90} {90- ar}
{q:} {90} {90}

{0.9r} | laad {ad

Jediny pfijimajici stav je {qy, qr} (obsahuje gr). Prechodova funkce je totalni (kazdy stav ma oba
prechody), takze neptibyl zadny stav ,,zumpa®.




(3) DFA C pro doplnék. U DFA s totalni § staci prohodit pfijimajici a nepfijimajici stavy: C ma
tytéz stavy a prechody jako B, ale Fo = {{qo}. 191, ¢2}. {191 }}- (Kdyby 6 totalni nebyla, museli bychom
napied doplnit Zumpu, jinak by doplnék vynechal slova, na kterych B ,uvizne®)

a,b
SOt
(@

vlevo nejmensi NFA A pro ((a + b)(a + b))*ab (4 stavy; méné jich byt nemuiiZe: pro dvojice (x;, ;) €
{(4,ab), (a,b), (ab, A), (b, aab)} je vidy x;3; € L, ale pro i # j do L nepatii x;y; nebo x;y,, takze stavy
po precteni x; na prijimajicich vypoétech musi byt navzajem riazné), vpravo DFA B z podmnoZinové
konstrukce (4 dosaZitelné stavy, § totalni). DFA C pro L vznikne z B zAménou pfijimajicich stavii
(pfijimajici budou {qy}, {¢1. 92}, {¢1})- Spravnost NFA i konstrukce ovéfena vycerpanim slov do délky
10. Diagramy vSech tfi automatt (ofiznuté z originalu) jsou v priklady/.

1.3 Regularni vyrazy a Kleeneho véta

E Definice — Regularni vyraz

Regularni vyrazy nad ¥ a jimi popsané jazyky definujeme induktivné:
d(L=90), AL={A), xL={x}, xe2),

a pro vyrazy X,Y: X +Y (sjednoceni L(X) U L(Y)), XY (zfetézeni L(X) - L(Y)), X™ (iterace L(X)").
Zkratky: X* = XX*, X? = X + A.

W Véta — Kleeneho

Jazyk je popsatelny regularnim vyrazem pravé tehdy, je-li regularni.

Smér ,vyraz = regularni” je stavebnice: pro kazdou operaci sestrojime A-NFA z dil¢ich
automatt (viz schéma nize). Opacny smér (eliminace stavii) z DFA postupné odstranuje stavy a hrany
ohodnocuje regularnimi vyrazy, az zbude jedina hrana mezi po¢ate¢nim a koncovym stavem - jeji
ohodnoceni je hledany vyraz.

sjednoceni X +Y

zietézeni XY iterace X*



Kleeneho ,stavebnice® regularnich jazyk pomoci A-NFA. Ay, Ay jsou automaty pro X,Y s jedinym
pocatecnim a jedinym koncovym stavem. Sjednoceni: novy start a cil, A-hrany do/z obou. Zretézeni:
A-hrana z konce Ay na zacatek Ay. Iterace: novy start/cil, A-hrany start—cil (pfijeti 1), start— Ay,
konec Ay —start (opakovani) a konec Ay —cil.

© Poznamka. Konkrétné se eliminace stavii provadi na GNFA (hrany ohodnocené regularnimi
vyrazy): automat doplnime o novy pocateéni stav (A-hrana do pivodniho startu, bez vstupnich hran)
a novy koncovy stav (A-hrany ze vSech koncovych, bez vystupnich) a pak po jednom rusime vnitfni
stavy. Odstranime-li g, pro kazdou dvojici hran p — q a ¢ — r pfezna¢ime hranu p — r na

R(p,r) + R(p,q)R(q.q)" R(q,7),

kde R(g, q) je smycka na g (chybi-li, je R(gq,q)* = A) a R(p,r) je dosavadni pfima hrana (@, neni-li
7adna); smycka ruseného stavu se tak promitne jako hvézdicka. Napt. pro DFA vyse (pocet jednicek
délitelny tfemi) d4 odstranéni stavii 1 a 2 vyraz (0 + 10°10*1)*, ekvivalentné (010*10*1)*0".

1.4 Regularni gramatiky (typ 3)
Ctvrty ekvivalentni popis je generativni: pravidla, jimiZ z po¢ate¢niho symbolu ,vyrobime“ slovo.

& Definice — Prava linearni gramatika, typ 3

Prava linearni gramatika (typ 3) je G = (V,T, 2, S), kde V jsou neterminaly, T terminaly, S € V
pocatecni a & obsahuje jen pravidla tvaru A > wBa A - w (A, B € V, w € T”). Derivace pfepisuje
neterminély podle pravidel; jazyk L(G) = {w € T* | S =" w} je mnozina slov odvoditelnych ze S.

W Véta — Regularni gramatiky = koneéné automaty

Trida jazykt generovanych pravymi linearnimi gramatikami je presné tfida regularnich jazyku.

Soulad je doslovny: neterminal = stav, pravidlo = pfechod. Z DFA A = (Q,2, 4, qy, F)
udélame gramatikus V = Q, S = g a pravidly X — aY pro 6(X,a) =Y a X — A pro X € F. Opacné
sestrojime A-NFA: pravidlo A — a; - ;B rozloZime pfes nové pomocné stavy na fetéz prechod z A
do B (pro k = 0 je to A-pfechod), pravidlo A — a; --- g vede takovym fetézem do nového koncového
stavu. Kazdé slovo derivace (az na vysledné terminalni) obsahuje pravé jeden neterminal, a to uplné
vpravo — presné jako ,aktualni stav” pfi ¢teni.

© Poznamka. Levi linearni gramatika (A — Bw) generuje rovné? jen regularni jazyky (otoéenim).
Pozor: obecna linearni gramatika (A — wBv) uz umi i neregularni jazyk {0"1"} — proto patii mezi
bezkontextové, ne regularni.

1.5 Iteracni(pumpovaci) lemma a uzavérové vlastnosti

Jak ukazat, ze jazyk neni regularni? Kone¢ny automat ma koneéné mnoho stavi, takze na dlouhém slové
se néjaky stav musi zopakovat — a usek mezi opakovanimi lze libovolné ,napumpovat®.

W Véta — Iteracni lemma pro regularni jazyky

Pro kazdy regularni jazyk L existuje n € IN tak, ze kazdé w € L s |w| > n lze rozlozit na w = xyz, kde

Yy # A, |xy| < n, xy*z € L pro viechna k > 0.

Diikaz (nepovinny — princip opakovani stavu). Zan vezmeme pocet stavii DFA pro L. Pti ¢teni w, |w| > n,
projde automat posloupnosti sy, sy, ..., S|, v niZ se mezi prvnimi n + 1 stavy néjaky zopakuje: s; = s,



i <j<n Prow=w - wy,polozime x = wy W, ¥y = W41 = Wj, Z = Wjyq - Wy Smycka z 5; do s; Cte y,
takze ji lze projit k-krat (i nulakrat) se stejnym koncovym stavem; proto xykz e L. O

y

ﬁ Z

jadro iteracniho lemmatu. Po pfecteni prefixu x je automat ve stavu s; = s;; Gsek y tvoti smycku v tomto

stavu. Smycku Ize projit libovolné-krat, proto xy*z € L pro kazdé k > 0. Naopak: jazyk, ktery takovou
~napumpovatelnost® porusuje (napt. {0™1™} - napumpovanim y z prvnich nul rozbijeme rovnost poctu),
neni regularni.

Lemma se pouziva jako nutna podminka: chceme-li dokazat neregularitu, zvolime vhodné
dlouhé slovo w € L a ukazeme, ze Zadny rozklad xyz s danymi vlastnostmi nepfezije napumpovani.
Klasika: {0™1™}, {ww | w € {0, 1}*}, {0? | p prvocislo}.

Regularni jazyky jsou uzavrené na vsechny obvyklé operace. Nejuzite¢néjsi konstrukei je soucin
automatii pro prunik (a po malé upravé i sjednoceni).

W Véta — Uzavérové vlastnosti

Jsou-li X,Y regularni, jsou regularnii X UY, X NY, X =3*\ X, XY, X* a xR,

Diikaz (nepovinny — soudin pro pranik). Pro X = L(A;), Y = L(A,) sestrojime soudin A; x A, se stavy
Q1 % Oy, piechody 8((sq,$2), x) = (61(s1,x), 5a(s2, X)), pocatkem (qo1,qo2) @ F = F; x F,. Automat bézi
paralelné a pfijme, pravé kdyz pfijmou oba: L = X NY. Pro sjednoceni vezmeme F = (F; x Q;) U (Q; X F),
doplnék da zaména F za Q \ F (u DFA s totélni §), zfetézeni a iterace plynou z Kleeneho stavebnice a
oto¢eni XR z obraceni viech hran automatu (po¢ateéni a koncové stavy si vyméni role, vznikne NFA). [

Konstrukce DFA muiZe byt i parametricka (automat zavisly na vstupnim parametru). Ukazkou je
nasledujici otazka, kde stavy nesou zbytky modulo p.

P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 1: Porovnani modularnich hasha

(Realna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 1 — Porovnani modularnich hashii (definice DFA, konstrukce DFA))
Zadani.
Pro prvoéislo p > 2 aw € {0,1}" bud h(w) = (Zlvzv'l W 2|W|_i) mod p (hodnota binarniho zapisu w
modulo p, h(1) = 0). Uvazme L, = {u#v | u,v € {0, 1}, h(u) = h(v)} nad > = {0, 1, #}. (1) Definujte
DFA. (2) Popiste konstrukci DFA A, pro L, podle p. (3) Nakreslete A,.
Reseni.
(1) Pétice A = (Q, 2,9, qo, F) jako v definici vySe (zde 6 muze byt parcidlni — nedefinované pfechody
vedou do implicitni Zumpy).
(2) Cteme-li binarni &islo zleva, plati Hornerovo schéma: prectenim dalsiho bitu b se zbytek i zméni
na (2i + b) mod p. Stav si pamatuje zbytek pravé ¢tené ¢asti:

« Q=[plulp] x[p], kde [p] ={0,..., p — 1}. Stav i znamena ,Cteme u, zatim h(u’) = i; stav (i, j)

znamena ,uz jsme precetli #, h(u) = i a zatim h(v") = j*.

< qo=0F={Gi|ielpl}

« 8(1,0) = 2i mod p, 8(i,1) = (2i+ 1) mod p, 8@, #) = (i,0);

» 8((,)),0) = (i,2j mod p), 5((, ), 1) = (i,(2j + 1) mod p).
Druhé # nema ptechod - vede do Zumpy, takze A, pfijme jen slova tvaru u#v s h(u) = h(v). Spravnost
ovéfena vycerpanim slov do délky 8 nad {0, 1, #} pro p = 2,3 a 5 (Python).
(3) Pro p = 2 je [2] = {0, 1}, stavy {0, 1, (0, 0), (0, 1), (1,0), (1, 1)}, pfijimajici (0, 0), (1, 1):




stav ‘ 0 1 #
0 0 1 (0,0)
1 0 1 (1,0)
(0,0)* | (0,0) (0,1) -
0,1) | (0,0) (0,1) -
(1,0) | (1,0) (1,1) -
(1, 1)* | (1,0) (1,1) -

(Pied # jsou jen stavy 0, 1; po # jen dvojice. Vlevo ve dvojici (i, -) zistava h(u), vpravo se aktualizuje

h(v').)

Stavovy diagram A, (oFiznuty z originalu) je v priklady/.

2 Bezkontextové jazyky (gramatiky, zasobnikovy automat)

Bezkontextové jazyky popisuji vnofené, ,zavorkové® struktury (aritmetické vyrazy, syntaxe programova-
cich jazyku), které regularni jazyky neuméji. PopiSeme je bezkontextovou gramatikou a ekvivalentnim
zasobnikovym automatem; zasobnik dava automatu neomezenou (ale jen zasobnikové pfistupnou) pamét.

2.1 Bezkontextova gramatika (CFG)

& Definice — Bezkontextova gramatika

Bezkontextova gramatika (CFG) je ¢tvefice G = (V, T, P, S), kde V je koneéna mnozina netermindlii
(proménnych), T kone¢na neprazdna mnozina terminaliu (V N'T = @), S € V pocatecni symbol a P
koneéna mnozina pravidel tvaru

A - w, AeV,we (VUT) .

Piseme a = f, Ize-li « piepsat na f§ jednim pravidlem (nahrazenim jednoho neterminalu); =" je jeji
reflexivné-tranzitivni uzavér (derivace). Jazyk generovany gramatikou je L(G) = {w € T* | $ =" w}.

,Bezkontextova“ znamena, Ze neterminal A pfepiSseme bez ohledu na okoli - leva strana
pravidla je vzdy jen A. Derivaci lze proto zachytit derivacnim (syntaktickym) stromem: kofen je S,
vnitfni uzly jsou neterminaly, déti uzlu A odpovidaji pravé strané pouzitého pravidla A — w, listy
zleva doprava daji vygenerované slovo.

& Definice — Viceznaénost

Gramatika je viceznacna (nejednoznacna), existuje-li slovo s dvéma riznymi derivanimi stromy.
Neékteré bezkontextové jazyky jsou podstatné viceznacné — nemaji zadnou jednoznacnou gramatiku.

E E E E
i Py 7y
Yooy b oo
1 2 2 3

dva derivaéni stromy slova 1+2%3 pro vicezna¢nou gramatiku E - E+E | ExE| N, N - 1| 2| 3. Vlevo
strom ¢&te vyraz jako (142)#3, vpravo jako 1+(2%3) — dvé riznd ohodnoceni téhoz slova. Odstranéni
viceznac¢nosti (priorita, asociativita) vyzaduje pomocné netermindly, napi. E - E+T | T, T — T+N | N.



2.2 Chomského normalni forma

Pro mnoho uvah (i pro rozhodovani pfislusnosti slova) se hodi gramatika s co nejjednodussimi pravidly.

& Definice — Chomského normalni forma

CFG je v Chomského normalni formé (ChNF), obsahuje-li jen pravidla tvaru A — BC a A — a (kde
A,B,C €V,a€cT),ptipadné S — 1 — a pak se S nevyskytuje na pravé strané zadného pravidla.

W Véta — Pievod do ChNF

Ke kazdé bezkontextové gramatice existuje ekvivalentni gramatika v Chomského normaélni formé.

Prevod je posloupnost uprav, z nichz kazda odstrani jeden zakazany typ pravidla a
zachova jazyk: (1) odstinime S z pravych stran; (2) terminaly v del$ich pravidlech nahradime novymi
neterminaly T, — a; (3) dlouhé pravé strany rozdélime na dvojice novymi neterminaly; (4) odstranime
A-pravidla (pfes nulovatelné neterminaly, z nichz lze odvodit 1) a (5) jednotkova pravidla A — B
(ptes jejich tranzitivni uzavér).

© Poznamka. ChNF dava rozhodovaci algoritmus pro ptislusnost slova: CYK (dynamické pro-
gramovani pies podslova) rozhodne w € L(G) v ¢ase O(n®). Bezkontextové jazyky maji také iteracni
lemma (rozklad w = uvxyz s [vxy| < n, [vy| > 0 a uvkxy*z € L), kterym se dokazuje, 7e napk. {a"b"c"}
neni bezkontextovy. Ttida je uzaviena na sjednoceni, zfetézeni, iteraci a otoCeni, ne na prunik a
doplnék.

2.3 Zasobnikovy automat (PDA)

B Definice — Zasobnikovy automat

Zasobnikovy automat (PDA) je sedmice P = (Q,2,T, d, qy, Zy, F), kde

+ Q kone¢na mnozina stava, X vstupni abeceda, I' zdsobnikova abeceda,

¢ 5: Ox(CU{A}) xT - An(Q x ') prechodova funkee,

« gy € Q pocatecni stav, Z, € I' pocatecni zasobnikovy symbol, F C Q pfijimajici stavy.
Prechod (¢, y) € 8(p, a, X) znamena: ve stavu p precti a (nebo necti nic, je-li a = 1), vrchol zasobniku
X nahrad tetézcem y a prejdi do g. (T* jsou vSechny koneéné fetézce nad zasobnikovou abecedou,
tj. mozny novy vrchol; index FIN zada konecnou mnozinu piechodii z dané konfigurace.)

& Definice — Situace, krok, piijimany jazyk

Situace (ID) je trojice (g, w, y): stav, zbyvajici vstup, obsah zasobniku (vrchol vlevo). Krok : je-li
(¢, @) € 8(p,a, X), pak (p,aw, Xf) + (g, w,af); " je jeho uzavér. Pro PDA definujeme dva mody
pfijimani:
L(P) ={w | (go, W, Zy) +* (¢, A, @), g € F} (koncovym stavem),
N(P) ={w | (qo,w,Zy) +* (¢, A, 1)} (prazdnym zasobnikem).
Oba mody prijimaji tutéz tiidu (Ize mezi nimi pfevadét); pfi pfijimani prazdnym zasobnikem je F
nepodstatné a vynechava se.

PDA je A-NFA, ke kterému jsme pfidali zdsobnik: nedeterminismus ,hada“ (napt. kde je
stfed slova), zdsobnik pamatuje neomezené mnoho informace, ale jen z vrcholu (LIFO). Praveé tato
omezend pamét déla z PDA pfesny protéjsek bezkontextovych gramatik. Deterministické PDA
jsou slabsi — pfijimaji jen vlastni podtfidu bezkontextovych jazyku.
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0,X > 0X 0,0 > A
1,X - 1X 1,1-> A

LX—>X A Zy — Z
— q1 >( 92

PDA ptijimajici L,,» = {wwf | w € {0,1}*} koncovym stavem. Hrana a, X — « znamena (q,a) €
(p,a, X); X je libovolny vrchol (X € {0,1,Z}). V q, automat uklada ¢tené znaky na zasobnik; A-
piechodem do ¢, uhodne stied; v q; odmazava shodné znaky z vrcholu; vidi-li Z; (zasobnik vycerpan az

na dno), A-ptechodem ptijme. Nedeterminismus zajisti, Ze se uhodne spravny stied pro kazdé ww¥.

P Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 2: Zasobnikovy automat

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 2 — Zasobnikovy automat (definice + konstrukce PDA))

Zadani.

(1) Uvedte definici PDA. (2) Sestrojte PDA A pfijimajici pravé w € {a,b}" s vice a neZ b a zaroven
lichym poctem a: L(A) = {w | |w|, > |w|p & |w], liché}.

Reseni.

(1) Sedmice (Q, 2, T, 8, q, Zy, F) jako v definici vyse.

(2) Na zasobniku udrzujeme prebytek: rozdil |w|, — |wlp. Je-li kladny, lezi na zasobniku tolik symbol
A (nad Z); je-li zaporny, tolik B. Ctené a bud odmaze B (piebytek b kles4), nebo piida A; étené
b symetricky. Paritu poctu a drzime ve stavu: gy (sudé), q; (lise). Stavy {qo.q1, 97} T = {Zy, A, B,
pocatek qo, F = {qs}. Pfechody (Cteni a pteklapi go < q;):

8(qi. a. Zo) = {(q1-1- AZy)}, 8(gi, a, A) = {(q1-1, AA)}, 6(gi, a, B) = {(q1—i. D},
8(qi, b, Zo) = {(qi, BZo)}, 8(qs,b, B) = {(gi, BB}, 6(g1, b, A) ={(g, D} (1 €{0,1}),
8(q1, 4, A) ={(gy, A)} (pfijmi: lichy pocet a a vrchol A, tj. prebytek a).

Ptijiméme koncovym stavem: do gy se dostaneme jen z g (lichy pocet a) a jen je-li na vrcholu A, coz
nastane pravé kdyz |w|, > |wlp. Spravnost ovéfena vycerpanim slov do délky 11 (Python). (Original
uvadi jinou (rovnéz 3-stavovou) variantu, jeji diagram je v priklady/; za Casteéné feSeni se uznaval
i automat jen pro ,vice a nez b*.)

2.4 Ekvivalence CFG < PDA a prevody

W Véta— CFG = PDA

Jazyk je bezkontextovy (generovany CFG) pravé tehdy, je-li pfijimany néjakym (nedeterministickym)
zasobnikovym automatem.

Standardni smér CFG — PDA da jednostavovy automat piijimajici prazdnym zasobnikem,
ktery na zasobniku simuluje levou derivaci (v kazdém kroku se prepisuje nejlevéjsi neterminal):
zésobnik drzi dosud neodvozeny zbytek véty. Pro P = ({qo}, T,V U T, 8, qp, S):

8(qo, A, A) = {(qp, ®) | (A = ) € P} (rozepis netermindl),  §(qp,a, a) = {(qo, 1)} (odecti terminal).

Automat tak stfida ,rozepsani neterminalu na vrcholu® a ,,sparovani terminalu se vstupem®; piijme
prazdnym zasobnikem praveé slova generovana G.
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P Piiklad — SZZ léto 2023 ¢. 2: Pievod gramatiky na automat

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 2 — Prevod bezkontextové gramatiky na automat (CFG — zasobnikovy
automat))

Zadani.

(1) Definice CFG. (2) Sestrojte CFG G pro L = {a'b/ | i,j > 0, 2i = 3j}. (3) Pfevedte G na PDA
prijimajici prazdnym zasobnikem.

Reseni.

(1) Ctvetice G = (V,T, P, S) jako v definici vyse.

(2) Z 2i = 3j plyne i = 3k, j = 2k pro k > 0, tj. L = {a>b% | k > 0}. Generuje ho

G = ({S}{a,b},{S — aaaShb | 1},5).

(Ovéieno vycerpanim do délky 12: L(G) se piesné shoduje s {a'b’ : 2i = 3j}.)
(3) Jednostavovy PDA P = ({qo}, {a, b}, {a, b, S}, 8, qo, S) pfijimajici prazdnym zasobnikem:

(g0, 4, S) = 1(qo, aaaShb), (qo, 1)}, (g0, @, @) = (g0, )}, 8(qo, b, b) = {(go, D}-

Prvni skupina rozepisuje S podle pravidel, druhé paruje terminaly se vstupem.
(V originalnim PDF tato otazka nema nacrt reseni; reSeni je vlastni, ovérené numericky.)

Stejnou ,reprezentaci dvéma zpusoby* (gramatika i automat) zada i nasledujici otazka.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 1: Reprezentace bezkontextového jazyka

(Redlna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 1 — Reprezentace bezkontextového jazyka (CFG, zasobnikovy automat))
Zadani.

Pro L = {w#sR | w,s € {0,1}*, s je podslovo w} nad {0, 1, #}: (1) definice CFG a PDA, (2) CFG pro L,
(3) PDA pro L.

Reseni.

(1) Definice CFG a PDA jsou vyse.

(2) Slovo mé tvar w#sk, kde w = puqa s = u je souvislé podslovo. Nechame A generovat libovolné
slovo nad {0, 1} (prefix p a suffix g), a parova pravidla X buduji u vlevo i uR vpravo kolem #:

G=({S X, AL{0,1,4#},2,S), P ={S—> AX, X > 0X0|1X1|A#, A—>0A|1A|A}

(S = AX = p(uA#uR), tedy w = puq a za # stoji uX.) Ovéfeno vycerpanim do délky 9.
(3) Standardnim pfevodem G na jednostavovy PDA ({go}, 10, 1, #},{0, 1, %, S, X, A}, 8, q9, S) piijimajici
prazdnym zasobnikem, kde pfechody odpovidaji pravidlim a ¢teni pismen:

6 ={((q0. 1. H).p) | H > p € P}U{((90.a.a).A) | a € {0, 1, #}}.

(Alternativné pfimo: ¢teme w a ukladadme znaky na zasobnik; po # nejprve A-pfechody smazeme
libovolny pocet symbolii (odhad konce u), pak parujeme s® se zasobnikem a nakonec ho vyprazd-
nime.)

Posledni otazka kombinuje bezkontextovy a regularni jazyk. Priinik bezkontextového a regularniho
jazyka je opét bezkontextovy — ziskdme ho sou¢inem PDA a DFA (stavy nesou dvojici, zasobnik zstava
jeden).

P Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢. 1: Prunik bezkontextového a regularniho jazyka

(Redlna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 1 — Prunik bezkontextového a reguldrniho jazyka (PDA, CFG N DFA))
Zadani.
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L; = L(G) pro G = ({5},{0, 1},{S — SS | 051 | A}, S) (vyvazené zavorky: 0 otevira, 1 zavira), L, = L(A)
pro dany DFA A se stavy {qo, q1, 2, g3}, ktery pfijiméa ve vsech stavech (F = {q9,q1,q2,q3}) a ma
prechody 64(qo, 1) = 0. 54(q0. 0) = g1, 84(q1,0) = g1, 84(q1. 1) = g2, 54(q2,0) = g3, 5a(g2, 1) = g,
d4(g3,0) = qq; prechod d4(gs3, 1) chybi. Sestrojte PDA pro L = Ly N L,.

Reseni.

Pouzijeme soucinovou konstrukci: pfijimani DFA A simulujeme stavem, generovani
G zasobnikem (jako u prevodu CFG na jednostavovy PDA). Vysledny PDA P =
({90591, 92> 93}, {0, 1}, {0, 1, S}, 8p, g9, S) pFijiméa prazdnym zasobnikem:

op(gi,a,a) = {(8a(g;,a), A)} a € {0, 1} (Cti termindl, posuii DFA),
op(qi» A, S) = {(g;, SS), (g;,051), (g;, 1)} (krok derivace G, stav DFA beze zmény).

PDA vyprazdni zasobnik pravé tehdy, kdyz S =* w, tj. w € Ly; jeho stavova slozka pfitom sleduje
84(go, w). Tato soucinova konstrukce dokazuje, Ze priinik bezkontextového a regularniho jazyka je
bezkontextovy. Je genericka v §4: konkrétni pfechody DFA do ni vstupuji jen symbolicky.

Pro¢ stadi pfijimat prazdnym zasobnikem. Stav q3 znamena ,slovo zatim kon¢i na 010 a chybi mu
pfechod na 1, takze A na slové s podslovem 0101 uvizne. ProtoZe jsou vSechny stavy pfijimajici,
je Ly = {w | w neobsahuje 0101} (ne celé {0, 1}*) a L tvofi vyvazena slova bez podslova 0101; napf.
0011 € L, ale 0101 € L; \ Ly. Chybéjici pfechod DFA se v P projevi tak, Ze P nemuze preCist dalsi
znak a vypocet skonéi neuspéchem; jinak je kazdy dosazeny stav DFA pfijimajici, takZe kontrola
koncového stavu neni potfeba. (Obecné, kdyby F4 # Qy, vloZzime pod S nové dno Z; a pfidame
piechody 6p(q, A, Zy) = {(q, 1)} jen pro q € F4.) Spravnost ovéfena vycerpanim slov do délky 12
(Python).

Stavovy diagram DFA A je v priklady/.

3 Rekurzivné spocetné jazyky (Turinguv stroj, nerozhodnutelnost)

Nejsirsi tfida Chomského hierarchie odpovida nejobecnéjsimu modelu vypoctu — Turingovu stroji — a
nejobecnéjsim gramatikam (typ 0). Zde uZ narazime na hranici algoritmické fesitelnosti: existuji presné
definované problémy, které Zadny algoritmus nerozhodne.

3.1 Turinguv stroj

& Definice — Turinguv stroj

Turingiv stroj (TM) je sedmice M = (Q,3,T, 8, gy, L, F), kde

+ Q kone¢nd mnozina stavi, gy € Q pocatecni, F C Q pfijimajici stavy,

« X vstupni abeceda, I’ 2 3 pdskova abeceda, LI € T \ T prazdny symbol (mezera),

¢ 0: (Q\ F)xT = QxTI x{«, >} prechodova funkce (muze byt parcialni).
Stroj ma oboustranné nekonecnou pasku; v kazdém kroku precte znak pod hlavou, podle § jej prepise,
zméni stav a posune hlavu doleva/doprava. Konfigurace popisuje stav, obsah pasky a polohu hlavy.

fidici jednotka, stav q ’

/ hlava

1 0 1 1 L U
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Turingtv stroj. Koneéna ridici jednotka (v jednom z kone¢né mnoha stavii) ovlada hlavu pohybujici se
po oboustranné nekonecné pasce. Na rozdil od kone¢ného automatu smi znak pod hlavou prepsat a
pohybovat se obéma sméry — to dava neomezenou pracovni pamét. Na pocatku je na pasce vstup, jinde
mezery LJ; hlava stoji na prvnim znaku, jednotka ve stavu gj,.

& Definice — Piijimany a rozhodovany jazyk; R a RE

Stroj M prijme slovo w, dojde-li jeho vypocet do pfijimajiciho stavu (jinak slovo odmitne, nebo se
nezastavi). Jazyk prijimany M je L(M) = {w | M pfijme w}.
« Jazyk je rekurzivné spocetny (¢astetné rozhodnutelny), tfida RE, je-li L = L(M) pro né&jaky TM
(na slovech mimo L se stroj smi zacyklit).
« Jazyk je rozhodnutelny (rekurzivni), tfida R, existuje-1i TM, ktery se na kazdém vstupu zastavi a
pfijima L.

Rozdil R vs. RE je v garanci zastaveni. Rozhodujici stroj vzdy odpovi ano/ne. Prijimajici
stroj fekne ,ano“ na slovech jazyka, ale na slovech mimo jazyk se mtze to¢it donekone¢na — nikdy
se nedozvime ,ne”. Plati R C RE (rozhodujici stroj je specialnim pfipadem ptijimajiciho); uvidime, ze
inkluze je ostra.

3.2 Gramatiky typu 0

E Definice — Gramatika typu 0

Gramatika typu 0 (obecnd) ma pravidla « — f, kde a, f € (V U T)* a a obsahuje asponi jeden
neterminal (leva strana smi byt libovolné slovo, ne jen jediny neterminal jako u CFG).

| ’

W Véta— Typ 0 = RE

Trida jazyktl generovanych gramatikami typu 0 je pfesné tfida rekurzivné spocetnych jazyku:
:S/po = RE.

Gramatika typu 0 a Turingtiv stroj jsou dvé strany téze mince. Gramatikou lze simulovat
vypocet stroje (pravidla prepisuji konfiguraci na nasledujici), a naopak stroj umi vyjmenovavat
vSechna slova odvoditelnd gramatikou a porovnavat je se vstupem. Proto ,generovatelné gramatikou®
= ,pfijimané strojem” = rekurzivné spocetné.

3.3 Algoritmicky nerozhodnutelné problémy

Ze nékteré jazyky nejsou rozhodnutelné (ba ani rekurzivné spocetné), plyne z diagonalniho argumentu.
Turingovy stroje (nad {0, 1}) 1ze zakédovat do slov; slovo a kdduje stroj M,,.

B Definice — Univerzalni a diagonalni jazyk

Univerzalni jazyk L, = {{(a, f) | p € L(M,)} obsahuje dvojice ,kod stroje, vstup®, kde stroj vstup
pfijme. Diagonalni jazyk Ly = {a | @ & L(M,)} obsahuje kody stroju, které neprijmou samy sebe.

W Véta — Nerozhodnutelnost

L, je rekurzivné spocetny, ale neni rozhodnutelny. L; neni ani rekurzivné spocetny. Inkluze R C RE
je tedy ostra.

L

Diikaz (nepovinny - diagonalizace). L, pfijima univerzalni stroj (UTM), ktery odsimuluje M, na f -
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proto L, € RE. Kdyby byl L; rekurzivné spocetny, ptijimal by ho néjaky M,, tedy Ly = L(M, ). Pak ale
YEL; = y¢LM,) < y¢&lLy,

spor. Takze L; ¢ RE. Odtud L, ¢ R:platia € L; < (a,a) ¢ L,, takze kdyby byl L, rozhodnutelny,
rozhodli bychom i Ly (spustit rozhodovaci stroj pro L, na (@, «) a odpovéd obratit) — spor. t

© Poznamka. [Problém zastaveni a Postova véta] Tyz argument dava problém zastaveni (halting
problem): neexistuje algoritmus, ktery pro libovolny program a vstup rozhodne, zda se vypocet
zastavi. Uzite¢né kritérium dava Postova véta: jazyk L je rozhodnutelny pravé tehdy, kdyz L i jeho
doplnék L jsou rekurzivné spocetné. (Proto L,, jehoz doplnék neni RE, rozhodnutelny byt nemtize.)

4 Chomského hierarchie a zarazovani jazyku

Pfedchozi tii sekce probraly tfi ze ¢tyt pater Chomského hierarchie. Ted je usporadame do jednoho obrazku
a doplnime chybéjici patro — kontextové (typ 1) jazyky — a ukdzeme, jak zaradit konkrétni jazyk.

4.1 Klasifikace gramatik a hierarchie

& Definice — Chomského hierarchie

Gramatiky (a jimi generované tfidy jazyku) klasifikujeme podle tvaru pravidel:
« typ O (rekurzivné spocetné Z;): « — f, @ obsahuje neterminal;
 typ 1 (kontextové Z;): YA — ywp s w # A (pfepis A v kontextu y, f; vyjimkou je S — A, pak
se S nevyskytuje vpravo). Ekvivalentné monoténni (nezkracujici) pravidla |a| < |f];
 typ 2 (bezkontextové £5): A — w;
o typ 3 (regularni #3): A > wB, A - w.

W Véta — Usporadani hierarchie

Tridy tvofi ostrou hierarchii

g3g32g31g30,

anavic %, C R, Z; € R C RE = &. Kazdému patru odpovida typ automatu.

&, rekurzivné spocetné

&, kontextové

Z, bezkontextové

&5 regularni

a‘b*

0"1"

anbncn

LU

Chomského hierarchie. Kazda tfida je vlastni podmnozinou tfidy o patro vy$ (vnofené obdélniky).
Priklady svédcici o ostrosti: 071" je bezkontextovy, ne regularni; a"b"c" je kontextovy, ne bezkontextovy;
univerzalni jazyk L, je rekurzivné spocetny, ne rozhodnutelny (a R lezi mezi &, a £). Soulad automat,
gramatik a jazykt shrnuje tabulka nize.
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typ gramatika automat uzavér na operace

3 prava linearni koneény automat (DFA/NFA) vée (U,N, 7,5, F)

2 bezkontextova zasobnikovy automat (PDA) U, * R (ne N, ne ™)
1 kontextova (monoténni) linedrné omezeny automat (LBA)  vse

0 obecna (typ 0) Turingv stroj u,n,-* R ne ™)

Linearné omezeny automat (LBA) je Turingtv stroj, ktery smi pouzit jen pasku délky vstupu (ohrani¢enou zaraz-
kami).

4.2 Zarazeni konkrétniho jazyka

Pozadavky okruhu zahrnuji zarazeni konkrétniho jazyka do hierarchie se zdivodnénim. Postup mé dvé
strany:

Horni zafazeni (do tfidy patfi): sestroj automat nebo gramatiku pfislusného typu

P Piiklad — Zafazeni tii typickych jazyku

Zadani. Zatadte do Chomského hierarchie: (a) {a"b" | n > 0}, (b) {d"b"c" | n > 0}, (c) fww | w €
{o,1}"}.

Reseni.

(a) Bezkontextovy, ne regularni (£, \ &3). Gramatika S — aSb | A jej generuje (horni zafazeni).
Neregularitu da itera¢ni lemma: pro w = a"b" lezi napumpovana ¢ast y v vodnich a, takze athlpn ¢
L.

(b) Kontextovy, ne bezkontextovy (£; \ <,). Bezkontextové itera¢ni lemma na a"b"c" ukaze, ze
napumpovani rozbije rovnost poctt (isek vxy délky < n nemuze obsahovat vSechna tii pismena).
Patfi ale do &, generuje ho monotoénni gramatika

So—=>S|A, S—>aSBC|aBC, CB-— BC, aB—ab, bB—bb, bC —bc, cC — cc

(pravidlo CB — BC presune vsechna B pred C, zbyla pravidla je pak zleva doprava pfepisou na
terminaly; ovéfeno vycerpanim do délky 12).

(c) Kontextovy, ne bezkontextovy (£; \ &5). ,Kopirovaci® jazyk {ww} rovnéz odmitne bezkontextové
itera¢ni lemma (slovo 0"1"0"1"). Do #; patfi, protoZe ho rozhodne linedrné omezeny automat: ovéfi
sudou délku, ozna¢ovanim znakt z obou koncti najde stfed a obé poloviny porovna znak po znaku,
vie jen v prostoru vstupu. (Pozor: {ww®} - palindromy sudé délky — naopak bezkontextovy je (viz
zasobnikovy automat vy3e); rozdil je v potfadi druhé kopie.)

Shrnuti

© Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Struény vycet klicovych definic, vét
a vzorct okruhu I1. Zkratky: DFA = deterministicky, NFA = nedeterministicky kone¢ny automat, CFG
= bezkontextova gramatika, PDA = zasobnikovy automat, TM = Turingtv stroj, CFL = bezkontextovy
jazyk.
Regularni jazyky — modely a ekvivalence.
« DFA (Q,3,6,qg, F): 6 : Ox¥ — Q totalni (nebo parcialni s implicitnim mrtvym stavem); rozsifeni
6" 1 Ox3* — Qindukei - (g, 1) = q, 5*(q, wx) = 8(67(q, w), x); jazyk L(A) = {w | 6"(qo, w) €
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« NFA (Q,2,6,0Q, F): Qy € Q mnozina pocate¢nich stavi, : Q x X — 29, pfijme, existuje-li
vypocet do pfijimajiciho stavu. (A-NFA navic dovoluje pfechody na A; ekvivalentni NFA.)

« Ekvivalence ¢tyf modelu: DFA = NFA (A-NFA) = regularni vyrazy = pravé linearni gramatiky
(typ 3); vSe popisuje tfidu Z;.

- Regularni vyraz nad X: zaklad @, A, a € 3; operace + (sjednoceni), - (zfetézeni), * (iterace);
znaceni R* = RR*.

« Prava linearni gramatika (typ 3): pravidla tvaru A - wB nebo A — w; netermindal = stav
(pfechod A 5B odpovida pravidlu A — aB).

Klicové prevody u regularnich jazykii.

« Podmnozinova konstrukce (NFA — DFA): stavy DFA jsou podmnoziny stavi NFA; 5p(S, a) =
qus On(q, a); pocateéni stav Q, (mnozina pocatecnich stavit NFA); pfijimajici stavy — pod-
mnoziny obsahujici stav NFA z F. Mze exponencialné nafouknout stavovy prostor (2" stav
v nejhorsim pfipadé).

» Kleeneho véta: L je regularni < L je popsatelny regularnim vyrazem; vyraz — A-NFA
Kleeneho stavebnici (indukci podle vyrazu), automat — vyraz eliminaci stavi.

« Doplnék L: totalizuj DFA (pfidej mrtvy stav pro chybéjici prechody), zamén pfijimajici a nepfiji-
majici stavy; vysledek ptijima pravé L. (Jen pro DFA — NFA neumi doplnék pfimym zdménénim
stavil.)

 Soucin DFA (prunik): pro L; N L, sestav DFA se stavy Q; x Qs, 5((p, Q). a) = (51(p, a), (g, a)),
pfijimajici stavy F; x F,.

Iteracni lemma pro regularni jazyky (dikaz neregularity).

« Pro kazdy regularni jazyk L existuje n > 1: kazdé w € L s |w| > n lze rozlozit w = xyz tak, Ze
y#Alxyl<naVk>0: xyfze L.

« Pouziti (dolni mez): zvolime w € L s |w| > n, ukdZzeme, Ze pro kazdé rozlozeni xyz (y # A,
lxy| < n) existuje k takové, ze xy*z & L — spor s lemmatem.

« Typické slovo: a"b" (¢ast y lezi v tvodnich a, napumpovani porusi rovnost pocti).

Uzaverové vlastnosti regularnich jazykil.
. Uzavieno na: U, N, ~ (doplnék), - (zfetézeni), *, K (otoceni).
Bezkontextové jazyky — CFG a normalni formy.

« CFG (V,T,%,S): V neterminély, T terminly, S € V startovni symbol, & pravidla A - w (A €V,
we(VUT)).Jazyk L(G) ={w € T* | S =" w}.

« Derivace =, ="; derivaéni strom (parse tree); vicezna¢nost — slovo ma > 2 rtizné derivacni
stromy; nejednoznaény jazyk — kazda CFG jej generuje viceznacné.

« Chomského normalni forma (ChNF): pravidla jen A — BC nebo A — a (povolena S — A
je-li A € L); kazda CFG lze prevést do ChNF.

+ CYK (Cocke-Younger-Kasami): dynamické programovani na trojuhelnické tabulce; O(n®); roz-
hoduje w € L(G) pro CFG v ChNF.

Zasobnikovy automat (PDA) — definice a mody prijimani.

« PDA je sedmice (Q,2,T, 8, qy, Zy, F): T zasobnikova abeceda, Z, € T pocate¢ni zasobnikovy
symbol, § : O x (X U{A}) xT — An(Q x T™).

« Situace (g, w,y): aktudlni stav, nezpracovany vstup, obsah zasobniku (vrchol vlevo).

« Piijimani koncovym stavem L(P) = {w | (q,w, %) +* (g7, Ay), qf € F}; prazdnym
zasobnikem N(P) = {w | (g0, w,Zy) F* (g, A, A)}. Obé tiidy jsou stejné: L(P) = N(P’) pro
vhodné P’ a naopak.

« PDA je obecné nedeterministicky; deterministické PDA (DPDA) pfijimaji striktni podtfidu CFL.

Ekvivalence CFG a PDA; prinik s regularnim jazykem.

+ CFG = PDA: ke kazdé CFG existuje ekvivalentni PDA a naopak; tfida CFL = tfida jazyka
prijimanych PDA.

+ CFG — jednostavovy PDA (piijimani prazdnym zasobnikem): jeden stav gq; pro kazdé pravidlo
A — a: 5(qg, A, A) 3 (qg, @); pro kazdy terminal a: 6(qq, a, a) 3 (qo, A). Simuluje levou derivaci.
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« Pranik CFL n REG C CFL: souc¢in PDA x DFA - stavy Qp x Qp, ¢teni symbolu posunuje
oba automaty soubézné; zasobnik zistava zasobnikem PDA. Konstruktivni dikaz a zaklad SZZ
otazky jaro 2025.

Iteracni lemma pro bezkontextové jazyky (ditkaz, Ze jazyk neni CFL).
« Pro kazdy CFL L existuje n > 1: kazdé w € L s |w| > n lze rozlozit w = uvxyz tak, ze vy = A,
lvxy| <n,aVk>0: uwkxy*z e L.
« Pouziti: pumping na a"b"c" - |[vxy| < n neumoziuje zahrnout vsechna tfi pismena; napumpovani
porusi rovnost pocta.
« Pozor: {ww} (palindromy sudé délky) je bezkontextovy — PDA uloZi prvni polovinu na zasobnik,
stfed nedeterministicky uhodne a druhou polovinu porovna se zasobnikem.

Uzaveérové vlastnosti bezkontextovych jazykil.
« Uzavieno na: U, -, *, K. prunik s regularnim (viz vyse).
« Neni uzavieno na: N (pranik dvou CFL nemusi byt CFL - protiptikladem je {a"b"c"} = {a"b"*c™}Nn
{a"b" ™}, pranik dvou CFL, ktery podle itera¢niho lemmatu CFL neni), — (doplnék).
Rekurzivné spocetné jazyky a Turingiiv stroj.
« TM sedmice (Q,2,T, 8, qg, L, F): & C T vstupni abeceda, LI € T \ X blank; §: (Q\ F) xI —
Q x T x {«, >} (parcialni).
+ R (rekurzivni = rozhodnutelné): TM se vzdy zastavi (pfijme, nebo se zastavi mimo F, tj. odmitne).
RE (rekurzivné spocetné): TM piijme nebo cykli. R € RE.
» Gramatika typu 0 (neomezena) = RE: kazdy RE jazyk je generovatelny gramatikou bez omezeni
tvaru pravidel a naopak.

Nerozhodnutelnost.
« Diagonalni jazyk L; = {y; | y; ¢ L(M;)} ¢ RE; dikaz diagonalizaci.
« Univerzalni jazyk L, = {{M,w) | M pfijme w} € RE \ R; univerzalni TM simuluje M na w —
pfijme, ale nemtize vzdy odmitnout.
« Problém zastaveni (halting): neexistuje algoritmus rozhodujici pro libovolny program a vstup,
zda vypocet skonci; nerozhodnutelnost plyne z nerozhodnutelnosti L,,.
. Postova véta: L € R < L € RE a L € RE. (Tedy L, neni rozhodnutelny, protoZe L, & RE.)

Chomského hierarchie — prehled.
« Ostra hierarchie: &3 C &5 C & C <; odpovidajici automaty: FA C PDA C LBA ¢ TM.
« Tabulka souladu: typ 3 (prava lin. gram., FA, uzavieno na vse), typ 2 (CFG, PDA, uzavieno na

U-*R ne N7), typ 1 (kontextova, LBA, uzavieno na vse), typ 0 (obecna, TM, uzavieno na UN FR

ne ).

« Vzorové jazyky: a*b* € Z5; {a"b"} € L, \ Zs; fwwl} € &, (PDA: push prvni polovina, pop
druhd); {a"b"c"}, {ww} € &\ Z»; L, € RE\R; L; ¢ RE.

« Zarazeni jazyka: horni mez - sestrojit automat nebo gramatiku pfislusného typu; dolni mez
— aplikovat itera¢ni lemma (regulérni resp. bezkontextové) a najit slovo, které napumpovanim

vypadne z jazyka.

Zdroje
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zdroj rozsahu a znaceni: DFA/NFA, regularni vyrazy, gramatiky, zasobnikovy automat, Turingv
stroj, nerozhodnutelnost, Chomského hierarchie). Stranka prednésejici a kopie slida ve statnicovych
materialech T. Slamy:
https://ktiml.mff.cuni.cz/~marta/
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