Priklady otazek — Algoritmy a datové struktury
Redlné otazky ze SZZ 2022-2025 (12)

Jakub Klesa

Pokryté predméty: NTIN0O60 (ADS 1), NTINO61 (ADS 2)

Obsah

1 Binarni vyhledavaci stromy 1
2 Tvidéni 2
3 Tridéni slévanim 3
4 Algoritmy rozdél a panuj 4
5 Tridy slozitosti 5

Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otédzky z minulych termint SZZ (2022-2025) zarazené
do okruhu 12. U otazek s obrazkem je grafika ofiznutd z origindlniho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselna data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochézeji ze sad
zverejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nacrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otézce neobsahuje.
Pojmy a znaceni odpovidaji ucebnici M. Marese a T. Vally Pruvodce labyrintem algoritmai
(https://pruvodce.ucw.cz/).

1 Binarni vyhledavaci stromy

(Redlna otdzka: léto 2022, ¢. 1 — Bindrni vyhleddvaci stromy)
Zadani.

1. Definujte binarni vyhledavaci strom (BVS).

2. Implementujte vlozeni prvku do BVS (bez vyvazovani) a rozeberte ¢asovou slozitost
v nejlepsim a nejhorsim ptipadé.

3. Implementujte nalezeni naslednika, tj. pro dany kli¢  vrchol s nejmensim klicem ostie
vétsim nez x, a rozeberte casovou slozitost v nejlepsim a nejhorsim pripadé.

Implementaci popiste pseudokdédem.
NaAacrt reseni.

(1) Bindrni vyhleddvaci strom je bindrni strom, v némz kazdy vrchol nese kli¢ a pro kazdy
vrchol plati usporddaci vlastnost: vSechny kli¢e v levém podstromu jsou mensi nez kli¢ vrcholu
a vsSechny klice v pravém podstromu jsou vétsi nez kli¢ vrcholu.


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://pruvodce.ucw.cz/

(2) Vlozeni. Sestupujeme od kotene a podle porovnani klice jdeme doleva, nebo doprava;
novy prvek vlozime jako list na misto, kde sestup narazi na prazdny podstrom.

Insert(strom T, klic k):
if T.koren == null:
T.koren = new Uzel(k); return
v = T.koren

loop:
if k == v.klic: return // klic uz ve strome je
if k < v.klic:
if v.levy == null: v.levy = new Uzel(k); return

else: v = v.levy

else: // k > v.klic
if v.pravy == null: v.pravy = new Uzel(k); return
else: v = v.pravy

Vlozeni projde jednou cestou od kotene nejvyse k listu, stoji tedy O(h), kde h je hloubka stromu.
Nejhorsi pripad: degenerovany strom (lidna, nap¥. vznikly vkladanim setfidénych klict) mé
h =n — 1 a novy kli¢ se pripoji pod jeho dolni konec, tj. ©(n). Nejlepsi pripad: sestup skonci
hned pod kofenem, tj. ©(1) (napt. do lidny 1,2,...,n s kofenem 1 vklddame 0). Uvazujeme-li
nejlepsi tvar stromu pri nejhorsi volbé klice, je to vyvazeny strom s h = ©(logn), tedy O(logn).

(3) Naslednik. Pokud mé vrchol pravy podstrom, naslednik je jeho nejlevéjsi vrchol. Jinak
stoupame nahoru, dokud nejsme levym synem; tento rodi¢ je naslednik (neexistuje-li, z byl
maximum a naslednik neni).

Successor (uzel x):

if x.pravy != null: // nejmensi v pravem podstromu
vV = X.pravy
while v.levy != null: v = v.levy
return v
v = x; r = x.rodic // vystup nahoru, dokud nejsem levy syn
while r !'= null and v == r.pravy:
v =r; r = r.rodic
return r

Obé vétve projdou jednu cestu stromem, takze slozitost je O(h). Nejhorsi pripad ©(n): ve stromu
vzniklém vkladanim 1,n,n — 1,...,2 je naslednik kofene 1 kli¢ 2 na dné levé vétve pod n, cesta
mé n— 1 hran. Nejlepsi ptipad ©(1): pravy syn z je list, nebo z je levy syn bez pravého podstromu.
Ve vyvazeném stromu je i nejhorsi pripad jen ©(logn).

(V PDF bez nacrtu tesend; nacrt doplnén k vykladu okruhu.)
2 Tridéni

(Redlnd otdzka: jaro 2023, ¢. 1 — Tridéni (BST/AVL, sloZitost))
Zadani.

1. Popiste, jak pomoci bindrniho vyhleddvaciho stromu setfidit (usporddat vzestupné) po-
sloupnost x1, ..., x, navzijem ruznych prvku.

2. Co se zméni, pokud se prvky mohou opakovat?

3. Co z toho plyne pro minimalni moznou slozitost operaci s vyhledavacim stromem? Predpo-
klddejme ptitom, ze kli¢e ve stromu je mozné pouze porovnivat.

4. Jakou bude mit vas algoritmus z bodu 1 ¢asovou slozitost, pokud jako strom pouzijeme
AVL strom a prvky posloupnosti budou fetézce délky L7




NAacrt reseni.

1) Prvky z1,...,x, postupné vlozime do zprvu prazdného bindrniho vyhledavaciho stromu
a pak strom projdeme in-order (levy podstrom, vrchol, pravy podstrom). Z usporadaci vlastnosti
plyne, Ze in-order pruchod vypise kli¢e vzestupné. Vlozeni stoji O(h), pruchod O(n). S nevy-
vazovanym stromem miize vzniknout lidna (napi. pro uz setiidény vstup) a cas je az O(n?);
s vyvazovanym stromem (AVL) je h = O(logn) a celé tfidéni trva ©(nlogn).

2) Usporddaci vlastnost s ostrymi nerovnostmi (< vlevo, > vpravo) stejné klice neptipousti.
Moznosti: ve vrcholu drzet pocet vyskytu klice a pri pruchodu ho vypsat tolikrat; nebo povolit
rovnost na jedné strané (<); nebo klice zjednoznac¢nit dvojici (z;,7) porovnavanou lexikograficky
(t¥idéni je pak navic stabilni). Slozitost se neméni.

3) Tridéni stromem je n operaci INSERT a jeden in-order prichod za O(n), ktery nic neporov-
nava. Porovnavaci tfidéni ale potfebuje v nejhorsim ptipadé Q(nlogn) porovnéni (rozhodovaci
strom ma aspon n! list1, jeho hloubka je aspon logs n! = Q(nlogn)). Kdyby slo n vlozeni provést
v ¢ase o(nlogn), porusili bychom tento dolni odhad. Operace INSERT proto v porovnavacim
modelu nemize mit (ani amortizované) slozitost o(logn); logaritmické slozitost operaci AVL
stromu je asymptoticky optimalni.

4) Porovnéani dvou fetézca délky L stoji O(L) (znak po znaku). Vlozeni do AVL stromu udéla
O(logn) porovnani, tedy O(Llogn), a n vlozeni O(nLlogn). In-order prichod vypiSe n fFetézcu
celkové délky nL za O(nL). Celkem O(nLlogn).

(V PDF bez ndcrtu resent; ndcrt doplnen k vykladu okruhu.)

3 Tridéni slévanim
(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 1 — Tridéni slévanim (Mergesort, slévani k posloupnosti))

Zadani.

1. Formulujte algoritmus t¥idéni posloupnosti n celych ¢isel slévanim (Mergesort) a zapiste
ho v pseudokddu.

2. Analyzujte casovou a prostorovou slozitost tohoto algoritmu.

3. Navrhnéte efektivni algoritmus pro slévani k setfidénych posloupnosti o celkem n prvcich.
Upravte Mergesort, aby toto slévani pouzival. Jak se zméni jeho c¢asova slozitost? Zapiste ji
jako funkci proménnych n a k.

Nacrt reseni.
1) Mergesort (t¥idéni slévanim):

MergeSort(al0..n-1]):
if n <= 1: return a
m =n div 2
L = MergeSort(al[0..m-1]); R = MergeSort(a[m..n-1])
return Merge(L, R)

Merge(L, R): // obe posloupnosti setridene
i=0; j=0; out = []
while i < |L| and j < |RI:
if L[i] <= R[j]: out.append(L[i]); i++
else: out.append(R[j1); j++
pripoj zbytek L[i..] a R[j..] na konec out
return out

2) MERGE presune kazdy prvek jednou, stoji ©(n). Rekurence T'(n) = 2T (n/2) + ©(n) mé
podle kuchatkové véty (a =2,b=2, c=1, a/b° = 1) feseni T'(n) = O(nlogn), a to v kazdém




pripadé (nezavisi na datech). Pamét: pomocnd pole pro slévani O(n) a zésobnik rekurze O(logn),
celkem O(n).

3) Slévani k posloupnosti: do minimové haldy vlozime prvni prvek kazdé posloupnosti
(s informaci, odkud pochdzi). Opakované vyjmeme minimum (EXTRACTMIN), zapiSeme ho na
vystup a vlozime do haldy dalsi prvek téze posloupnosti, pokud existuje. Halda ma nejvyse k
prvku, kazda operace stoji O(logk), kazdy z n prvku se jednou vlozi a jednou vyjme: celkem
O(nlogk) (plus O(k) na postaveni haldy).

k-cestny Mergesort: vstup rozdélime na k ¢asti velikosti n/k, kazdou setiidime rekurzivné
a vysledky slijeme haldou. Rekurence T'(n) = kT (n/k) + ©(nlogk). Strom rekurze ma log; n
hladin a na kazdé je slévani celkem ©(nlog k), takze

logn
log k

T(n) = ©(nlogk -log, n) :@(nlogk' ) = O(nlogn).
Asymptoticka slozitost se tedy nezméni, faktor log k se vykrati (pro k > 2; pro k = n jde vlastné
o tfidéni haldou, opét ©(nlogn)).

(V PDF bez ndcrtu resent; ndcrt doplnen k vykladu okruhu.)

4 Algoritmy rozdél a panuj

(Redlnd otdzka: léto 2024, ¢. 1 — Algoritmy rozdél a panuj (Master theorem, medidn 2n cisel))
Zadani.

1. Méjme algoritmus A, ktery na datech velikosti n udéla T'(n) elementarnich operaci. Algo-
ritmus A je rekurzivni a pracuje takto (a, ¢, z,y jsou prirozend cisla, a > 0, ¢ > 1):

(a) Udela O(n”) elementarnich operaci, aby ze vstupnich dat vybral a podmnozin velikosti
n/ec.

(b) Rekurzivné pusti sdm sebe na kazdou z vybranych podmnozin dat (pokud mé velikost
alespon ¢, pro data mensi velikosti vytesi ulohu v konstantnim case).

(c) Udéla ©(nY) elementarnich operaci, aby vsechna feseni z bodu b) spojil do Feseni
puvodni dlohy na datech velikosti n.

Urcete (bez dukazu) asymptoticky tésny odhad funkce T'(n) v zavislosti na parametrech
a7 C7 x? y'

2. Necht X a Y jsou pole délky n, kazdé obsahujici setfidénou posloupnost n prirozenych
¢isel. Navrhnéte a popiste algoritmus s ¢asovou slozitosti O(logn), ktery najde median
(jeden z mediani) vSech 2n ¢isel obsazenych v polich X a Y. Dokazte metodou z bodu 1),
ze slozitost Vaseho algoritmu je opravdu O(logn).

Nacrt reseni.

1) Uloha je Fesitelnd pomoci Master Theoremu, tj. Kuchatky. V algoritmu A je spoletna,
rezie O(n® + n¥) = O(n™>{=¥}) pii kazdém rekurzivnim voldni. Z toho vychazi rekurzivni
rovnice T(n) = a-T(n/c)+O(n™@{=¥}) pro ¢asovou slozitost Fesitelnd pomoci Master Theoremu.
Zavedeme d = max{z,y}. ReSeni rovnice se déli na 3 piipady:

1. T(n) = ©(n?) pro a/c? < 1;
2. T(n) = ©(ntlogn) pro a/c? = 1;
3. T(n) = O(n'°8<?) pro a/c? > 1.



2) V jednotlivych krocich algoritmu porovnavame medidny obou poli X a Y, napiiklad prvky
r=X[|(n—1)/2]] ay=Y][|(n—1)/2]] pfi indexovani od 0.

Pokud z < y, miuzeme odstranit levou polovinu X (prvky vlevo od z) a pravou polovinu
Y (prvky vpravo od y) a na ponechané prvky volame rekurzi. Je velmi podstatné, aby pocet
odstranénych prvkia z X (které jsou vSechny garantované mensi nez hledany medidn) byl stejny
jako pocet odstranénych prvki z Y (které jsou vSechny garantované vétsi nez hledany median).
Tato vlastnost zajisti, ze median prvka které vstupuji do rekurzivniho volani je také medidanem
puvodni mnoziny prvki.

Pokud = > y, pak odstranujeme symetricky levou polovinu Y a pravou polovinu X a voldme
rekurzi.

Pokud z = y, pak je x mediadn (jeden z medidni).

Pristup k prvkum x a y, jejich porovnéni a posunuti indext (vymezujicich aktudlni ¢asti X a
Y) zvlddneme v konstantnim éase ©(1) = O(n?). Pro n < 3 dopoc¢itdme medidn v konstantnim
case.

Vychézi rovnice T'(n) = 1-T(n/2) + ©(1), tj. a = 1, ¢ = 2, d = 0. V Kuchafce vyjde
a/c? =1/2° = 1, tj. pifpad 2 s fesenim ©(n’logn) = O(logn).

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficialniho ndcrtu): pro¢ odiiznuti neméni medidn. Necht = < y,
k= [(n—1)/2] a vSech 2n ¢isel setfidénych je z; < -+ < 29, (medidny jsou z, a z,4+1). Pro
odebrany prvek X[i], i < k, jsou ¢isla > X[i] aspon vSechna v X[i.n — 1] (asponi n — k + 1
¢isel) a v Y[k..n — 1] (n — k ¢&isel, vSechna > y > x), celkem aspon 2n — 2k + 1 > n + 2; proto
X|[i] < zp—1. Symetricky pro odebrany Y[j], j > n — k, jsou ¢isla < Y'[j] aspon vSechna v X|0..k]
a Y[0..7], celkem aspon n + 2, takze Y[j] > z,4+2. Odebereme tedy k ¢isel pod dolnim medidnem
a k ¢isel nad hornim medidnem a prostiedni dvojice z,, 2,41 se nezméni. Obé pole maji po kroku
délku n —k = [(n+1)/2], pro n > 3 tedy velikost klesne; pro n = 2 by krok nic neodebral, proto
se malé pripady doresi primo. Algoritmus vraci dolni nebo horni medidn (ovéfeno ndhodnymi
testy véetné opakovanych hodnot).

5 Tridy slozitosti

(Redlna otdzka: podzim 2025, ¢. 1 — Tridy sloZitosti (P/NP, redukce, NP-iplnost))
Zadani.

[y

. Definujte tridy sloZitosti P a NP.
2. Definujte prevod (redukci) mezi rozhodovacimi problémy (jazyky).
3. Definujte NP-uplnost rozhodovaciho problému.

4. Rozhodnéte, zda nésledujici problém lezi v tridé NP, a odpovéd zdivodnéte: Je dano
prirozené ¢islo x zapsané v desitkové soustavé. Existuji prirozend cisla a a b takova, ze
l1<a,b<z,z=a-ba desitkové zapisy a i b bez pocatecnich nul jsou stejné dlouhé?

Nacrt reseni.

Definice viz Privodce labyrintem algoritm, kapitoly 19.1 a 19.3. Problém lezi v tiidé NP,
jako certifikat sta¢i pouzit ¢islo a. Verifikator pak vypocte b = x/a (pokud by pfti déleni vysel
zbytek, zamitne) a zkontroluje, ze 1 < a,b < x a desitkové zdpisy a a b jsou stejné dlouhé. Délka
certifikdtu je linearni a Casova slozitost verifikdtoru polynomialni, oboji vzhledem k délce vstupu
(poctu ¢islic x).
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