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Uvod

Tento material pokryva okruh I2 — Algoritmy a datové struktury (pfedméty NTIN060 Algoritmy
a datové struktury 1a NTIN061 Algoritmy a datové struktury 2). Vyklad stoji na jediném, ale iplném
zdroji z MFF UK na trovni obou kurzt: na uéebnici M. Marese a T. Vally Priivodce labyrintem algoritmil
(2. vydani, edice CZ.NIC, 2022), kterou pfednasejici obou pfedmétitr uvadéji jako hlavni studijni text a na
kterou se odvolava i oficialni nacrt feSeni statnicovych otazek. Znaceni, hloubka i konvence (pseudokod,
model RAM, asymptoticka notace) odpovidaji této ucebnici.
Role diikazi. Pozadavky okruhu kladou diraz na porozumeéni a konstrukci: navrhnout nebo odsimulovat
algoritmus na konkrétnim vstupu, sestavit a vyfesit rekurentni rovnici, uré¢it asymptotickou slozitost,
pripadné dat protiptiklad. Pojmenované véty proto uvadime se znénim, intuici a kratkym odvozenim
tam, kde pomaha pochopeni. Pozadavky vyslovné uvadéji jedinou vétu bez dikazu, Master theorem
(kuchaikovou vétu): sta¢i pfesné znéni, tfi pfipady a aplikace na rekurenci. Naopak korektnost a sloZitost
algoritmu typu rozdél a panuj se odvozuje (sestavit rekurenci a vyfesit ji), viz otazka 1éto 2024. Dolni
odhad Q(nlogn) pro porovnavaci tfidéni je kratky argument pfes rozhodovaci strom a uvadime ho cely
(vyuziva ho otazka jaro 2023).

Do vykladu je zafazeno vsech pét realnych otazek SZZ k okruhu z let 2022-2025 jako fesené piiklady;
jsou i v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Velikost vstupu znaéime n (pocet prvki posloupnosti, pocet vrcholt grafu apod.), u grafa
navic m pro pocet hran. Casovou sloZitost algoritmu chapeme jako pocet elementarnich operaci modelu
RAM v nejhorsim pripadé jako funkci n; prostorovou sloZitost jako pocet pouzitych pamétovych bunék.
Logaritmus bez zakladu znamena log, (na zakladu nezalezi, lisi se jen konstanta-krat). Graf je dvojice
G = (V,E), [V| = n, |E| = m; orientovanou hranu z u do v piS§eme uv. Strom kreslime kofenem nahoru.
Hloubkou vrcholu v rozumime délku nejdelsi cesty z v dolii do listu a zna¢ime ji h(v) (list ma h = 0, prazdny
strom h = —1); hloubka stromu je h jeho kofene. (Pozor na konvenci: tutéz veli¢inu jinde nékdy najdete
pod nazvem ,vyska®, kdezto ,hloubkou vrcholu® se ob¢as mysli vzdalenost od kofene — zde vzdy métime
cestu dolii k listu.)

1 Casova a prostorova slozitost, asymptoticka notace

Prvni otazkou u kazdého algoritmu je ,jak je rychly a kolik paméti spotfebuje®. Méfit to vtefinami na
konkrétnim pocitaci nedava smysl — vysledek by zavisel na stroji, jazyce i opera¢nim systému. Proto
zavadime abstraktni miru: pocitame elementarni operace idealizovaného stroje a zajima nas, jak jejich
pocet roste s velikosti vstupu.

1.1 Model vypoétu a méreni slozitosti

& Definice — Vypocetni model RAM, elementarni operace

RAM (Random Access Machine) je idealizovany pocita¢ s paméti tvofenou ocislovanymi burikami,
do nichz lze v konstantnim case Cist i zapisovat podle adresy. Elementarni operaci rozumime jednu
instrukei procesoru: aritmetiku (+, —, -, /, mod), porovnani, logické a bitové operace, fizeni toku
(skok, podminény skok) a pfistup do paméti. Kazda elementarni operace trva jednu ¢asovou jednotku.

Konkrétni vybér sady elementarnich operaci zméni dobu vypoctu nejvyse konstanta-
krat, a konstanty stejné zanedbavame. Proto nezalezi na detailech procesoru; podstatny je jen rad
rustu poctu operaci. (U ¢isel s mnoha ciframi je tfeba byt opatrny — pak se pocita s tzv. logaritmickou
cenou podle poctu biti; v béznych ulohach s ¢isly velikosti polynomialni v n ma kazda operace cenu
konstantni.)



B Definice — Casova a prostorova slozitost, t¥i piipady

Necht algoritmus na vstupu velikosti n provede pro kazdy konkrétni vstup néjaky pocet operaci.
Casova slozitost v nejhorsim pripadé f(n) je maximum tohoto poétu pres viechny vstupy velikosti n;
v nejlepsim pripadé minimum; v primérném pripadé aritmeticky pramér (resp. sttedni hodnota) pres
vSechny vstupy velikosti n. Prostorova slozitost je maximalni pocet pamétovych bunék pouzitych

v jednom okamziku vypoctu.

©® Poznamka. Neni-li fe¢eno jinak, ,slozitosti“ myslime nejhorsi ptipad — dava zaruku ,nejhufe
tolik a tolik®. Primérny ptipad je uzite¢ny tam, kde se nejhorsi piipad vyskytuje vzacné (typicky
Quicksort, sekce 5).

© Poznamka. Méfeni velikosti dat. Velikost vstupu n udavame v piirozené mite dané tlohy
— pocet prvkl posloupnosti, poéet vrcholii a hran grafu, ptipadné pocet biti (Cislic) zapisu éisla.
Volba miry je podstatna: u ¢iselnych dloh se velikost méfi délkou zdpisu, nikoli hodnotou ¢isla. Jinak
bychom dostali klamné piiznivé odhady — napf. ,vyzkouset vsechny délitele do x* vypada jako O(x),
ale vii¢i poctu ¢islic = log;, x je to exponencialni (viz ptiklad o rozkladu ¢isla v sekci 2).

1.2 Asymptoticka notace

Piesny pocet operaci (napt. 2n® + 3n + 1) je neprakticky a stejné zavisi na konstantach, které neumime
méfit. Zajima nas chovani pro velkd n a aZ na konstantni nasobek. K tomu slouzi trojice symbola O, Q, ©.
Obrat ,pro skoro véechna n“ znamena ,pro vsechna n od né&jakého nj vyse“ (kone¢né mnoho vyjimek
nevadi).

E Definice — Asymptoticka notace O, Q, ©

Necht f,g: IN —» R". Pro ,skoro vsechna n“ (j. pro viechna n od néjakého nj vyse) definujeme:

feO(g) & Fc>0: f(n)<cg(n) (horni odhad),
feQ(g) = F¢>0: f(n)>cgln) (dolni odhad),
feB(g) = feO0(g) N feQ(g) (tésny odhad).

Ekvivalentné je f € ©(g) pravé tehdy, kdyz c¢;g(n) < f(n) < cyg(n) pro vhodné konstanty cq,c; > 0
a skoro v$echna n.

O je obdoba <%, Q obdoba ,>“ a ® obdoba ,=“ - vSe ovSem aZ na konstanty a pocatecni
chovani. Zapis f = O(g) je zauzivany, ale je to nerovnost, ne rovnost (nelze ji ,obratit“). © nese nejvic
informace; mnohdy ale umime dokazat jen horni odhad O.

Prakticka pravidla (plynou p¥imo z definice): v souétu rozhoduje nejrychleji rostouci ¢len (n? +n =
©(n?)), multiplikativni konstanty se zahazuji (5n = ©(n)), polynom stupné d je ©(n?), a plati log n = O(n®)
pro kazdé £ > 0 a n? = O(2"). Nasledujici obrazek ukazuje, pro¢ na fadu ristu tolik zalez.



pocet operaci

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

velikost vstupu n

rast béznych slozitostnich funkei. Pro n = 20 je log,n = 4,3, nlog,n = 86, n? = 400, ale 2" ~ 10°
(vybéhlo z grafu). Linearni a linearitmické algoritmy zvladnou ob#i vstupy; kvadratické jsou na hra-
nici; exponencialni jsou nepouzitelné uz pro nékolik desitek prvki. Zrychleni stroje tisickrat posune
zvladnutelnou velikost u exponencialniho algoritmu jen o = 10 prvkd.

P Piiklad — Uréeni slozitosti dvojitého cyklu

Zadani. Urcete Casovou sloZitost fragmentu: proi = 1,...,n a uvnitf pro j = i, ..., n proved konstantni
praci.
Reseni. Vnitini télo se provede i (n—i+1)=n+n—1)++1= @ krat. To je %nz + %n;

nejrychleji rostouci &len je n?, konstantu % zahodime, takze slozitost je | ©(n?) | Prostorova slozitost
je ©(1) (jen par index).

2 Tridy slozitosti: P, NP, prevoditelnost, NP-uplnost

Dosud jsme méfili slozitost konkrétnich algoritmil. Ted se ptame na slozitost problémii: existuje pro dany
problém efektivni algoritmus vitbec? Hranici ,efektivnosti® je polynomialni ¢as. Kli¢cové je, ze u mnoha
praktickych uloh efektivni algoritmus nezname, ale ani neumime dokazat, Ze neexistuje — a tyto ulohy
jsou navzajem ,stejné tézké“ ve smyslu prevoditelnosti. To je obsah teorie NP-tplnosti.

2.1 Rozhodovaci problémy, tiidy P a NP

E Definice — Rozhodovaci problém / jazyk

Rozhodovaci problém je uloha s odpovédi ano/ne. Vstup zakddujeme jako fetézec nad abecedou {0, 1};
problém pak ztotoznime s jazykem L C {0, 1}" vSech vstuptl, na néz je odpovéd ano. Velikosti vstupu
x je délka fetézce |x|.

& Definice — Tiida P

Problém L lezi v tridé P, existuje-li algoritmus A a polynom p tak, Ze pro kazdy vstup x algoritmus
A dobéhne v ¢ase nejvyse p(|x|) a vyda spravnou odpovéd (tj. A(x) = 1 < x € L). Neforméalné: P
jsou problémy Fesitelné v polynomialnim case.

& Definice — Tiida NP

Problém L lezi v tfidé NP, existuje-li problém K € P (verifikator) a polynom g tak, Ze pro kazdy
vstup x plati
xeLl < 3y, [yl < glx)) : K(x,y)=1.



Retézci y se fika certifikat (svédek). Neformalné: NP jsou problémy, u nichZ lze ovéFit predlozené
feSeni v polynomialnim case.

Rozdil P vs. NP je ,najit feseni” vs. ,ovéfit hotové feseni”. U SAT (splnitelnost formule)
neumime rychle spliiujici ohodnoceni najit, ale dostaneme-li néjaké, snadno ho ovérime. Plati P C NP
(kdo umi fesit, umi i ovérit — certifikat ignoruje). Zda je inkluze ostra, tedy zda P # NP, je nejslavnéjsi
otevieny problém informatiky.

2.2 Prevoditelnost, NP-tézkost a NP-uplnost

& Definice — Polynomialni prevod (redukce)

Problém A se polynomialné prevadi na B (piSeme A < B, pfipadné A — B), existuje-li funkce
f:{0,1}* - {0, 1}* spocitatelna v polynomialnim ¢ase takova, Ze pro kazdy vstup x plati

x€eA < f(x)e€B.

A < B znamena ,B je aspon tak tézky jako A® — obtiZnost tece po Sipce. Kdybychom
umeéli rychle fesit B, uméli bychom rychle fesit i A (vstup x pfelozime na f(x) a zeptame se na B).
Ptevod je reflexivni a tranzitivni (A < B < C = A < C), tvoii tedy kvaziuspotradani ,podle obtiznosti®.

W Lemma — Dédi¢nost snadnosti

Je-li A< BaBeP,pak A € P. Disledkem (obménou): je-li A < Ba A ¢ P, pak ani B nelezi v P, tj.
B¢&P.

B Definice — NP-tézkost a NP-tiplnost

Problém L je NP-tézky, pokud se na néj polynomialné prevadi kazdy problém z NP. Je-li navic

vy

w Véta— Cookova-Levinova, bez dukazu

Problém SAT (splnitelnost vyrokové formule v CNF) je NP-tuplny.

Cookova véta dava ,prvni“ NP-uplny problém. Dalsi NP-uplnost se pak dokazuje prevo-
dem: chci-li ukazat, ze M € NP je NP-tplny, staci (1) ovérit M € NP a (2) prevést néjaky uz znamy
NP-tplny problém L na M (L < M). Z tranzitivity pak vse z NP < L < M.

©® Poznamka. Mezi klasické NP-tplné problémy patii SAT, 3-SAT, nezavisla mnozina, klika, k-
barveni grafu (k > 3), Hamiltonovska kruznice, batoh a soucet podmnoziny. Sipky nize ukazuji smér
typickych prevodii mezi nimi; jeden z nich, 3-SAT — nezavisla mnozina, si vzapéti rozebereme jako

priklad:

SAT > 3-SAT > [nezévislé mnoiina]

Y

3-barveni klika

smér pfevodit A — B ¢teme ,obtiZnost tece po sipce” (B je aspon tak tézky jako A). Cookova véta da
NP-uplnost SAT; kazda dalsi Sipka od uz NP-uplného problému ptenasi dal NP-tézkost (tranzitivita
pfevodu) a spolu s pfislusnosti cile do NP i NP-tiplnost.

5



Vztahy tiid za pfedpokladu P # NP shrnuje obrazek (kdyby P = NP, vSechny tfi oblasti by splynuly,
az na trividlni jazyky @ a {0, 1}*, které NP-iplné byt nemohou):

P

polynomialné NP-tplné
fesitelné (NP-tézké N NP)

P C NP; NP-tplné problémy lezi v NP, ale (za pfedpokladu P # NP) mimo P. NP-tézké problémy mohou
lezet i mimo NP (nemusi byt ovéfitelné v polynomiilnim ¢ase).

B Piiklad — Konkrétni prevod: 3-SAT — nezavisla mnozina

Zadani. UkaZte, 7e problém NEZAVISLA MNOZINA (existuje v grafu G mnozina aspor k vrcholu,
z nichZ zadné dva nespojuje hrana?) je NP-tplny. VyuZijte NP-uplnosti 3-SAT.
Reseni.
(1) Ptislusnost do NP. Certifikatem je samotna k-prvkova mnozina vrcholt; ovéfit, Ze zadné dva
z nich nespojuje hrana, zvladneme v polynomialnim ¢ase. Tedy NEZAVISLA MNOZINA € NP.
(2) Pfevod 3-SAT < NEZAVISLA MNOZINA. Z formule ¢ v 3-CNF s m klauzulemi sestrojime graf G:
« kazdou klauzuli nahradime trojithelnikem — tfi vrcholy (po jednom za kazdy literal klauzule)
navzajem pospojované hranami;
« mezi vrcholy z riznych trojuhelniki pfiddme hranu vzdy, kdyzZ jsou jejich literaly kontradikto-
rické (tvaru x; a —x;);
« poloZime k = m.
Konstrukee je zjevné polynomialni (3m vrcholi, nejvyse O(m?) hran).

C=(xVyV-z) C,=(xV-ayVvz)

pfevod formule ¢ = (x VyV =z) A (—x V =y V z) na graf. Kazda klauzule je trojihelnik (plné hrany);
kontradiktorické literaly z riznych klauzuli spojuje éarkovand hrana (x—x, y—y, z—z). Hleddme
nezavislou mnozinu velikosti k = m = 2: zelené vrcholy {x, z} ji jsou (z kazdého trojihelniku jeden,
navzajem nespojené) a odpovidaji spliujicimu ohodnoceni x = z = 1.

Korektnost: ¢ je splnitelnd & G méa nezavislou mnozinu velikosti m.

+ (=) Ze spliiujiciho ohodnoceni vyber v kazdé klauzuli jeden pravdivy literal a jeho vrchol.
Z kazdého trojuhelniku tak bereme pravé jeden vrchol (vnitini hranu neporusime) a dva vybrané
vrcholy nemohou byt kontradiktorické (oba literaly jsou pod tymz ohodnocenim pravdivé),
takZe neporusime ani hranu mezi trojihelniky. Vznikne nezavisla mnozina velikosti m.

+ (=) Nezavisla mnozina velikosti m musi z kazdého trojthelniku brat prave jeden vrchol (troju-
helnik je uplny, dva by spojovala hrana). Vybrané literaly nastav na pravdu; je to bezesporné,
nebot dva kontradiktorické literaly spojuje hrana, takze oba ve mnoziné byt nemohou. Kazda
klauzule ma vybrany, a tedy pravdivy literal, takze ¢ je splnéna.




Protoze 3-SAT je NP-tplny a 3-SAT < NEZAVISLA MNOZINA, je NEZAVISLA MNOZINA NP-tézka; spolu
s bodem (1) je tedy NP-uplna.

P Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 1: Tridy slozitosti (P/NP, redukce, NP-tiplnost)

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 1 — Tridy sloZitosti (P/NP, redukce, NP-tiplnost))
Zadani.

1. Definujte tfidy slozitosti P a NP.

2. Definujte pfevod (redukci) mezi rozhodovacimi problémy.

3. Definujte NP-uplnost rozhodovaciho problému.

4. Rozhodnéte, zda nasledujici problém lezi v NP, a zdavodnéte: je dano prirozené cislo x v de-
sitkové soustavé; existuji pfirozend a,b s 1 < a,b < x, x = a - b a desitkové zapisy a,b (bez
pocatecnich nul) jsou stejné dlouhé?

Reseni.

(1)—(3) Ptesné definice vyse: P jsou problémy fesitelné v polynomialnim ¢ase; NP problémy s po-
lynomialné ovéfitelnym certifikatem; pfevod A < B je polynomiélni f s x € A & f(x) € B; L je
NP-tplny, je-li NP-tézky (vSe z NP se na néj prevadi) a zaroveni L € NP.

(4) Velikost vstupu je pocet ¢islic x, tedy = log;, x (ne hodnota x!). Tvrdime, Ze problém lezi v NP.
Jako certifikat vezmeme jeden z Ciniteli a. Verifikator:

1. zkontroluje, Ze a je ¢islo s 1 < a < x a ze a | x; spocte b = x/a (déleni se zbytkem — pfi
nenulovém zbytku zamitne),

2. ovéfi 1 < b < x a ze desitkové zapisy a a b maji stejnou délku.

Délka certifikatu a je nejvyse délka x, tedy linearni ve velikosti vstupu. Déleni, porovnani a méfeni
délky zapist jsou polynomialni v poctu ¢islic. Tedy existuje polynomialni verifikator a problém je
v NP.

© Poznamka. Pozor na typickou past: kdybychom ,velikost“ méfili hodnotou x, vysel by
zkouseni délitelt zdanlivé ,polynomidlni® ¢as O(x). VUéi poctu cislic je ale x exponencialni,
takZe naivni faktorizace polynomialni neni. To, Ze problém je v NP, plyne z existence kratkého
certifikatu, ne z rychlého feseni.

3 Metoda rozdél a panuj (Master theorem)

Rozdél a panuj je navrhova technika: dlohu rozloZzime na nékolik mensich podiloh téhoZz typu, ty vyfesime
rekurzivné a jejich vysledky spojime. Casova slozitost se pak fidi rekurentni rovnici, kterou typicky vyiesi
Master theorem.

3.1 Rekurentni rovnice a Master theorem

Algoritmus, ktery vstup velikosti n rozdéli na a podproblému velikosti n/b a rozdéleni i spojeni zvladne
v ¢ase ©(n°), ma slozitost danou rovnici

T(n) = aT(n/b) + O(nS),  T(1) = O(1).

W Véta — Master theorem / Kuchaikova véta, bez dukazu

Necht a > 1,b > 1, ¢ > 0 jsou konstanty a T(n) = aT(n/b) + O(n°). Oznaéme q = a/b°. Pak

e(n°), g<1 (tj.c>logya),
T(n) =10(n°logn), q=1 (.c=log,a),
@(nk’gba), g>1 (4. c<logya).




Strom rekurze mé na kazdém vrcholu a synt a logy, n hladin. Na i-té hladiné je a' pod-
problému velikosti n/b', dohromady prace a - ©((n/b')°) = @(n°q'). Seéteme geometrickou fadu
s kvocientem g = a/b%:
+ q < 1: dominuje koren (vrchni hladina), prace O(n°);
+ g = 1: véechny hladiny stejné, log;, n hladin krat ©(n°), tedy ©(n‘ log n);
« g > 1: dominuji listy, kterych je al°8" = plog @

Rozhoduje tedy souboj mezi ,prace na spojeni (n) a ,pocet lista” (nk’gb 4,

’ hladina 0: prace ©(n°)
@ 0 hladina 1: a poduloh, ©(n‘q)
@ @ @ @ hladina 2: a* poduloh, ©(n‘q?)

celkem log, n hladin, alos™ = plogr e gty

=n

strom rekurze pro T(n) = aT(n/b) + O(n°) (zde a = 2, b = 2). Soulet praci po hladinach je geometricka
fada s kvocientem g = a/b°; ktery konec fady dominuje, uréuje tfi ptipady Master theoremu.

3.2 Aplikace I: tfidéni slévanim (Mergesort) a halda

d . P P s s
Qs Algoritmus — MERGESORT - tiidéni slévanim

1. Pokud n < 1, vraf vstup. > trivialni pripad
2. Rozdél posloupnost na dvé poloviny délky n/2.

3. KaZzdou polovinu setfid rekurzivné volanim MERGESORT.

4. Slij dvé setfidéné poloviny do jedné (procedura MERGE). > O(n)

Procedura MERGE porovnava prvni (nejmensi) prvky obou setfidénych posloupnosti, mensi z nich
presune na vystup a pokracuje, dokud jednu nevyprazdni; pak zbytek druhé doplni. Kazdy prvek se
pfesune pravé jednou, takze slévani dvou posloupnosti o celkem n prvcich trva O(n).

Rekurence je T(n) = 2T(n/2) + ©(n),tj.a=2,b=2,c=1,q = 2/2' = 1 - piipad q = 1, takze

T(n) = ©(nlogn).

Prostorova slozitost je ©(n) (pomocné pole na slévani). Mergesort je stabilni (zachova poradi stejnych
kli¢, sléva-li se pti rovnosti zleva) a jeho ©(nlogn) plati vzdy, i v nejhorsim pfipadé.

Pro slévani vice posloupnosti najednou se hodi prioritni fronta realizovana haldou; vyuZijeme ji
i pozdéji u Dijkstry a Jarnika.

& Definice — Binarni halda (prioritni fronta)

Binarni (minimova) halda je Gplny binarni strom uloZeny v poli, v némz plati haldova podminka: kli¢
kazdého vrcholu je nejvyse klice jeho syni (kofen je tedy globalni minimum). Podporuje operace
INSERT (vloz prvek) a EXTRACTMIN (odeber minimum), obé v ¢ase O(logn), a MIN (pfe¢ti minimum)
v O(1).




P Piiklad — SZZ léto 2023 &. 1: T¥idéni slévanim (Mergesort, slévani k posloupnosti)

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 1 — Tridéni slévanim (Mergesort, slévani k posloupnosti))
Zadani.

1. Formulujte Mergesort v pseudokodu.

2. Analyzujte jeho ¢asovou a prostorovou sloZitost.

3. Navrhnéte efektivni algoritmus pro slévani k setfidénych posloupnosti o celkem n prvcich.

Upravte Mergesort, aby toto slévani pouzival. Jak se zméni ¢asova slozitost (jako funkce n a k)?

Reseni.
(1) Pseudokdd viz algoritmus MERGESORT vyse (rozdél na poloviny, setfid rekurzivné, slij).
(2) Rekurence T(n) = 2T(n/2) + O(n) dava ©(nlogn) ¢asu (Master, pfipad g = 1); prostor ©(n) na
pomocné pole.
(3) Slévani k posloupnosti. Udrzujeme minimovou haldu s k prvky — po jednom ,cCele“ z kazdé
posloupnosti. Opakované: vytdhni minimum z haldy (ExTRACTMIN), zapi$ ho na vystup a na jeho
misto vloz dalsi prvek z téze posloupnosti (INSERT). Provedeme celkem n dvojic operaci, kazda
O(log k) (halda méa nejvyse k prvku), takze

slévani k posloupnosti = | ©(nlogk) |

k-cestny Mergesort. Misto déleni na 2 ¢asti délime na k ¢asti a slivame je vySe uvedenym k-cestnym
slivanim. Rekurence je T(n) = kT(n/k) + ©(nlogk). Strom rekurze ma log; n hladin, na kazdé je
celkova prace slévani ©(nlogk), tedy

T(n) = @(nlogk - logy n) = @(nlogk- ig%) = .

Zavér: faktor k se vykrati — asymptoticka slozitost ziistava @(nlog n) nezavisle na k. (Volba vétsiho
k muze v praxi snizit pocet pruchodi paméti, ale fad nezméni.)

© Poznimka. Samotné slévani k posloupnosti je ©(nlogk) a je to optimélni: rozhodnout, ze
které z k posloupnosti pochazi kazdy dalsi prvek, vyzaduje v porovnavacim modelu Q(nlogk)
porovnani (analogie dolniho odhadu ttidéni, sekce 5).

3.3 Aplikace II: nasobeni dlouhych cisel (Karacuba)

Nasobeni dvou n-cifernych ¢&isel ,$kolnim® postupem stoji ©(n?). Karacubtiv algoritmus to zrychli. Cisla
X, Y rozdélime na horni a dolni polovinu, X = A - 10"/2 + BY=C- 10"/2 + D. Pak

XY = AC- 10" + (AD + BC) - 10"/% + BD.
Naivneé to jsou 4 nasobeni polovi¢ni délky. Karacubutv trik vyuzije identitu
AD+ BC =(A+ B)(C+ D)— AC — BD,
takZe staci jen t7i nasobeni: AC, BD a (A + B)(C + D). Rekurence je
3

T(n) =3T({n/2) + ©(n), a=3,b=2,c¢c=1,q= 1=%>1,

[\~

tedy ptipad g > 1aT(n) = @(nk’gz 3) = ©(n'*%) - vyrazné lepsi nez n’.



3.4 Aplikace III: median a Quickselect

P Piiklad — SZZ léto 2024 &. 1: Rozdél a panuj (Master theorem, median 2n ¢isel)

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 1 — Algoritmy rozdél a panuj (Master theorem, median 2n Cisel))
Zadani.

1. Rekurzivni algoritmus A na datech velikosti n (a,¢,x,y € N, a > 0, ¢ > 1): (a) v ¢ase O(n*)
vybere a podmnozin velikosti n/c; (b) rekurzivné se zavola na kazdou; (c) v ¢ase @(n”) spoji
vysledky. Urcete (bez dikazu) tésny odhad T(n) v zavislosti na a, ¢, x, y.

2. Pole X,Y délky n obsahuiji setfidéné posloupnosti n pfirozenych ¢isel. Navrhnéte algoritmus
s ¢asem O(log n), ktery najde median vsech 2n ¢isel, a metodou z bodu 1) dokazte sloZitost.

Reseni.
(1) Spoleéna rezie kroku (a) a (c) je @(n* + n¥) = e(n™axtx:y}) Polozime d = maxix, y} a dostaneme
rekurenci

T(n) = aT(n/c) + ©(n?).

(Pozn. ke znaceni: oproti nasemu znéni Master theoremu zde hraje roli délitele pismeno c, tedy
¢ <> b, a exponent je d <> nage c.) Podle Master theoremu s pomérem a/c%:

@(nd), a/cd <1,
T(n) = {0(n? logn), a/cd = 1,
O(n'o&?),  a/c? > 1.

(2) Algoritmus (binarni vyhledavani medianu). Porovname ,prostfedni® prvky obou poli, napf.
x=X[l(n-1)/2]] ay =Y[|(n - 1)/2]] (indexujeme od 0):

« Je-li x < y: odfizneme prvky vievo od x (je jich |(n — 1)/2]) a stejny pocet prvki vpravo od y.
Klicové: z X a z Y odebereme stejny pocet prvkti — odebrané z X nejsou vétsi nez dolni median,
odebrané z Y nejsou mensi nez horni median (zdivodnéni nize), takze prostfedni dvojice zbylych
prvki je taz jako u ptivodni mnoziny. Volame rekurzi na zbytek.

« Je-li x > y: symetricky odfizneme prvky vlevo od y a stejny pocet prvki vpravo od x.

« Je-li x = y: x je (jeden z) median(%), konec.

Pro n < 3 dopo¢itame median pfimo v konstantnim ¢ase (pro n = 2 by krok nic neodebral).

Pro¢ odfezani neméni median (pfipad x < y, k = [(n — 1)/2]; setfidéné vsech 2n ¢isel oznacme
z; < ... < zy,, mediany jsou z, a z,,1). Vezméme odebrany prvek X[i], i < k. Cisla > X[i] jsou asponi
vSechna v X[i.n—1] (n —i > n— k + 1 ¢isel) a v Y[k..n—1] (n — k &isel, vSechna > y > x > X[i]),
celkem asponi 2n — 2k + 1 > n + 2. Proto X[i] < z,_; < z,. Symetricky pro odebrany Y[j], j > n — k:
¢isla < Y[j] jsou aspon vsechna v X[0..k] a Y[0..j], celkem asponi (k + 1) + (n —k + 1) = n + 2, tedy
Y[jl > 2,42 > zy41. Odebereme-li k ¢isel ,zdola® a k ,shora®, prostfedni dvojice z,, z,,; zistane
uprostfed. (Ovéfeno i nahodnymi testy véetné opakovanych hodnot.)

Slozitost metodou z bodu 1). V kazdém kroku udélame konstantni praci (pfistup k dvéma prvkam,
porovnani, posun indext1) a zavolame jednu rekurzi na polovi¢ni vstup:

T(n) =1-T(n/2) + 6(1), a=1,c¢c=2,d=0.
Pomér a/c? = 1/2° = 1 - ptipad q = 1, tedy T(n) = ©(n° logn) = | ©(logn) |

© Poznamka. Piibuzna tloha je hledani k-tého nejmensiho prvku nesetridéné posloupnosti. Quick-
select ji fesi jako Quicksort s jedinou rekurzi: rozdéli prvky podle pivota a pokracuje jen v ¢asti, kde
k-ty prvek lezi; s ndhodnym pivotem mé o¢ekavany ¢as ©(n), v nejhorsim ptipadé ©(n?). LinearSe-
lect (metoda ,median mediana“) zaru¢i linearni ¢as i v nejhorsim piipadé: rozdéli prvky do pétic,
spocte median kazdé, rekurzivné najde median téchto mediani a pouZije ho jako pivot. Ten zarudi,
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Ze obé Casti maji zhruba nejvyse %n prvka, takze T(n) = T(n/5) + T(7n/10) + ©(n) = O(n) (soucet

% + 1—70 < 1 da geometrickou fadu; neni to ¢isty tvar pro Master theorem).

4 Binarni vyhledavaci stromy (BST, AVL)

Vyhledavaci strom je datova struktura pro dynamickou mnozinu klict s operacemi hledani, vkladani
a mazani. Kli¢e drzi usporadané tak, Ze operace jdou po jediné cesté od kofene — jejich cena je tedy
umérna hloubce stromu. Cela hra je o to udrzet hloubku malou (©(log n)), coz fesi vyvazené stromy (AVL).

4.1 Binarni vyhledavaci strom a jeho operace

B Definice — Binarni vyhledavaci strom (BST)

Binarni vyhledavaci strom je binarni strom, jehoz kazdy vrchol v nese kli¢ k(v), a to tak, Ze pro kazdy
vrchol plati usporadaci vlastnost: vsechny kli¢e v levém podstromu v jsou < k(v) a vSechny klice
v pravém podstromu jsou > k(v).

Vrchol ,rozdéluje” zbytek na mensi (vlevo) a vétsi (vpravo). Hledani klice x proto jde
jednoznaé¢né: porovnej x s k(v) a podle vysledku jdi doleva, doprava, nebo jsi nasel. Symetricky
(in-order) pruchod - nejprve levy podstrom, pak vrchol, pak pravy — vypise kli¢e vzestupné setridéné.

Operace FIND, INSERT i DELETE sleduji od kofene cestu danou porovnavanim kli¢t:

« FIND(x): v kazdém vrcholu jdi doleva/doprava podle porovnani; konec v nalezeném vrcholu, nebo
v prazdném podstromu (nenalezeno).

« INSERT(x): jako FIND; na misté prazdného podstromu, kde hledani skon¢ilo, vytvor novy list.

« DELETE(x): tfi ptipady — list smaz; vrchol s jednim synem ,pfemosti“ synem; vrchol se dvéma syny
nahrad jeho naslednikem (nejlevéjsi vrchol pravého podstromu) a ten pak smaz (ma nejvyse jednoho
syna).

Vsechny tfi stoji ®@(h), kde h je hloubka stromu. V pfiznivém (vyvazeném) piipadé je h = ©(logn),
v nejhorsim (degenerovany strom, ,lidna“ — vznikne napf. vkladanim uz settidénych kli¢a) je h = O(n).

vlevo vyvazeny BST na 7 vrcholech, hloubka 2 = [log, 7], operace ©(logn). Vpravo degenerovany BST
(,liAna®) ze stejnych kli¢h vlozenych v setfidéném pofadi 2,3, 5,7, 9: hloubka n — 1, operace ©(n). Oba
spliuji uspotadaci vlastnost (levy < vrchol < pravy); lisi se jen tvarem — proto chceme tvar fidit (AVL).

4.2 AVL stromy

& Definice — AVL strom

AVL strom je binarni vyhledavaci strom, ktery je hloubkové vyvazeny: pro kazdy vrchol v se hloubky
jeho levého a pravého podstromu lisi nejvyse o 1, tj.

|h(¢(v)) — h(r(v)) | < 1.
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V kazdém vrcholu si pamatujeme znaménko (balanci) 5(v) = h(r(v)) — h(t(v)) € {-1,0, +1}.

W Véta — Hloubka AVL stromu

AVL strom o n vrcholech ma hloubku @(log n).

Dolni mez h > log,(n+ 1) — 1 plati pro kazdy binarni strom (strom hloubky h ma nejvyse
— 1 vrchol®). Podstatna je horni mez hloubky, tedy dolni mez na pocet vrcholii: ozna¢me Ay,
nejmensi mozny pocet vrcholit AVL stromu hloubky A. Kofen ma dva podstromy, jeden hloubky A — 1

.....

2h+1

Ah = Ah—l + Ah_z + 1, AO = 1, Al = 2
To je posloupnost Fibonacciho typu, A, = F;,3 — 1, a roste exponencialné: Ay > qoh pro ¢ = 1+T\E
Tedy n > A, > ¢, odkud h < log, n = ©(logn). AVL strom je proto vzdy ,skoro vyvazeny" a viechny
operace stoji ©(logn).

Vyvazenost se po vloZeni nebo smazani obnovuje rotacemi — lokalnimi pfepojenimi, ktera zachovaji
usporadaci vlastnost a zmensi hloubku rozhozeného mista. Stac¢i O(1) rotaci na jedné hladiné, propagace

nahoru je O(logn).

(1) &)
AWA AWEA

pfed: 8(y) = -2 po: 6 = 0, hloubka —1

Jjednoducha rotace hrany xy vyrovna stav §(y) = —2 s ,rozhozenim vlevo-vlevo® (adaje ,,po“ plati pro
typickou situaci po vlozeni, kdy h(A) = h(B) + 1). Podstrom B zméni rodife z x na y; potadi kli¢t
A < x < B< y < C zustava. (Pro ,cik-cak® rozhozeni vlevo-vpravo se pouzije dvojitd rotace = dvé
jednoduché za sebou.)

P Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢. 1: T¥idéni pomoci BST a AVL

(Redlna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 1 — Tridéni (BST/AVL, sloZitost))
Zadani.
1. Popiste, jak pomoci BST setfidit (vzestupné) posloupnost xy, ..., X, navzajem raznych prvka.
2. Co se zméni, mohou-li se prvky opakovat?
3. Co z toho plyne pro minimalni moZznou slozitost operaci s vyhledavacim stromem, lze-1i klice
jen porovnavat?
4. Jakou slozitost ma algoritmus z bodu 1 s AVL stromem, jsou-li prvky fetézce délky L?
Reseni.
(1) Postupné vlozZ x, ..., x,; do (zprvu prazdného) BST, pak proved in-order priichod — ten vypise
klice vzestupné. Vkladani jednoho prvku stoji ®(h); pii pouziti vyvazeného stromu je h = O(logn),

takze n vlozeni trva ©(nlogn) a in-order prichod ©(n). Celkem | @(nlogn) |. (S nevyvazenym BST

hrozi degenerace na lidnu a ¢as az ©(n?), napi. pro uz setiidény vstup.)
(2) Pfi opakovani kli¢t usporadaci vlastnost ,,< vlevo, > vpravo® nesta¢i. Bud ve vrcholu drzime
pocet vyskytu klice (in-order pak vypise kli¢ tolikrat), nebo povolime rovnost na jedné strané (<),
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pfipadné klice zjednoznacnime dvojici (x;,i) porovnavanou lexikograficky (to navic da stabilni
ttidéni). Setfidéni ztistane ©(nlog n); vystup uz neni mnozina, ale multimnoZzina.

(3) Ttidéni stromem je n-krat INSERT a jeden in-order vypis; vypis stoji O(n) a Zddna porovnani nepo-
ttebuje. Kdyby néjaky vyhledavaci strom (v porovnavacim modelu) zvladl n vlozeni v ¢ase o(nlogn),
uméli bychom porovnavanim tridit v ¢ase o(nlogn). To zakazuje dolni odhad porovnavaciho tf¥idéni
(sekce 5): Q(nlogn) porovnani v nejhorsim pripadé. Proto INSERT nemUZe mit (ani amortizované)
slozitost o(logn); potfebuje Q(logn) porovnani. Logaritmicka cena operaci AVL stromu je tedy
v tomto smyslu optimalni.

(4) U fetézct délky L neni jedno porovnani konstantni — porovnani dvou fetézct stoji az ©(L)
(znak po znaku). Vkladani jednoho fetézce do AVL stromu projde ©(log n) vrchold, v kazdém jedno
porovnani fetézct za O(L), tedy O(L log n) na prvek a O(nL log n) za n vloZeni. In-order vypis vypise
n fetézch o celkové délce < nL za O(nL). Celkova slozitost je

O(nLlogn) |

© Poznamka. Plné rozkreslené stromy (vyvazeny vs. lidna, in-order pofadi, pribéh rotace pti
vkladani) jsou v priklady/ u této otazky.

P Piiklad — SZZ léto 2022 ¢&. 1: Binarni vyhledavaci stromy

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 1 — Binarni vyhledavaci stromy)

Zadani. (1) Definujte binarni vyhledavaci strom (BVS). (2) Pseudokdédem implementujte viozeni
prvku (bez vyvazovani) a rozeberte ¢asovou sloZitost v nejlepsim a nejhorsim pfipadé. (3) Pseudo-
kodem implementujte nalezeni naslednika (pro kli¢ x vrchol s nejmensim klicem > x) a rozeberte
sloZitost v nejlepsim a nejhor$im ptipadé.

Reseni.

(1) BVS je binarni strom, jehoZ kazdy vrchol nese kli¢ a spliiuje usporadaci vlastnost: viechny klice
v levém podstromu jsou < kli¢ vrcholu a vsechny v pravém podstromu jsou > kli¢ vrcholu (viz
definice vyse).

(2) Vlozeni. Sestup od kofene doleva/doprava podle porovnani; novy prvek vloz jako list tam, kde
sestup narazi na prazdny podstrom.

Insert(strom T, klic k):
if T.koren == null:
T.koren = new Uzel(k); return
v = T.koren

loop:
if k == v.klic: return // klic uz ve strome je
if k < v.klic:
if v.levy == null: v.levy = new Uzel(k); return

else: v = v.levy

else: // k > v.klic
if v.pravy == null: v.pravy = new Uzel(k); return
else: v = v.pravy

Vlozeni projde jedinou cestu od kofene nejvyse k listu, tj. O(h), a v nejhorsim ptipadé (novy list
pod nejhlubsim listem) @(h). Nejhorsi pfipad: degenerovany strom (lidna, napt. vznikly vkladanim
setfidéné posloupnosti) ma h = n — 1, tedy . Nejlepsi pripad: sestup skon¢i hned pod kofenem,

tj. (napt. do lidny 1,2, ...,n vkladame 0). Chceme-li nejlepsi tvar stromu pii nejhorsi volbé
klice, je to vyvazeny strom s h = O(log n), tedy O(log n).

(3) Naslednik. Ma-li x pravy podstrom, naslednik je jeho nejlevéjsi vrchol; jinak stoupej nahoru,
dokud nejsi levym synem - ten rodic je naslednik (jinak byl x maximem).
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Successor(uzel x):
if x.pravy != null: // nejmensi v pravem podstromu
vV = X.pravy
while v.levy != null: v = v.levy
return v
v = X; r = x.rodic // nahoru, dokud nejsem levy syn
while r != null and v == r.pravy:
Vv =r1; r = r.rodic
return r

Obé vétve projdou jednu cestu, takze O(h). Nejhorsi pfipad ©(n): ve stromu vzniklém vkladanim
1,n,n —1,..., 2 je naslednik kofene 1 kli¢ 2 na dné levé vétve pod n, cesta ma n — 1 hran. Nejlepsi
ptipad ©(1) (pravy syn x je list, nebo x je levy syn bez pravého podstromu). Ve vyvazeném stromu
je i nejhorsi ptipad jen ©(logn).

5 Tridéni: primitivni algoritmy, Quicksort, dolni odhad

Tridéni je nejcastéjsi podiloha viibec. Projdeme jednoduché kvadratické algoritmy, prakticky Quicksort
a dokazeme, Ze porovnavaci tfidéni nejde rychleji nez ©(nlogn).

5.1 Primitivni tridici algoritmy

Dvé pomocna pojmenovani: inverze je dvojice indexti i < j s @; > a; (prvky ve Spatném vzajemném
poradi); t¥idici algoritmus je stabilni, zachovava-li vzajemné poradi prvku se stejnym klicem.

+ Selectsort (vybérem): opakované najdi minimum nesetfidéné ¢asti a dej ho na konec setfidéné.
Vzdy ©(n?) porovnani; prostor ©(1); nestabilni.

« Insertsort (vkladanim): ber prvky po jednom a vsouvej je na spravné misto do uz settidéné predni
¢asti (posouvanim). Nejhorsi/pramérny O(n?), nejlepsi O(n) (téméi setiidény vstup); prostor ©(1);
stabilni.

» Bubblesort (bublinkové): opakované prochézej pole a prohazuj sousedy ve $patném poradi; vétsi
prvky ,bublaji“ dozadu. Nejhorsi/pramérny ©(n?), nejlepsi ©(n) (s detekci, ze probéhl priichod beze
zmény); prostor ©(1); stabilni.

Insertsort a Bubblesort jsou v nejhorsim ptipadé ©(n?), protoze prohazuji jen sousedni
prvky, a kazdé takové prohozeni opravi pravé jednu inverzi; inverzi pfitom mutze byt az (g) =
0(n?) (iplné obracena posloupnost). Selectsort prohazuje i vzdalené prvky, je ale ©(n?) kvili poétu
porovnani pfi hledani minim. Pro mala n nebo skoro setfidéna data jsou ale rychlé a jednoduché;
Insertsort je proto ¢asto ,dokoncovaci® faze rychlejsich algoritmu.

5.2 Quicksort

Qs Algoritmus — QUICKSORT

Pokud n < 1, vrat vstup.

Zvol pivot p (néktery prvek).

Rozdél prvky na L (mensi nez p), S (rovné p), P (vétsi nez p). > O(n)
Rekurzivné setfid L a P.

Vrat zfetézeni L, S, P.

> 0=

Quicksort je rovnéz typu rozdél a panuj, ale déleni je datové zavislé (podle pivota). Pti ,stastné” volbé
pivota (median) je rekurence T(n) = 2T(n/2) + O(n) = ©(nlogn). Pfi ,nestastné” volbé (pivot je vzdy
minimum/maximum - nastane napf. na setfidéném vstupu s pivotem na kraji) se oddéluje po jednom
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prvku a rekurence degeneruje na T(n) = T(n — 1) + O(n) = O(n?).
nejhorsi ptipad @(n?), pramérny ptipad ©(nlogn).

Néahodna volba pivota dava ocekavany ¢as O(nlogn) a v praxi je Quicksort diky malym konstantam
a tfidéni ,na misté” zpravidla nejrychlejsi. (Verze v boxu vyse pro ndzornost tvoii nova pole L, S, P;
prakticka implementace déli pole na misté a potiebuje jen zasobnik rekurze, ktery ma velikost O(log n),
zanoruje-li se rekurze nejdfiv do mensi ¢asti a vétsi zpracuje cyklem.) Neni stabilni.

P Piiklad — Simulace Quicksortu

Zadani. Odsimulujte Quicksort na poli [5,3, 8,4, 2,7, 1], pivot vzdy prvni prvek.
Reseni. V kazdém kroku pivot p rozdéli polena L < p, S = p, P > p; rekurze na L a P.

. [5,3,8,4,2,7,1], p=5:L=[3,4,2,1],S = [5], P = [8,7].

« [3,4,2,1],p=3:L=[2,1],S=[3,P=[4]; [2,1],p=2:L=[1],S=[2],P=]]

« [87,p=8L=[7],S=[8],P=[]
Zietézenim setfidénych Casti zdola nahoru dostaneme ‘ [1,2,3,4,5,7,8] ‘ (Vstup nebyl setfidény,
takze pivoty délily rozumné; na jiz setfidéném vstupu by pivot ,prvni prvek® byl pokazdé minimum
a strom rekurze by degeneroval na hloubku n, tedy ©(n?).)

5.3 Dolni odhad slozitosti porovnavaciho tridéni

W Véta — Dolni odhad porovnavaciho tiidéni

Kazdy deterministicky tfidici algoritmus, ktery o prvcich zjistuje informaci pouze jejich vzajemnym
porovnavanim, provede v nejhorsim piipadé Q(nlogn) porovnani.

Algoritmus ,nevidi“ hodnoty, jen vysledky porovnani. Jeho béh popiseme rozhodovacim
stromem: vnitni vrchol = jedno porovnani g; vs. a; se ttemi vysledky (<, =, >), list = kone¢néa odpovéd
(konkrétni setfidéné poradi). Délka cesty k listu = po¢et porovnani na daném vstupu, hloubka stromu
= nejhorsi pfipad.

Diikaz (pres rozhodovaci strom). (1) Uvazme n navzajem ruznych prvka. Rizna vstupni poradi (permu-
tace) vyzaduji rizné posloupnosti pfesunt, tedy musi skonéit v riznych listech. Permutaci je n!,
takZe rozhodovaci strom ma aspon n! listu.

(2) Strom je ternarni (kazdy vnitfni vrchol ma nejvyse 3 syny dle vysledku porovnani), takze strom
hloubky h mé nejvyse 3" listi. Z 3" > n! plyne h > logs(n!).

n

2
(3) Odhadneme logs(n!) zdola. Z n! > (%)n/ (aspon polovina ¢initeld je > 2) dostaneme
h>logy(n!) > 7logy s = Q(nlogn).

Tedy v nejhor$im pfipadé je potieba Q(nlogn) porovnani. O
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uplny rozhodovaci strom pro tfidéni n = 3 navzajem raznych prvka (vysledek ,=" proto nenastavé).
Vnitini vrcholy jsou porovnani g; : a;, hrany jejich vysledky <,> a listy vSech n! = 6 setfidénych poradi
(kazdé praveé jednou). Nejdelsi cesta ma 3 porovnani, tj. hloubka stromu je 3. Obecné > n! listt vynuti
hloubku > log,(n!) = Q(nlogn); Mergesort této meze dosahuje, je tedy asymptoticky optimalni.

©® Poznamka. Dolni odhad plati jen v porovnavacim modelu. Tfidéni, které o kli¢ich vi vic (napf.
Ze jsou to mala cela ¢isla), muze byt rychlejsi — pfihradkové (counting/radix) ttidéni bézi az v ©(n),
protoze klice neporovnava, ale pfimo indexuje.

6 Grafové algoritmy

Graf G = (V, E) modeluje vztahy mezi objekty. Reprezentujeme ho bud matici sousednosti (n x n, test
hrany O(1), ale prostor ©(n?) a vypis sousedit ©(n)), nebo seznamy sousedi (prostor O(n + m), vypis
sousedd tmérny jejich poctu) — pro fidké grafy volime seznamy. Skoro vSechny zakladni algoritmy pak
bézi v ¢ase O(n + m).

6.1 Prohledavani do sirky (BFS) a do hloubky (DFS)

L2 Algoritmus — BFS - prohledavani do sirky z v,

1. Vsem vrcholim nastav stav nenalezeny; stav(vy) < otevreny, D(vy) < 0, vloZ v, do fronty Q.

2. Dokud Q # @: vyber v ze zacatku Q.

3. Pro kazdého souseda w vrcholu v, je-li nenalezeny: stav(w) « otevieny, D(w) <« D(v) + 1,
P(w) < v, pridej w na konec Q. Pak stav(v) « uzavreny. v kazdy vrchol jde do fronty nejvyse jednou

BFS prochazi vrcholy po vrstvach podle vzdalenosti od vy (pocet hran) a pouziva frontu (FIFO). Vyda
vzdalenosti D(v) (nejkratsi v poc¢tu hran) a strom nejkratsich cest pies ukazatele P.

DEFS (prohledavani do hloubky) naopak pouziva zasobnik / rekurzi: z vrcholu se zanofi co nejhloubéji,
nez se vrati. Kazdému vrcholu pfifadi ¢as otevreni in(v) a uzavreni out(v); tyto ¢asy se chovaji jako
zavorkovani (podstromy se do sebe vnotuji, nekfizi).

82 Algoritmus — DFS - prohledavani do hloubky, rekurzivné z v,

Globalni ¢ita¢ T < 0; vSem vrcholiim nastav stav nenalezeny. Zavolej DFS-NAVSTIV(v)).
DFS-NAVSTIV(V):
1. T « T+ 1;in(v) < T; stav(v) « otevreny.
2. Pro kazdého souseda w vrcholu v: je-li w nenalezeny, P(w) < v a zavolej DFS-NAVSTIV(W).
3. T < T + 1; out(v) « T; stav(v) < uzavreny.

Obé prohled4vani bézi v ¢ase ©(n +m) (kazdy vrchol i hrana se zpracuji konstanta-krat). Casy in/out
z DFS vyuzijeme vzapéti u topologického tf¥idéni.

1 ) D) (1)

graf G

BFS-strom z 1 (vrstvy 0, 1, 2)

16



BFS z vrcholu 1 da vrstvy V = {1}, V; = {2,3}, V, = {4,5}, tj. D = (0, 1, 1, 2, 2). Stromové hrany (pfes
které se vrcholy poprvé objevily) tvofi strom nejkratsich cest. DFS z 1 by naopak nejd#iv sestoupilo
1—2—>4—... avracelo se - pofadi navstév i tvar stromu se lisi.

6.2 Topologické tridéni orientovanych grafua

& Definice — DAG a topologické uspoiadani

Orientovany acyklicky graf (DAG) je orientovany graf bez orientovaného cyklu. Topologické uspora-
dani je linearni usporadani < vrcholii takové, Ze pro kazdou hranu uv plati u < v (kazda hrana miri
,dopredu®).

W Véta — Existence topologického uspoiadani

Orientovany graf ma topologické usporadani pravé tehdy, kdyz je to DAG. Usporadani lze najit
v Case O(n + m).

Cyklus zjevné topologicky usporadat nelze (po Sipkach bychom se vratili). V DAGu
naopak vzdy existuje vrchol bez vstupnich hran (zdroj); ten dame prvni a odebereme - a indukci
pokracujeme. Algoritmicky elegantnéjsi: spust DFS; pofadi klesajicich ¢ast uzavieni out(v) je to-
pologické. (Pro kazdou hranu uv v DAGu totiz out(u) > out(v), protoze zpétné hrany, které by to
porusily, by tvorily cyklus.)

DAG srovnany do fady a < b < ¢ < d < e — vSechny hrany mifi zleva doprava, coZ je pfesné topologické
usporadani. Takové uspofadani umozni poéitat na DAGu ,po proudu” (napf. nejdelsi cestu, pocet cest)
v linearnim case.

6.3 Nejkratsi cesty v ohodnocenych grafech

Méjme graf s délkami hran {(e). Vzdalenost d(u,v) je nejmensi délka uv-sledu. Je dobie definovana,
pokud v grafu nejsou zdporné cykly (obchizenim by $lo sled libovolné zkracovat); pak se minimum
nabyva na cesté. Oba nasledujici algoritmy stoji na relaxaci hrany: je-li h(w) > h(v) + 8(vw), zlepsi
h(w) < h(v) + t(vw).

W Véta — Dijkstrav algoritmus

Pro graf s nezapornymi délkami hran najde Dijkstrav algoritmus vzdalenosti z v do vSech vrchola.
S binarni haldou bézi v case O((n + m)log n).

Dijkstra uzavira vrcholy v poradi rostouci vzdalenosti: vzdy vytahne dosud neuzavieny
vrchol s nejmensim h (proto halda) a zrelaxuje jeho hrany. Klicovy invariant: jakmile vrchol uzavieme,
jeho h uz je spravna vzdalenost a vrchol se znovu neotevie — to plati pravé proto, Ze hrany jsou
nezaporné (objizdka pres pozdéjsi, vzdalenéjsi vrchol nemize byt kratsi). Proto se kazdy vrchol
uzavte jen jednou a plati uvedena slozitost. Pfi zdpornych hranach invariant pada. Pravodce zapisuje
Dijkstru tak, Ze relaxace smi uzavieny vrchol znovu otevrit; takova verze pak v grafu bez zapornych
cykla sice spocte spravné vzdalenosti, ale mize vrcholy otevirat opakované a béZet az exponencialné
dlouho. BéZna implementace s haldou, ktera uzaviené vrcholy uz nerelaxuje, vyda spatny vysledek
(obrazek nize).
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W Véta — Bellmanuv-Fordav algoritmus

Pro graf bez zapornych cyklii (i se zapornymi hranami) najde BellmanGv-Fordtav algoritmus vzdale-
nosti z v v ¢ase O(nm). Zaporny cyklus dosazitelny z vy navic umi detekovat.

BF nepottebuje haldu: provede n — 1 fazi, v kazdé zrelaxuje vSechny hrany. Invariant: po
i fazich je h(v) nejvyse délka nejkratsiho vyv-sledu o nejvysei hranach. Nejkratsi cesta ma < n — 1
hran, takze po n — 1 fazich jsou vSechna h(v) spravné. Pokud se v n-té fazi jesté néco zlepsi, existuje
zaporny cyklus.

graf se zapornou hranou b — a (—2). Dijkstra uzavie a s h(a) = 1 (pfimou hranou s — a) a ¢ dostane
h(t) = 2. Levnéjsi obchvat s > b—a délky 2 — 2 = 0 se objevi aZ po uzavieni a; verze, kterd uzaviené
vrcholy nerelaxuje, vyda d(s, t) = 2 misto spravného 1 (pfi obou pofadich uzavienib a t). Verze z Privodce
a znovu otevfe a t opravi, zaplati za to ale opakovanym zpracovanim vrcholi. Bellman-Ford fazovou
relaxaci najde spravné d(s,a) = 0 a d(s,t) = 1 (ptes s—»>b—a—t). Zapornych cyklii zde neni, vzdalenosti
jsou dobfe definované.

B Piiklad — Simulace Dijkstrova algoritmu

Zadani. Najdéte Dijkstrovym algoritmem vzdalenosti z s v grafu s nezdpornymi hranami s —a (2),
s—b(5),a—b(1),a—>c(7),b—>c(3),b—1t(6), c>t(2).
Reseni. Vzdy uzavieme dosud neuzavieny vrchol s nejmensim A a zrelaxujeme jeho hrany (h(w) <
min(h(w), h(v) + £(vw))). Tabulka uzavirani:

« Uzavii s (h=0): relax a— 2, b—5.

« Uzavfi a (h=2): relax b— min(5, 2+1)=3, ¢ — 2+7=9.

« Uzavti b (h=3): relax ¢ > min(9, 3+3)=6, t > 3+6=9.

 Uzavii c (h=6): relax t > min(9, 6+2)=8.

« Uzavri t (h=38).
Vysledek ‘ d(s,) =(s:0,a:2,b:3,c:6,t:8) ‘ Vsimni si, Ze ¢ it se po prvnim nalezeni jesté zlepsily
(z 9 na 6, resp. z 9 na 8) — proto Dijkstra uzavira az dosud nejmensi h, ne prvni nalezenou hodnotu.

Y

5
b ®
6
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6.4 Minimalni kostra (Jarnik, Boruvka)

& Definice — Kostra a minimalni kostra

Kostra souvislého grafu G je podgraf, ktery je strom a obsahuje vSechny vrcholy. Minimalni kostra
(MST) je kostra s nejmensim souctem vah hran. Maji-li hrany navzajem rtizné vahy, je MST urcena
jednoznacné.

A Lemma — Rezové lemma

Necht hrany maji navzajem razné vahy a necht AU B =V je rozdéleni vrcholt na dvé neprazdné
Casti. Pak nejleh¢i hrana vedouci mezi A a B lezi v kazdé minimalni kostfe.

Diikaz (vyménny argument). Necht e je nejleh¢i hrana fezu mezi A a B a necht néjaka kostra T ji neobsa-
huje. Pfidanim e do T vznikne cyklus, ktery fez prekrodi jesté v néjaké jiné hrané f (jdouci mezi A a B).
ProtoZe e je v fezu nejleh¢i a vahy jsou razné, je w(f) > w(e). Zaménou T’ = T — f + e dostaneme kostru
s mensi vahou, takZe T nebyla minimalni. Tedy kazda MST obsahuje e. O

fez mezi A = {a,b} a B = {c,d}. Hrany pfes fez maji vahy 1,5, 6; nejlehé¢i (b—d, vaha 1, zvyraznéna)
podle fezového lemmatu lezi v kazdé MST. Toto lemma je spole¢nym zakladem korektnosti Jarnikova,
Boruvkova i Kruskalova algoritmu — kazdy z nich pfidava hrany, které jsou nejleh¢i v néjakém fezu.

w Véta— Jarnikuv a Boruvkuv algoritmus

Oba algoritmy najdou minimalni kostru.
« Jarnik: péstuje jeden strom od pocate¢niho vrcholu; opakované prida nejleh¢i hranu vedouci
ze stromu ven. S haldou bézi v ¢ase O(mlogn).
« Boruvka: zacne lesem izolovanych vrchold; v kazdé fazi ptida pro kazdou komponentu jeji
nejlehéi vnéjsi hranu (vSechny naraz). Pocet komponent klesne aspoi na polovinu, takze fazi je
< [log, n] a celkovy ¢as je O(mlogn).

Korektnost obou plyne z fezového lemmatu: Jarnik bere nejlehé¢i hranu fezu ,strom
vs. zbytek®; Bortivka pro kazdou komponentu nejlehéi hranu fezu ,komponenta vs. zbytek®. Obé
tedy pfidavaji jen hrany, které musi byt v MST. (Pfibuzny Kruskaluv algoritmus tfidi hrany podle
vahy a bere kazdou, ktera nespoji uz spojené vrcholy; s datovou strukturou Union-Find bézi také

O(mlogn).)

6.5 Toky v sitich (Ford-Fulkerson)

& Definice — Sit, tok, fez

Sit je orientovany graf s kapacitami c(e) > 0 na hranach a dvéma vyznac¢enymi vrcholy: zdrojem z
a stokem s. Tok je funkce f(e) s 0 < f(e) < c(e) (kapacitni omezeni), kterd v kazdém vrcholu kromé
z, s spliuje zachovani (Kirchhoffiv zdkon): co pfitece, to odtece. Velikost toku | f| je ¢isty odtok ze
zdroje. Rez (A, B) je rozdéleni vrcholli s z € A, s € B; jeho kapacita je soucet kapacit hran z A do B.
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A Véta — O maximalnim toku a minimalnim fezu

Velikost maximalniho toku se rovna kapacité minimalniho fezu (max-flow = min-cut). Fordav-
Fulkersoniiv algoritmus maximalni tok najde: dokud v rezervni (rezidualni) siti existuje zlepsujici
cesta ze z do s, posle po ni co nejvic toku.

Rezerva hrany je volna kapacita ve sméru hrany plus moznost ,vratit“ uz poslany tok
proti sméru. Zlepsujici cesta je cesta ze z do s samymi hranami s kladnou rezervou; po ni pfidame
tok o velikosti minima rezerv na cesté. Kdyz Zadna takovéa cesta neni, je tok maximalni: mnoZzina
A vrcholu dosazitelnych ze z v rezervni siti dava fez (A, B), jehoz hrany z A do B jsou nasycené
a hrany z B do A nevedou zadny tok, takze | f| = ¢(A, B) — a protoze | f| < c(libovolny fez), je tento
fez minimalni a tok maximalni. (Pro celo¢iselné kapacity algoritmus skon¢i, kazdé zlepseni zvysi tok
aspon o 1.)

rez (A, B)

sit s popisky tok/kapacita. Maximalni tok mé velikost | f| = 5 (ze z odtéka 3 + 2). MinimAlni fez A = {z},
B = {a, b, s} mé& kapacitu ¢ = 3+ 2 = 5. Rovnost | f| = ¢(A, B) = 5 je véta max-flow = min-cut; hrany fezu
jsou nasycené (3/3, 2/2), takZze tok uZ nelze zvétsit.

Shrnuti

O Poznamka. Kli¢ové pojmy, fakta a slozitosti (pirehled k SZZ). Stru¢ny vycet klicovych
pojmu, algoritmu a jejich slozitosti okruhu 12. Zkratky: n = pocet prvka / vrchold, m = pocet hran.

Slozitost algoritmii a asymptoticka notace.

« Model RAM: elementarni operace (aritmetika, porovnani, pfistup do paméti) kazda O(1); vy-
sledky nezaviseji na HW aZz na konstantni faktor. SloZitost v nejhorsim pripadé = maximum pres
vstupy velikosti n; nejlepsi = minimum; pramérny = sttedni hodnota pfes vstupy; bez poznamky
myslime nejhorsi.

e« f€0(g):3c>0: f(n)<cg(n)pro skoro viechna n (horni odhad); Q(g) - dolni; ©(g) - tésny.
Pravidla: v sou¢tu dominuje nejrychleji rostouci &len; logn = O(n?) pro kazdé ¢ > 0; n? = O(2").

« Méreni velikosti dat: u ¢iselnych uloh je velikost délka zapisu (pocet ¢islic/bitr), ne hodnota
&isla. ,Vyzkouset délitele do x* je O(x), ale x ~ 109€K2  tedy exponencialni v délce zapisu (viz
rozklad ¢isla).

Tridy sloZitosti P a NP, NP-iiplnost.

« L € P: 3 algo. a polynom p: pro kazdy x dobéhne v p(|x|) se spravnou odpovédi. L € NP: 3
verifikator K € P a polynom g: x € L < Ty, |y| < g(|x]) : K(x,y)=1 (y = certifikat; ovéfit
hotové feseni je v P, najit ho nemusi byt). Plati P C NP; zda P=NP, je oteviené.

+ Polynomialni pfevod A < B: 3 polynomialné spocitatelna f: x € A & f(x) € B. Obtiznost
teCe po Sipce: A BABeP = AecP;obména: A< BAA&P = B¢ P. Relace < je reflexivni
a tranzitivni.

+ L je NP-tézky: kazdy M € NP se polynomialné pievede na L. NP-uplny = NP-tézky A L € NP
(nejtézsi v NP). Cook-Levinova véta (bez ditkazu): SAT je NP-uplny.
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« Klasické NP-tplné problémy: SAT, 3-SAT, nezavisla mnozina, klika, k-barveni (k > 3), Hamilto-
novska kruznice, batoh, soucet podmnoziny. Typicky fetéz: SAT — 3-SAT — nezav. mnozina —
klika; 3-SAT — 3-barveni.

« Postup NP-tplnosti nového M: (1) M € NP — popsat certifikat a polynomialni verifikator; (2)
L < M pro néjaky NP-tplny L - zkonstruovat polynomiélni pfevod f.

Metoda rozdeél a panuj, Master theorem.

« Rekurence: T(n) = aT(n/b) + O(n°), T(1) = O(1).

« Master theorem (bez duikazu): necht ¢ = a/b%: q <1 = T(n) = O(n°) (dominuje kofen stromu
rekurze); g =1 = T(n) = O(n°logn) (véechny hladiny stejné); g > 1 = T(n) = O(n'°8 )
(dominuji listy).

« Priklady: Mergesort a=b=2,c=1: g=1 = O(nlogn); Karacuba a=3,b=2,c=1: ¢=3/2>1 =
O(n'°8:3) ~ @(n!*%%); median 2 poli a=1,b=2,¢=0: g=1 = O(logn).

« Mergesort: déli na 2 poloviny, sléva O(n); vzdy O(nlogn); stabilni; prostor ®(n). Slévani k
posloupnosti s celkem n prvky pres haldu: ©(nlogk) (kazdy prvek jednou do/z haldy velikosti
k).

+ k-ty nejmensi prvek: Quickselect (jedna rekurze podle pivota) ma s ndhodnym pivotem
o¢ekavany ¢as ©(n); LinearSelect (median mediani pétic jako pivot) zaruéi ¢asti zhruba < 1—70n,
T(n) = T(n/5) + T(7n/10) + ©(n) = ©(n) v nejhorsim piipadé.

Binarni vyhledavaci stromy (BST, AVL) a halda.

« BST - usporadaci vlastnost: levy podstrom < k(v) < pravy podstrom v kazdém vrcholu.
Operace FIND/INSERT/DELETE v ©(h); in-order pruchod vyda vzestupné setfidény vypis.

 Naslednik (nejmensi kli¢ ostfe vétsi nez x): ma-li vrchol pravy podstrom, jdi do jeho nejlevéjsiho
vrcholu; jinak stoupej nahoru, dokud nejsi levym synem — ten otec je naslednik. Slozitost ®(h).

« Degenerace (lidna): setfidéné vstupy = h = O(n) = operace O(n). Porovnavani kli¢t délky L
(Fetézce) nasobi cenu faktorem L: tfidéni n fetézci AVL stromem = O(n - L - logn).

« AVL strom: BST s podminkou |h(f) — h(r)| < 1 v kazdém vrcholu (h = hloubka podstromu).
Dolni mez: nejfidsi AVL strom spliiuje Ay, = Ap_1 + Ap_o+ 1, Ag =1, A; = 2, tedy Ay > (ph =
odkud n > (ph, tj. h = O(log n). Operace ©(log n) s O(log n) rotacemi. Tfidéni pies AVL (vlozeni
+ in-order): ©(nlogn); z dolniho odhadu ttidéni Q(nlogn) plyne dolni mez Q(logn) na BST
operace.

« Binarni halda: plny bin. strom uloZeny v poli, haldova podminka (kofen = globalni minimum).
INSERT a EXTRACTMIN O(log n); Min O(1). Vyuziti: Dijkstra, Jarnik, slévani k posloupnosti.

Trideént.

« Primitivni (©(n?)): Selectsort — vidy ©(n?), nestabilni; Insertsort — nejlepsi ©(n) (téméf setii-
dény vstup), stabilni; Bubblesort — nejlepsi ©(n) (detekci prichodu beze zmény), stabilni.

« Quicksort: primérny O(n log n), nejhorsi ©(n?) (pivot = min/max, nastane napf. setfidény vstup
s pivotem na kraji); nestabilni; prostor O(logn) na zasobnik (rekurze nejdiiv do mensi ¢asti).
Nahodna volba pivota = O(nlogn) v o¢ekavani.

« Mergesort: vzdy ©(nlogn), stabilni, prostor ©(n) (viz rozdél a panuj).

« Dolni odhad porovnavaciho tfidéni: Q(nlogn) v nejhorsim pfipadé. Argument: rozhodovaci
strom ma > n! listd (riizna poradi = razné listy); hloubka > logs(n!) = ©(nlogn) (z n! >
(n/2)"/?).

« Inverze = dvojice (i < j) s @; > a;; Insertsort a Bubblesort prohazuji jen sousedy, tj. opravi jednu
inverzi na krok, takze Q(n?) na obracené posloupnosti (Selectsort je @(n?) kvili porovnanim).
Stabilni algoritmus zachovava poradi prvki se stejnym klicem.

Grafové algoritmy.

« Reprezentace: matice sousednosti ©(n?), hrana O(1); seznamy sousedit ©(n+m), iterace soused
rychl4; pro ridké grafy volime seznamy.

« BFS O(n + m): fronta, vrstvy, vzdalenosti v po¢tu hran. DFS @(n + m): zasobnik/rekurze, ¢asy
in/out (zavorkovani). Topologické tfidéni DAGu: DFS + klesajici out(v) (nebo odebirani zdroju);
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O(n + m); existuje & DAG.

« Dijkstruv algoritmus: nezaporné délky hran; relaxace v pofadi rostouci A (halda); O((n +
m) log n). Pti zdporné hrané invariant (uzavieny = spravna vzdalenost) selze.

+ Bellmanuv-Forduv algoritmus: zaporné hrany povoleny, bez zapornych cykla; n — 1 fazi -
v kazdé zrelaxuj vsechny hrany; O(nm). Zaporny cyklus < n-ta faze stale méni h.

« Minimalni kostra (MST) - Fezové lemma: svétla (nejlehéi) hrana pfres libovolny fez lezi v kazdé
MST. Jarnik (Prim): z jednoho vrcholu hladové s haldou, O(mlog n). Boriivka: paralelni piidavani
nejlehéi vnéjsi hrany kazdé komponenty, [log, n] fazi, O(mlogn). Kruskal: setfidit hrany +
Union-Find, pfidavat nejleh¢i nespojujici tutéz komponentu, O(m log n).

« Toky v sitich: tok f spliiuje 0 < f(e) < c(e) (kapacita) a Kirchhoffv zakon. Ford—Fulkerson
augmentuje po nenasycenych cestach v rezidualni siti; pro celo¢iselné kapacity terminuje. Véta
max-flow = min-cut: velikost max. toku = kapacita min. fezu.

Zdroje

« M. Mares, T. Valla: Privodce labyrintem algoritmii, 2. vydani, edice CZ.NIC, Praha 2022 (doporucena
ucebnice predméti NTIN060 a NTIN061, jediny primarni zdroj vykladu; licence CC BY-ND 4.0, volné
ke stazeni).
https://pruvodce.ucw.cz/

+ MFF UK: pozadavky ke statni zavérecné zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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