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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otdzky z minulych termint SZZ (2022-2026) zarazené
do okruhu M1. U otézek s obrazkem je grafika ofiznutéd z origindlntho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselnd data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zverejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nécrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otdzce neobsahuje.

1 Integral

(Redlnd otazka: léto 2022, ¢. 3 — Integrdl (per partes))
Zadani.

Necht I C R je neprazdny otevieny interval.
1. Jaky je vztah mezi dvéma primitivnimi funkcemi k téze funkci na 1?7 Zduvodnéte.

2. Necht f,g: I -+ R a F, G jsou k nim primitivn{ funkce (tj. F/ = f a G’ = g). Napiste
vzorec pro primitivni funkci k fG, zname-li primitivni funkci k Fg.

3. Podle tohoto vzorce najdéte primitivni funkci k f(z) = zsin(x).
NAcrt reseni.

1. Dvé primitivni funkce k téze funkci na intervalu I se lisi o konstantu. Jsou-li F; a F5 obé
primitivni k f, pak (F} — F»)' = f — f =0 na I, a funkce s nulovou derivaci na intervalu je
konstantni; tedy Fy — Fy = ¢ pro néjaké c € R.


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

2. Z pravidla pro derivaci sou¢inu (FG)' = fG + Fg integraci dostaneme FG = [ fG+ [ Fy,
odkud

/ f(2)G(2) dz = F(2)G(z) - / Fla)g(x) de.

Tj. primitivni funkce k fG je F'- G minus primitivni funkce k Fg.

3. Pro [wsin(z)dz volime F(z) = z (takze f = 1) a G(z) = — cos(z) (takze g = sinz). Pak
fG = —cosz a Fg = xsinz. Dosazenim do vzorce:

/(—cos z)der =z (—cosx) — /xsin(m) dez,
tj. —sinz = —zcosz — [xsinzdz, odkud

/3: sin(x) dx = sin(z) — z cos(z) + C.

vy , . , . !/ . .
Ovéreni derivaci: (smx — I COS .’L') = COST — (COSl’ — ISin x) = ITrsimda.

(V PDF bez nacrtu teseni; nacrt doplnén k vykladu okruhu, vypocet ovéren.)

2 Posloupnosti

(Redlna otdzka: podzim 2022, ¢. 3 — Posloupnosti (limita, omezenost))
Zadani.

Necht (a,) = (a1, az,...) je posloupnost realnych ¢isel.
1. Definujte, co znamend, ze (a,) je konvergentni (ma vlastni limitu).
2. Definujte, co znamend, ze (a,) je neomezend.

3. Dokazte, ze kdyZ (ay) je neomezend, pak neni konvergentni.

NAaért reseni.

1. Posloupnost (a,) konverguje (mé vlastni limitu L € R) pravé tehdy, kdyz

Ve >0 3ng Vn >ng: |a, — L] < e.

2. Posloupnost (ay,) je omezend pravé tehdy, kdyz existuje K > 0 takové, zZe |a,| < K pro
vsechna n. Neomezend znamend, ze omezenda neni, tj.

VK >03n: |a,| > K.

3. Dokézeme obménou (kontrapozici): ukazeme, ze kazda konvergentni posloupnost je omezena;
neomezend posloupnost tedy nemiize konvergovat.

Necht a, — L. Pro € = 1 existuje ng takové, ze pro vSechna n > ng plati |a, — L| < 1, a
tedy
lan| = |an — L+ L| < l|a, — L| + |L| < |L| + 1.

Mimo téchto clenii zbyva jen konecné mnoho prvnich ¢lenti ay, ..., an,—1. Polozime
K =max{|a1],...,|ano—1|, |L|+1}.

Pak |a,| < K pro vSechna n, takze posloupnost je omezend. Je-li tedy (a,) neomezend,
nemuze byt konvergentni. O

(V PDF bez ndcrtu resent; nacrt doplnén k vykladu okruhu.)



3 Geometricka rada

(Redlnd otazka: podzim 2023, ¢é. 4 — Geometrickd tada)
Zadani.

1. Definujte geometrickou fadu: fada > -, a, je geometricka, pravé kdyz a, = .. ..

2. Uvedte, jaké souCty ma geometrickd fada (v zavislosti na prislusnych parametrech).

4 8 16
3. Sectéte fadu 9 + > + 31 + ---. Odpovéd primérené zdtvodnéte.
NaAacrt reseni.
1. ... pravé kdyz a,, = q¢" pro néjaké realné cislo q.

1
2. Pro |q| < 1 ma soucet =g Pro¢ > 1 m4 soucet +00 a pro ¢ < —1 soucet nemé (soucet
—4q

neexistuje).

3. Soucet je

2
/ey =0 =
n>0

Doplriujici vysvetleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): kazdy clen je %—nésobkem predchoziho
(2% = % : %, % = % . %) a prvni ¢len je % = (%)2, takze ¢len s indexem n > 0 je (%)2(%)" Po
vytknuti (%)2 zbude geometricka fada s kvocientem ¢ = %; protoZe |q| < 1, konverguje a jeji
soucet dava vzorec z bodu 2.

4 Nespojitost funkce
(Redlna otdzka: jaro 2024, ¢. 4 — Nespojitost funkce)

Zadéani.
Necht f:(0,1) — R je redlna funkce.

1. Definujte, co znamend, ze f je nespojitd v bodu %

2 —

2. Je funkce f, kdyz ji na tomto intervalu definujeme jako f(z) = 15
— 2z

f(3) = —1, nespojita v bodu 37

pro x # % a jako

2x —
1—2x

3. Pokud ji zaddme vzorcem f(z) =

— 19
:E—Q.

na celém intervalu (0, 1), je f nespojita v bodu

Odpovédi v castech 2 a 3 zdtivodnéte.
NaAacrt reseni.
1. Existuje ¢ > 0, ze pro kazdé § > 0 existuje ¢islo z € (0,1), ze x—%‘ < 0, ale

|f(m) - f(%)‘ e. Nebo: existuje posloupnost (a,) C (0,1), Ze lima, = 3, ale (f(an))
nema limitu f(

v

N[ =
S—



2. Neni. Pro tuto funkei je lim,_ 1 f(z) = -1= f(%) (coz je vidét tfeba z algebraické tpravy
2

20 — 1

1—-2x

limity) je tato f v % Spojita, a ne nespojita.

= —1prox # %1), takze (podle charakterizace spojitosti funkce v bodu pomoci

3. Ne, neni; pro x = % neni ani definovana.

5 Integraly a primitivni funkce

(Redlna otdzka: podzim 2024, ¢. 3 — Integrdly a primitivni funkce)
Zadani.
1. Definujte, co je ,, primitivni funkce* k dané funkci f na daném otevieném intervalu I.

2. Zformulujte pravidlo ,,per partes* (téz zndmé jako integrovani po ¢astech) pro vypocet
primitivni funkce. Mtzete se pro jednoduchost omezit na situaci, kdy vSechny uvazované
funkce jsou spojité.

3. Necht P C R? je oblast roviny ohrani¢en4 zdola osou z a shora grafem funkee f(z) = x cos(z)
pro x € [0, 7/2]. Formalné&ji feceno,

P:{(J:,y)GRQ; nggg /\0§y§xcos(w)}.

Spocitejte plosny obsah oblasti P.
Naért reseni.
1. Funkce F je primitivni funkce k funkci f na intervalu I, pokud méa F' v kazdém bodé x € I
derivaci rovnou f(z).

2. Pravidlo pro integrovani per partes ika, ze pokud na néjakém intervalu I jsou f a g spojité
funkce, F' je primitivn{ funkce k f a G je primitivni funkce ke g, pak na tomto intervalu
plati

[ 1016 @ = F@6t) - [Pt dn

3. Hledany plosny obsah lze vyjadrit pomoci integralu jako f(;r 2y cos(z) dz. Hodnotu integralu
ur¢ime pouzitim metody per partes pro vypocet urcitého integralu:

w/2 /2 w/2
/ xcos(z) de = [xsin(z)],” — / sin(z) dz
0 0

Al w/2
= (5 - 0> -[- cos(a;)]o
Y
=1
2
'V origindlnim PDF je zde uvedeno ,pro = # —1%; jde o pteklep. Uprava ff;; = —1 plati pro vsechna x s

1—2x #0, tj. pro x # %; zde uvedeno korektné.



6 Zaklady analyzy

(Redlnd otdzka: podzim 2025, ¢. 3 — Zdiklady analyzy)
Zadani.

Necht p € (0, +00) je kladné redlné ¢islo. Oznac¢me U), rovinny ttvar, ktery je zleva ohranicen
primkou = = p, zprava primkou x = p + 1, zdola osou z a shora grafem funkce f(z) =z + %
Jinymi slovy,

1
U, :{(x,y)ERxR;pSa:Sp—i—lAOSygx—Fx}.

1. Ukazte, ze U, mé obsah p + ln(l + %) + % Ctverecnich jednotek.

2. Existuje v intervalu (0, 100) né&jakd hodnota p, pro kterou ma U, obsah vétsi nez 10000
Ctverecnich jednotek?

3. Najdéte hodnotu p € (0, +00), pro niz obsah U, nabyvé svého minima, pfipadné ukazte, ze
takova hodnota neexistuje.

NAcCrt reseni.

1. Ozna¢me u(p) obsah ttvaru U,. Tento obsah je roven integrdlu [ ; 1 f(x)dz. Funkce

f(z) = 4+ L ma primitivn{ funkei F(z) = % + In(z) + ¢ pro libovolné ¢ € R. Hledany
obsah je tedy roven

u(p) = F(p+1) — F(p)

+1)° 2
2(192)+ln(p+1)—]92—1n(p)
2 1
= p2—|— +1In(p + 1) — In(p)
+1

2. Zde si staci vsimnout, Ze funkce u(p) mé pro p jdouci k nule zprava limitu +oo, a tedy na
libovolném pravém okoli nuly nabyva libovolné velkych hodnot. Pro dostatecné malé p > 0
mé tedy U, obsah vétsi nez 10000 ¢tverecnich jednotek.

3. Pomoci aritmetiky derivaci a pravidel pro derivovani slozené funkce zjistime, ze funkce u(p)
mé na uvazovaném intervalu (0, +oo) derivaci
1 -1 1

Wip) =14 —— —=1— .
) 1+ p° P*+p

Vytesenim kvadratické rovnice zjistime, ze jediné kladné pg spliujici u'(pg) = 0 je po =
=1V5  74voveri vidime, Ze u/(p) je rostouci funkce — to lze vidét piimo ze vzorce pro u/(p),
. P) ]

ptripadné vypoctem druhé derivace

2p+1
(p? +p)*’
kterd je pro p € (0,+00) zjevné kladné. Z toho plyne, ze u'(p) je zdpornd pro p € (0,pg) a
kladnd pro p > py, a tedy funkce u(p) je klesajici na intervalu (0, po] a rostouci na intervalu
[po, +00). Funkece u(p) tedy v bodé py nabyva své jediné minimum.

u’(p) =
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