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Uvod

Tento material pokryva okruh M1 - Zaklady diferencialniho a integralniho poctu (pfedmét NMAI054,
Matematicka analyza 1). Vyklad je postaven primarné na zapiscich z pfednasky doc. Jelinka; znaceni a
hloubka odpovidaji kurzu pro informatiky.

Véty uvadime se znénim, doplnéné intuici a kratkymi odvozenimi tam, kde poméhaji pochopenti;
rozsahlé formalni dtikazy vynechavame. Do vykladu jsou zafazeny feSené realné otazky SZZ z let
2022-2026; vsechny otazky k okruhu jsou pohromadé v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité
zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. N = {1,2,...}, R jsou realna ¢isla a R* = R U {—o0, +00} je mnozina rozsifenych redlnych cisel.
Okolim bodu a € R rozumime interval U(a, §) = (a — 8, a + ), prstencové okoli P(a,d) = U(a,d) \ {a} je
okoli bez bodu a. Okoli nekonecen: U(+o0,5) = (1/6, +00), U(—00,5) = (=0, —1/5).



1 Posloupnosti realnych cisel a jejich limity

Posloupnost je zobrazeni IN — R, piseme (a,,),~;. Zakladni otazkou je, zda se ¢leny posloupnosti k nécemu
,blizi, a pokud ano, k ¢emu. To formalizuje pojem limity.

E Definice — Limita posloupnosti

Rekneme, Ze posloupnost (a,) ma limitu a € R*, piseme lim,_,, @, = a, pokud pro kazdé okoli
Ul(a, ¢) existuje index ny tak, ze a, € U(a, €) pro véechna n > ny. Pro vlastni limitu a € R to znamena

Ve>03nyVn>ngy : la, —al <e.

Posloupnost s viastni limitou (a € R) se nazyva konvergentni, jinak divergentni (sem patfi i nevlastni
limity +o0).

Od jistého indexu dal lezi vSechny Eleny posloupnosti v libovolné malém okoli limity.
,Libovolné malé“ se formalizuje jako ,pro kazdé e > 0“: ¢im mensi ¢ zvolime, tim dal (vétsi ny) mozna
musime jit, ale vZdy se to podafi.

& Definice — Omezenost a monotonie

Posloupnost (a,) je shora omezend, existuje-li K € R s a,, < K pro vSechna n; zdola omezena obdobné
(a, > K); omezena, je-li omezena shora i zdola. Dale je (a,) neklesajici, plati-li a,, < a,,,; pro vSechnan,
nerostouci piia, > a,, 1, rostouci pfia, < a,, a klesajici pfi a,, > a, . Je monotonni, je-li neklesajici
nebo nerostouci (ryze monotonni pti rostouci ¢i klesajici). Pro funkci f na intervalu J se tytéZz pojmy
zavadéji pres funkéni hodnoty: napt. f je rostouci, plati-li f(x) < f(y) pro kazda x < y z J (ostatni
varianty obdobné).

Limita je urena jednozna¢né. Dale plati, Ze kazda konvergentni posloupnost je omezena (opak
neplati: @, = (—1)" je omezena4, ale nema limitu). Dtlezitou postacujici podminkou pro existenci limity je
monotonie:

W Véta — Limita monoténni posloupnosti

Kazda monotonni posloupnost ma limitu (pfipadné nevlastni). Je-li navic omezena, je tato limita
vlastni, takZe posloupnost konverguje.

Pro prakticky vypocet limit slouzi aritmetika limit. Pozor: funguje jen tehdy, je-li prava strana
definovana (neurcité vyrazy jako oo — 00, 0 - 00, 00 /00, a/0 jsou vyloucené).

W Véta — Aritmetika limit

Necht lima, = a € R" alimb, = b € R*. Pak (pokud je prava strana definovana)

lim(a, + b,) = a+b, lim(ayb,) = ab, an—" - g (b, # 0).

n

Navic: je-li (a,) omezena a lim b, = 0, pak lim(a,b,) = 0.

© Poznamka. Aritmetika limit je jednosmérnd. Z konvergence souétu (a,+b,) neplyne konvergence
jednotlivych posloupnosti: pro a, = (—1)" a b, = —(—1)" soucet konverguje (k 0), ale ani jedna z
posloupnosti limitu nema.




w Véta — O limité a usporadani

Necht lima, = a alimb, = b (v R*). Pak
1. je-lia < b, existuje ny tak, Ze a, < b, pro vSechna n > ny;
2. je-lia, < b, pro vSechna n > ngy, pak a < b.

7 , TR o v ° 1
© Poznamka. Ostra nerovnost se v limité mize ,zkazit“ na neostrou: a, = 1 — ~<1= b, pro
vSechna n, ale obé limity jsou rovny 1.

W Véta — O dvou policajtech

Necht lima, = limb, = a € R a pro vSechna n > n plati a, < ¢, < b,. Potom (¢,) konverguje a
lime, = a.

@ Intuice. Posloupnost (c,) je ,seviena“ mezi dvéma posloupnostmi (,,policajty*), které mifi do
téhoZ bodu; nema tedy kam jinam jit. Pro nevlastni limitu staci jeden policajt: dolni odhad jdouci do
400 vynuti lim¢, = +oo.

c(x) — siz X

Funkce c(x) = % je pro x > 0 ,uvéznéna“ mezi a(x) = —i ab(x) = :—C Oba policajti maji pro x — oo

limitu 0, proto ji mé i seviena funkce.

P Piiklad — Vypocet limity sevienim

P -G TS sinn
Zadani. Spocitejte lim,, ,,, —.
n

o dvou policajtech je tedy i lim sinn _ (Alternativné: % je nulova a sin n omezena, takze soucin jde

n
k0.

P Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 3: Posloupnosti — limita a omezenost

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 3 — Posloupnosti (limita, omezenost))
Zadani. Necht (a,) je posloupnost realnych ¢isel. (1) Definujte, co znamena, Ze (a,) je konver-
gentni (ma vlastni limitu). (2) Definujte, co znamen4, Ze (a,) je neomezend. (3) Dokazte, ze je-li (a,)
neomezena, pak nekonverguje.
Reseni.
1. (a,) konverguje (ma vlastni limitu L € R) praveé tehdy, kdyz Ve > 03ny Vn >ny : |a, — L| <e.
2. (ay) je omezend, existuje-li K > 0 s |a,| < K pro vSechna n; neomezend znamena, Ze omezena
neni, tj. VK > 03n : |a,| > K.




3. Dokazeme obménou: ukazeme, ze kazda konvergentni posloupnost je omezena. Necht a, — L.
Pro ¢ = 1 existuje ny tak, Ze pro n > ng je |a,| < |a, — L| + |L| < |L| + 1. Mimo to zbyvé jen
kone¢né mnoho ¢lent, takze s K = max{la|, ..., a, 1, |L| + 1} plati |a,| < K pro vSechna n.
Je-li tedy (a,) neomezena, nemuze konvergovat.

2 Rady

Rada je formalni nekoneény soucet ¢lentt posloupnosti. Misto abychom s¢itali ,,vSechno najednou®,
sledujeme posloupnost ¢astecnych souctu a ptame se na jeji limitu; tim se otazka o nekonecném souctu
prevede na limitu posloupnosti.

& Definice — Rada, casteény soucet, soucet

Nechf (a,),>0 je posloupnost realnych &isel. N-ty éastecny soucet fady Y, an je sy = ZnNzo ay.
Pokud existuje vlastni limita limy_,., Sy, fada konverguje a tuto limitu nazyvame jejim souctem.
Jinak (limita neexistuje nebo je nevlastni) fada diverguje.

Nejdulezitéjsim prikladem je fada, jejiz ¢leny tvofi geometrickou posloupnost.

& Definice — Geometricka fada

Rada Y, a, je geometrickd, pravé kdyz a, = ¢" pro néjaké q € R; ¢islu q ikame kvocient.

U geometrické fady umime soucet spocitat pfesné. Pro g # 1 ma Casteny soucet uzavieny tvar
Nt -1

sy=1+qg+-—+q" = (ovéfi se vynasobenim (g — 1)sy). O chovani souctu pak rozhoduje jen

to, co déla mocnina g™ *1:

W Véta — Soucet geometrické fady

1
—_— pro |q| < 1,
1-¢q

9 =)+o0 prog > 1,

8

neexistuje proq < —1.

Pro |g| < 1 se ¢leny ¢" zmensuji geometricky rychle, takze nekone¢ny soucet ,,dobéhne*

ke koneéné hodnoté (z gN*! — 0 plyne sy — 2%1 = ﬁ). Pro g > 1 se ¢leny nezmensuji a soucet

1
N+1

roste do +oo; pro ¢ < —1 hodnota g " stfida znaménko a v absolutni hodnoté neklesa, takze limita

neexistuje.

© Poznamka. ,Cleny jdou k nule“ je pro konvergenci nutné, ale nestaci. U¢ebnicovy protipiiklad
je harmonicka rada ), %: cleny klesaji k nule, ale fada diverguje. Obecnéji );,~; 1 konverguje

nS
praveé pro s > 1 (dukaz integralnim kritériem, viz sekci o integralech).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 1 —The essence of calculus (vizudini intuice k nekoneénym
souctum a kalkulu).


https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM
https://www.youtube.com/watch?v=WUvTyaaNkzM

P Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 4: Geometricka fada

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 4 — Geometricka fada)
Zadani. Sectéte 4 + 8 + 16 + -
9 27 81
=, . 2)\2
Reseni. Cleny jsou tvaru (5) (
(2/3)? a dosazeni do vzorce:

2

n
5) , jde tedy o geometrickou fadu s kvocientem g = % Po vytknuti

2 n (2/3° a4
(%) Z(%) :1_2/325'

n>0

3 Realné funkce jedné proménné: limity a spojitost

Pojem limity pfenasime z posloupnosti na funkce. Funkce f je definovana na néjaké podmnoziné R;
limitu v bodé zkoumame na prstencovém okoli (hodnota v samotném bodé limitu neovlivni).

3.1 Limita funkce v bodé

& Definice — Limita funkce

Funkce f ma v bodé a € R* limitu A € R*, piseme lim,_,, f(x) = A, pokud
Ve>036>0: xe€ P(ad) = f(x)eU(Ae).

Jednostranné limity lim,._,,+ f, resp. lim,_, .- f, definujeme nahrazenim P(a, §) pravym, resp. levym
prstencovym okolim. Plati: lim, ,, f = A pravé tehdy, kdyZ obé jednostranné limity existuji a
rovnaji se A.

Blizi-li se x k a (zleva i zprava, ale x # a), blizi se f(x) k A. Totéz tika Heineho véta (cha-
rakterizace limity funkce pfes limity posloupnosti, jez zpfistupiiuje aparat ze sekce o posloupnostech):
lim,_,, f(x) = A pravé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost x,, = a s x,, # a plati f(x,) - A. Hodi
se hlavné k dtikazu, Ze limita neexistuje: staci najit dvé posloupnosti x;,, y, — a s riznymi limitami

FGa), f(n)-

Pro vypocet plati stejna pravidla jako u posloupnosti.

A Véta — Aritmetika limit funkci

Necht lim,_,, f(x) = A alim,_,, g(x) = B (v R”). Pak (je-li prava strana definovana)

lim(f+g)=A+B, lim(fg)=AB, lim ! _4 (g # 0 na okoli).
x—a x—a x>ag B

W Véta — Limity funkei a uspoiadani

Necht lim,_,, f(x) = A alim,_,, g(x) = B (v R¥), vztahy uvazujeme na néjakém prstencovém okoli
a. Pak

1. je-li A < B, pak f(x) < g(x) na néjakém okoli;

2. je-li f(x) < g(x) na okoli, pak A < B;

3. (dva policajti) je-li f(x) < h(x) < g(x) naokolialim,_,, f =lim,_,, g = A, pakilim,_,,h = A.




W Véta — Limita slozené funkce

Necht lim,_,, g(x) = Balim,_,p f(y) = C. Je-li navic splnéna aspori jedna z podminek
(P1) f je spojita v B (tj. f(B) = C), nebo

(P2) g na néjakém prstencovém okoli a nenabyva hodnoty B,

potom lim,_,, f(g(x)) = C.

© Poznamka. Néktera z podminek (P1)/(P2) je nutna. Protipiiklad bez ni: g(x) = 0 (tedy B = 0)
a f dana f(0) =1, f(y) = 0 pro y # 0. Pak lim, ,o g = 0ilim, o f = 0, ale f(g(x)) = f(0) = 1-40.
Selhava to praveé proto, ze f neniv 0 spojita (neplati P1) a zdroven g hodnotu 0 nabyva vsude (neplati
P2).

3.2 Spojitost a jeji disledky na intervalu

B Definice — Spojitost

Funkce f je spojita v bodé a € R, pokud lim,_,, f(x) = f(a). Je spojita na intervalu I, je-1i spojita v
kazdém vnitinim bodé I a v krajnich bodech odpovidajicim zptisobem jednostranné spojita.

E Definice — Nespojitost v bodé

Funkce f je v bodé a nespojita, pokud v a neni spojita, tj. lim,._,, f(x) bud neexistuje, nebo se nerovna
f(a) (coz predpoklada, ze f je v a definovana). Ekvivalentné: existuje ¢ > 0 tak, ze pro kazdé § > 0
je né&jaké x s [x —a| < §, ale | f(x) — f(a)| > e.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 4: Nespojitost funkce

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 4 — Nespojitost funkce)
Zadani. Necht f: (0,1) — R. Je f nespojitd v bodé % pokud (a) je f(x) =

SIS e s By
1—2xp 2

f(%) = —1; (b) je f dana jen vzorcem 2x 1 na celém (0, 1)?
2x—1 N

1-—2x
funkéni hodnoté, takze f je v % spojita, tedy nenespojita. (b) Je-li f dana jen vzorcem, neni v %
vitbec definovana, takze o spojitosti ani nespojitosti v tomto bodé nema smysl mluvit.

Reseni. Pro x # %je = —1, takze lim,_,; /, f(x) = —1. (a) Pfi f(%) = —1 se limita rovna

[

Mimo bod % je f = —1 alimita zleva i zprava je —1 (prazdny krouzek). Jde o odstranitelnou situaci:

doplnime-li f(%) = —1, funkce se stane spojitou.

Spojité funkce na intervalu maji dvé klicové vlastnosti.

W Véta — Darbouxova, o nabyvani mezihodnot

Necht f : [a,b] — R je spojitd a m = min{f(a), f(b)}, M = max{f(a), f(b)}. Pak pro kazdé
y € [m, M] existuje @ € [a,b] s f(a) = y. Specialné spojita funkce zobrazuje interval na interval.




Spojity graf nemuze ,pfeskodit“ hodnotu: jde-li od f(a) k f(b), projde po cesté kazdou
mezihodnotu. Praktickym dtsledkem je metoda pileni intervalt pro hledani kofent (napt. f(x) =
x? — 2 ma kofen mezi 1 a 2, nebot f(1) <0 < f(2)).

f@ A
p . ,
Spojita funkce nabyva kazdé hodnoty y, mezi f(a) a f(b): vodorovna hladina y, protne graf v bodé
c€labls f(c) = n.

W Véta — Princip maxima pro spojité funkce

Je-li f : [a,b] = R spojita na kompaktnim (uzavieném a omezeném) intervalu, pak na [a, b] nabyva
svého maxima i minima (a je tedy omezen4).

© Poznamka. Oba piedpoklady jsou nutné. Funkce f(x) = x na otevieném (0, 1) je spojita, ale
maxima ani minima nenabyva; f(x) = 1/x na (0, 1) neni ani omezena. Bez spojitosti maximum
existovat nemusi ani na [a, b].

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 7 — Limits, L'Hopital’s rule, and epsilon delta definitions
(limity, e-8, U'Hospital).

4 Derivace a jeji aplikace

Derivace méfi okamzitou rychlost zmény funkce a umoznuje funkci lokalné aproximovat primkou
(te¢nou).

& Definice — Derivace v bodé

Necht f je definovana na okoli bodu b. Derivaci f v b rozumime limitu

N (L) (OB (R0
fO =i T T

Je-li tato limita vlastni, fikame, Ze f je v b diferencovatelna. Jednostranné derivace f{(b), f’(b)
definujeme pfislusnymi jednostrannymi limitami.

Zlomek % je smérnice seény body (x, f(x)) a (b, f(b)). Kdyz x — b, bliZi se se¢na
k te¢né a jeji smérnice k f’(b). Te¢na t(x) = f(b) + f’(b)(x — b) je nejlepsi linearni aproximace f v
okoli b.


https://www.youtube.com/watch?v=kfF40MiS7zA
https://www.youtube.com/watch?v=kfF40MiS7zA

secna

tecna
b x
Derivace jako smérnice te¢ny: pro f(x) = 0,3x*+0,2ab = 1je f(b) = 0,5, f(2,6) = 2,228; smérnice
secny % = 1,08 se pfi x — b blizi smérnici te¢ny f'(b) = 0,6b = 0,6.

W Véta — Diferencovatelnost = spojitost

Ma-li f v b vlastni derivaci, je v b spojita. (Opak neplati: |x| je v 0 spojita, ale nema tam derivaci.)

W Véta — Pravidla pro derivovani

Maji-li f, g v b derivaci (vlastni ¢i nevlastni) a je-li prava strana definovana, plati

G+ =1+ @y =af, Go = fe+fe Genin, (1) =TI w20,

U soucinu musi byt navic f nebo g v b spojita, u podilu g spojita v b. (Je-li derivace vlastni, spojitost
plyne z pfedchozi véty, takze u vlastnich derivaci je predpoklad splnén automaticky.) Dale retizkové
pravidlo pro slozenou funkei: (fog)’(a) = f’(g(a))-g’(a), a pravidlo pro inverzni funkei: (1) (yp) =

f( ~% . kde yp = f(x0) a f'(x) # 0.

© Poznamka. [Derivace elementarnich funkci] (x*) = nx"" !, (expx)’ = expx, (Inx)’ = i,

(sinx)’ = cosx, (cosx)’” = —sinx, (arctanx)’ = 1+lx2
vyraz (napf. (+0) - 0), o derivaci vlevo nic neplyne. A i kdyZ neur¢ity vyraz nevyjde, bez ovéfeni
spojitosti 1ze dostat chybny vysledek: pro f = g = 1 5 Tsgnx da Leibnizav vzorec v 0 zdanlivé +oo,
ve skute¢nosti ale fg v 0 derivaci nema ( ]ednostranne derivace jsou +oo a —o).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 2 — The paradox of the derivative (co je derivace; navazuji
kap. 3—4: vzorce geometricky, fetizkové a soucinové pravidlo).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 5 — What’s so special about Euler’s number e? (pro¢
(exp x)’ = exp x a odkud se beree).

4.1 I’Hospitalovo pravidlo

W Véta — PHospitalovo pravidlo

Necht a € R, funkce f, g maji na prstencovém okoli P(a, §) vlastni derivaci a g’ # 0. Je-li splnéno
1. lim,_,, f(x) = lim,_,, g(x) =0, nebo
2. lim,_,, |g(x)| = i

a existuje-li lim,_,, f—) = A e R", pakilim,_,, —=

(x f&x)
g’ (x)

glx)



https://www.youtube.com/watch?v=9vKqVkMQHKk
https://www.youtube.com/watch?v=9vKqVkMQHKk
https://www.youtube.com/watch?v=m2MIpDrF7Es
https://www.youtube.com/watch?v=m2MIpDrF7Es

© Poznamka. Pravidlo fe$i jen neuréité vyrazy % a g Pokud predpoklad neplati (Citatel a jmeno-
vatel nejdou oba k nule ani k nekone¢nu), je jeho pouziti chybné. Také: pokud lim f’ /g’ neexistuje,
pravidlo nefika nic (limita f/g mtze pfesto existovat).

P Piiklad — Spravné pouziti ’'Hospitala

e T sinx — x
Zadani. Spocitejte lim,_, —
X
Reseni. . .
. sinx—x0/0 . cosx—10/0 —sinx 1
Iim— = lim——— = lim ——— = ——.
x—0 %3 x—0 3x2 x—0 6x 6

4.2 Vysetreni prubéhu funkce

Derivace jsou hlavnim néstrojem pro urceni monotonie, extrému a konvexity, z nichz lze sestavit nacrt
grafu.

W Véta — Nutna podminka lokalniho extrému

Nabyva-li f v bodé a lokalniho extrému a ma tam derivaci, je f’(a) = 0. Ekvivalentné (kontrapozici):
ma-li f v a nenulovou derivaci f’(a) # 0, pak v a lokalni extrém nema. Lokalni extrém tedy muze
nastat jen tam, kde f’(a) = 0 nebo kde derivace neexistuje (napt. v krajnich bodech intervalu).

* Véta — Derivace a monotonie

Necht f je spojita na intervalu J a ma derivaci v jeho vnitfnich bodech. Je-li f* > 0 na vnitfku J, je
f na J rostouci; je-li f* < 0, je klesajici (s >, < obdobné neklesajici/nerostouci). Je-li f* = 0, je f
konstantni.

E Definice — Konvexita a konkavita

Funkce f je na intervalu I konvexni, lezi-li jeji graf na kazdém podintervalu pod useckou spojujici
krajni body grafu, tj. proa < x <bzl

f®) - f(a)
1) < @)+ - T2,
-a
konkavni je pii opacné nerovnosti (graf nad useckou). U ostrych nerovnosti mluvime o ryzi kon-
vexité/konkavite.
konvexni: tétiva nad grafem konkavni: tétiva pod grafem

W Véta — Druha derivace a konvexita

Ma-li f na otevieném intervalu I druhou derivaci, pak: f” > 0nal = f je ryze konvexni; f” <0 =
ryze konkavni. Bod, kde graf pfechazi z jedné strany te¢ny na druhou (méni se konvexita/konkavita),
je inflexni bod.




© Poznamka. [Rolleova a Lagrangeova véta] Na pozadi téchto tvrzeni stoji véty o stfedni hodnoté.
Rolleova: je-1i f spojita na [a, b], ma derivaci na (a,b) a f(a) = f(b), existuje ¢ € (a,b) s f’(c) = 0.
Lagrangeova: za tychz piedpokladu (bez f(a) = f(b)) existujec s f’(c) = % - tj. nékde je tecna
rovnobézna se se¢nou koncovych bodi.

P’ Piiklad — Vysetieni pribéhu

Zadani. Vysettete prubéh f(x) = x> — 3x naR.

Reseni. Funkee je lich4, spojita, lim,_, o, f = %oo.

Monotonie a extrémy. f’(x) = 3x% — 3 = 3(x — 1)(x + 1), takZe f’ > 0 na (—oo,—1) i (1, )
(rostouci) a f” < 0 na (—1,1) (klesajici). V x = —1 je proto lokalni maximum f(-1) =2, vx =1
lokalni minimum f(1) = —2.

Konvexita. f”(x) = 6x, tedy f je konkavni na (—o0, 0) a konvexni na (0, ); v x = 0 je inflexni bod

(f(0) = 0).

lok. max (-1, 2)

lok. min (1,-2)

Priibéh f(x) = x® — 3x: f’(x) = 3x% — 3, kofeny +1 (f'(+1) = 0) odpovidaji lokalnim extrémim
f(=1) =2, f(1) = —2; f”(0) = 0 je inflexni bod (svislé métitko zhusténo).

4.3 Taylorav polynom (limitni forma)

Tecna je nejlepsi aproximace pfimkou. Taylortiv polynom je analogicka nejlepsi aproximace polynomem
stupné n.

& Definice — Taylorav polynom

Ma-li f v bodé a vlastni n-tou derivaci, je Tayloriv polynom radu n funkce f v a roven

o 1O ~ " (0
F0=3 L0002 @+ p@c -+ D2 a4 LD

= i ! n

W Véta — Charakterizace Taylorova polynomu - limitni forma

Tr{[ “(x) je jediny polynom stupné nejvyse n, pro ktery plati

a)".

. f)-Th ,a(x) _
R

coz zapisujeme téz f(x) = Tr{c’a(x) + o(]x — a|") pro x — a.




@ Intuice. Taylorav polynom ,kopiruje“ funkci v bodé a az do n-té derivace (TD(a) = f(i)(a)).

Zbytek f —T, klesa k nule rychleji nez (x — a)" - proto je T,, nejlepsi mozna aproximace polynomem
n 3

daného stupné. Maclaurinovy rozvoje (se sttedem 0): expx = Y, =, sinx = x — 2= + -, cosx =
n! 3!

x? _ x? X
1=+ nl+x)=x-=+3

Taylorovy polynomy sin x kolem stfedu 0: 7)(x) = x (oranzova), T3(x) = x — %3 (zelend), T5(x) =

x— %3 + % (fialova). Vyssi stupeni dava lepsi shodu se sin x v okoli stfedu; na krajich se kazdy polynom
nakonec rozejde.

© Poznamka. Velikost chyby udava L i bytku: £(x) = T () = L@ e _ gynt1
. yby udava Lagrangeiv tvar zbytku: f(x) —Tn " (x) = D! (x—a)

pro néjaké ¢ mezi a a x. Taylortv polynom také usnadiuje vypocet limit typu 9. ¢itatel i jmenovatel
se nahradi rozvojem dostate¢ného fadu (Casto méné pracné nez opakovany ’Hospital).

B Piiklad — Limita pies Taylorav polynom

A s T sinx — x , .
Zadani. Spocitejte lim,_,) ———— pomoci Taylorova rozvoje.
X
=, . X3 3 . x3 3 .
Reseni. Z sinx = x — <+ o(x?) plyne sinx — x = -5+ o(x?), takze

x> 3
. sinx—x . _Z"HJ(X) 1
lim>—/72Z~—-lim — - _~

x—0 %3 x—0 x3 6

Stacil jeden rozvoj misto trojiho derivovani.

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 11 — Taylor series (Taylorovy Fady vizualné).
5 Integraly a jejich aplikace

Integrovani je v jistém smyslu opacna operace k derivovani: ze znamé ,rychlosti“ (derivace) rekonstruu-
jeme funkci. Z toho vyrasta vypocet ploch, objemii a odhadt soudtu.
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https://www.youtube.com/watch?v=3d6DsjIBzJ4

5.1 Primitivni funkce a metody vypoctu

& Definice — Primitivni funkce

Necht f je definovana na otevieném intervalu I. Funkce F je primitivni funkci k f na I, pokud
F’(x) = f(x) pro kazdé x € I. Mnozinu primitivnich funkei zna¢ime | f(x) dx.

w Véta— Jednoznacnost az na konstantu

Je-li F primitivni k f na intervalu I, jsou primitivnimi funkcemi pravé vsechny funkce F + ¢, c € R.
(Dvé primitivni funkce se lisi o konstantu.) Kazda spojita funkce na otevieném intervalu primitivni
funkei ma.

Univerzalni vzorec pro primitivni funkci sou¢inu nebo podilu neexistuje; dvé zakladni techniky
pochazeji z pravidel pro derivovani sloZené funkce a soucinu.

W Véta — Substituce a per partes

Necht uvazované funkce jsou spojité. Pak:

(substituce) J fle@)) @’ () dt = F(p(t)) +c, kde F = J f,

(per partes) J’ f(x)G(x)dx = F(x)G(x) — J F(x)g(x)dx,

kde F je primitivni k f a G primitivni k g.

Substituce Cte fetizkové pravidlo pozpatku (,,¢’(¢) dt* se schova do ,,dx*). Per partes
¢te pozpatku Leibnizovo pravidlo (FG)” = fG + Fg: jednu funkci derivujeme, druhou integrujeme,
vyhodné kdyzZ se tim integral zjednodusi.

B Piiklad — Substituce

Zadani. Spocitejte | xe* dx.
Reseni. Volbou t = x> mame dt = 2x dx, tedy x dx = % dt:

2 2
Jxex dx=%Jetdt=%et+c=%ex +c.

U urcitého integralu navic prepocitime meze dosazenim do t = ¢(x), takZe se neni nutné vracet
k ptvodni proménné.

P Piiklad — SZZ léto 2022 ¢&. 3: Integrace per partes, [ xsinx

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 3 — Integral (per partes))
Zadani. Necht I C R je neprazdny otevieny interval. (1) Jaky je vztah mezi dvéma primitivnimi
funkcemi k téZe funkci na I? ZdGvodnéte. (2) Pro f, g : I — R s primitivnimi funkcemi F, G napiSte
vzorec pro primitivni funkci k fG, zname-li primitivni funkei k Fg. (3) Podle tohoto vzorce najdéte
primitivni funkci k f(x) = xsin x.
Reseni.

1. Dvé primitivni funkce k téZe funkci na intervalu se lisi o konstantu: jsou-li F;, F, obé primitivni

k f, mé F; — F, na I nulovou derivaci, je tedy konstantni.
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2. Z Leibnizova pravidla (FG)" = fG + Fg integraci plyne per partes

J f(x)G(x)dx = F(x)G(x) — J F(x)g(x)dx,
tj. primitivni k fG je F - G minus primitivni k Fg.
3. Volime F = x (f = 1)aG = —cosx (g = sinx); pak fG = —cosx a Fg = xsinx. Ze vzorce

J(=cosx)dx = x(—cosx) — [ xsinx dx, tj. —sinx = —x cos x — | x sin x dx, odkud

stinxdx =sinx —xcosx + C.

(Ovérenti: (sinx — x cos x)” = cosx — (cos x — x sin x) = x sin x.)

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 8 — Integration and the fundamental theorem of calculus
(integral a jeho souvislost s derivaci).

5.2 Urcity integral: Newtonav a Riemannuv

Existuji dvé cesty k urcitému integralu. Newtoniiv stoji na primitivni funkci, Riemanntiv na plose pod
grafem; za rozumnych pfedpokladt davaji totéz.

E Definice — Newtonuv integral

Ma-li f na (a,b) primitivni funkci F s vlastnimi jednostrannymi limitami F(a*) = lim,_,.+ F a
F(b™) = lim,_,;- F, definujeme

b
)| f@dx = [P = ) - Fla).

Definice nezavisi na volbé F (lisi se jen o konstantu). Tfidu funkci, které maji na (a, b) Newtontv
integral, znacime N(a, b).

& Definice — Riemannuv integral

Délenim intervalu [a,b] je D = (ay, ..., a) s a = ay < - < a = b; klade intervaly [ = [a;, a;41]. Dolni

a horni Riemannova suma jsou

s(f.D)= Y Ihm;,  S(f.D)= ) IHM,  m=inff, M= sup f.
i i i i
—b
Dolni a horni integral jsou ﬁf = supps(f.D) a [, f = infp S(f, D). Pokud se rovnaji a jsou

TR G . 2 2 . e g p b o .
konecné, jejich spolenou hodnotu nazyvame Riemannovym integralem [, f. Tiidu riemannovsky
integrovatelnych funkci na [a, b] zna¢ime R[a, b].

Riemannuv integral formalizuje obsah plochy pod grafem: zdola ji odhadujeme ,;schody*

pod grafem (dolni sumy), shora ,;schody* nad grafem (horni sumy). Kdyz lze rozdil horni a dolni
sumy ucinit libovolné malym, oba odhady splynou a definuji obsah. (Funkce musi byt omezena; napf.
Dirichletova funkce integrovatelna neni.)


https://www.youtube.com/watch?v=rfG8ce4nNh0
https://www.youtube.com/watch?v=rfG8ce4nNh0

a b

Dolni Riemannova suma pro f(x) = 0,25 x? + 0,5 na [a,b] = [0, 3] s délenim Ax = 0,5 (6 obdélnikd):
vysky v levych krajich, nebot f roste. Horni suma by pouzila pravé kraje; zjemnovanim déleni (Ax — 0)
se obé sumy seviou k obsahu pod grafem.

W Véta — Postacujici podminky integrovatelnosti

Je-li f na [a,b] spojita, nebo je-li na [a, b] monotdnni, pak ma na [a, b] Riemanniv integral.

5.3 Souvislost s primitivni funkci (zakladni véty analyzy)

W Véta — 1. zakladni véta analyzy

Necht f € R[a,b] a F(x) = f; f(t)dt. Pak F je na [a,b] spojita a v kazdém bodé x,, kde je f spojita,
plati F’(xy) = f(xp). Specialné kazda spojita funkce ma primitivni funkei.

W Véta — 2. zakladni véta analyzy

Existuji-li oba integraly, jsou si rovny: pro f € R[a,b] N N(a,b) plati

b b
j e (N)j f = [FIL = F(b) - F(a).

Proto u urcitého integralu obvykle nerozlisujeme, zda jde o Newtontv ¢i Riemanntv. Spojité funkce
maji oba a shoduji se.

Derivovani a integrovani jsou navzajem inverzni operace: derivace ,rozbali“ plochu
naakumulovanou funkei (F” = f), zatimco ur¢ity integral ,naakumuluje” hodnoty f a vysledek je
rozdil primitivni funkce v krajnich bodech. To je obsah obou zakladnich vét.

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Calculus kap. 9 — What does area have to do with slope? (intuice za
zakladnimi vétami analyzy: plocha < smérnice).

5.4 Aplikace integralu

Obsahy rovinnych atvara. Obsah utvaru pod grafem nezaporné funkce f na [a, b] je pfimo ff f(x)dx.

P Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 3: Integraly a primitivni funkce

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 3 — Integraly a primitivni funkce)
Zadani. Spocitejte obsah ttvaru pod grafem f(x) = x cos x pro x € [0, %]

14


https://www.youtube.com/watch?v=FnJqaIESC2s
https://www.youtube.com/watch?v=FnJqaIESC2s

Reseni. Obsah je jér/z x cos x dx. Per partes volime f = cosx,G = x (tedy F =sinx, g =G’ = 1),
takze [ fG = FG— [ Fg:

7/2 . /2 Ze . T /2 T
xcosxdx:[xsmx]0 — smxdxz——[—cosx]o =E—1.
0 0

f(x) =xcosx

0

z
2

Vyznacena plocha pod grafem f(x) = x cos x na [0, %] se rovna hodnoté integralu | ” xcosxdx =
% —1=0,571.

B Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 3: Zaklady analyzy

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 3 — Zaklady analyzy)

Zadani. Utvar U, (p > 0) je ohranicen piimkami x = p, x = p + 1, osou x a grafem f(x) = x + %
(1) Ukazte, ze mé obsah p + In(1 + %) + %
(2) Existuje p € (0,100) s obsahem vétsim nez 10 000?
(3) Najdéte p, pro néz je obsah minimalni.

Reseni.
(1) Primitivni funkce a dosazeni mezi. Obsah je u(p) = 5 o (x+ %) dx; s primitivni funkci
xz .
5t In x:
(2 pr1_(p+D’-pt  ptl !
u(p)—[?+lnx]p = 5 +1In 5 —p+§+ln(1+;).

(2) Limita pro p — 0%. Pro p — 0% je In(1 + %) — +oo, takze u(p) — +o0; na dostateéné malém
p > 0 (atedyiv (0,100)) obsah pfesahne libovolnou mez, specialné 10 000.
(3) Derivace a kriticky bod. Retizkové pravidlo na In(1 + %) dava

—1/p?
/p _, 1

(p)=1 =1- )
¥ (p) +1+1/p pi+p

Z u'(p) = 0 plyne p?> + p— 1 = 0 s jedinym kladnym koienem p, = _1;‘6
2p +1

Konvexita. u”(p) = m > 0, takZe u je ryze konvexni a py je bodem globalniho minima:
petp
—1+/5
Po= ;\f-

(Priklad pékné spojuje integral (obsah) s derivaci (extrém).)

Odhady soucta fad. Vztah mezi integralem a Riemannovymi sumami dava odhady koneénych i
nekone¢nych soucti.
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W Véta — Odhad sumy integralem a integralni kritérium

Je-li f neklesajici na [1,n], plati ZZ;} flk) < Iln f < Y}, f(k) (pro nerostouci f se nerovnosti
obrati). Disledek pro nezapornou nerostouci f : [1,00) — [0, 00): fada ) ;- f(k) konverguje pravé

tehdy, kdyz limy_ [7 f < +oo.

O Poznamka. Zapis floo f = limyo [ f (pokud limita vpravo existuje) se nazyva nevlastni
integral — rozsifuje integral na neohraniceny interval. V tomto tvaru ho pouzivame v kritériu vyse
i v prikladu nize.

@ Intuice. Kazdy ¢len f(k) je vyska obdélniku o sifce 1; u monoténni f tyto obdélniky integral Jln f
seviou zdola i shora podle toho, bereme-li jako vysku levy, ¢i pravy krajni bod intervalu. Poslanim
n — oo odtud plyne integralni kritérium: nezaporna nerostouci fada konverguje pravé tehdy, kdyz
konverguje pfislusny nevlastni integral.

4 vz . ;v .
P Priklad — Harmonicka c¢isla a divergence

Zadani. Pomoci odhadu sumy integralem rozhodnéte o konvergenci fad ) -, % a st % (pro
s> 1).
Reseni. Pro f(x) = % dava odhad Inn + % <H,<lnn+1,kde H, =1+ % + e+ % Protoze

Inn — +oo, harmonicka fada ), % diverguje. Naopak floo xPdx = ﬁ < oo pro s > 1, takze ), % pro
s > 1 konverguje.

Objemy a povrchy rotacnich téles; délka kiivky. Ma-li f na [a, b] spojitou derivaci a f > 0, pak
pro téleso vzniklé rotaci utvaru pod grafem kolem osy x plati

b b
objem = nJ f(t)? dt, povrch = ZJTJ F@J1+ (f®)? de,

a délka grafu (oblouku) funkce f je
b

délka = J 1+ (F(1)? dt.

a

@ Intuice. Vechny tii vzorce vznikaji ,nasekanim* ttvaru na tenké platky a se¢tenim (limitou)
jejich ptispévki: objem jako soucet tenkych valeckt o poloméru f(x) (7 f(x)? dx), délka kiivky jako
soucet malickych prepon /1 + (f)? dx (Pythagoras na pfirtiistky dx a f/(x) dx).

P Piiklad — Objem koule

Zadani. Odvodte integralem vzorec pro objem koule o poloméru r.

Reseni.

Volba rotujici funkce. Koule o poloméru r vznikne rotaci horniho pulkruhu pod grafem f(x) =
\r? — x? (horni ptlkruZnice o poloméru r) na [—r, 7] kolem osy x. Rez kolmy k ose x v bodé x je
kruh o poloméru f(x), tedy o obsahu 7 f(x)?.

Integrace. Objem je soucet (integral) tenkych platka o tloustce dx:

V= Jt[ f(x)?dx = Jt[ (Nr? - x2)2 dx = ﬂ[ - x> dx = Jr[rzx - x_s]r_r

3

Druha mocnina zrusila odmocninu a zbyl polynom (zde je r konstanta); jeho primitivni funkce je

3
2 X
rex — —.
3
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3 3 3 3
; ; . r r 2 . —r r 2 .
Dosazeni mezi. V horni r?-r — 5= r— = §r3, v dolni r2-(=r) — % = 5= —§r3.Jejlch

q: 2.3 2.3\ _ 4.3
rozdil je 37 —(—gr)—gr , a tedy

(x)

Objem koule jako soucet tenkych platki: rotaci ptlkruznice f(x) = Vr? — x? kolem osy x vznikne
koule. Rez kolmy k ose v bodé x je kruh o poloméru f(x) = vr? — x%, tj. s obsahem 7 f(x)* =

L . , ey 4
7(r® — x*); seéteno integralem na [—r,r] dava V = gan.

© Poznamka. Integrand r? — x? je sudy, takze §lo potitat zkratkou V = 27 j(; (r* — x?) dx (poloviéni

interval, dvojnasobek) a vyhnout se zapornému kraji. Rozmérovéa kontrola: vysledek vysel iumérny

C o o4 L
r3, coz je objem — koeficient 37T e bezrozmérny.

Shrnuti

© Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Stru¢ny vyéet klicovych definic,
vét a vzorcu okruhu M1.

Posloupnosti a limity.
o Limita lim, ,a, =a € R: Ve > 03ny Vn > ny : |a, — a| < e. Vlastni limita = konvergentni;
nevlastni (+00) nebo neexistujici = divergentni.
« Konvergentni = omezena (ne naopak: (—1)" je omezen4, ale divergentni). Dikaz obménou:

pro ¢ = 1 existuje ng, poté |a,| < |L| + 1; kone¢né mnoho prvnich ¢lentt pokryje K =
max{la|, ..., lap,—1l, [L| + 1}.
« Monoténni posloupnost vzdy ma limitu (vlastni < navic omezena).

o Aritmetika limit: lim(a,, = b,) = A + B, lim(a,b,) = AB, lim Z—" = % — plati, je-li prava strana

definovana (neurcité vyrazy oo — oo, 0 - o vylouceny). Omezen - nulova = 0.
« Véta o dvou policajtech: a, < ¢, < b, alima, =limb, = L = lim¢, = L.
« Limita a usporadani: z A < B plyne a, < b, od jistého indexu; z a,, < b, pro v§. n plyne A < B
(ostra nerovnost se v limité miZe zkazit na neostrou).
Rady.
« Rada };” a,: N-ty ¢asteény soucet sy = ZnNzo a; konverguje — limy_ Sy € R
+ Nutna podminka konvergence: a, — 0. Nesta¢i — harmonicka )}, % diverguje, pfestoze % — 0.
+ Geometricka fada )5, ¢": pro |g| < 1 soucet ﬁ; pro g > 1 soucet +oo; pro ¢ < —1 soucet
N+1_q
q-1
o p-série )5 %: konverguje pro s > 1, diverguje pro s < 1 (integralnim kritériem).

q

neexistuje. Mezivysledek: sy = proq # 1.

Limita funkce a spojitost.
o limy_,, f(x) =A:Ve>035 >0 : x € P(a,d) = |f(x) — A| < e. Limita oboustrannd <= obé
jednostranné existuji a rovnaji se; totéz pro a, A € R* pfes okoli +oo.
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Heineho véta: lim,_,, f(x) = A < pro kazdou x,, = a, x, # a, plati f(x,) > A. Hodi se k
dikazu neexistence limity (sta¢i najit dvé posloupnosti s riznymi limitami f(x;,), f(y,))-
Aritmetika limit, limita a uspofadani, véta o dvou policajtech: analogicky jako u posloupnosti.
Limita slozené funkce: lim,_,, g = B, lim,,,g f = C a navic (P1) f spojitd v B, nebo (P2) g na
okol. a nenabyva hodnoty B = lim,_,, f(g(x)) = C. (Bez P1/P2 muzZe selhat.)

Spojitost f v a: lim,_,, f(x) = f(a). Nespojitost: limita neexistuje, nebo existuje, ale = f(a).
Pokud f v a neni definovana, o (ne)spojitosti nelze mluvit.

Darbouxova véta: f spojita na [a, b] = nabyva kazdé hodnoty mezi f(a) a f(b) (zobrazuje interval
na interval). Aplikace: metoda ptleni intervala pro kofeny.

Princip maxima: f spojitd na kompaktnim [a, b] = nabyva svého maxima i minima. Uzavfenost
nutna (f(x) = x na (0, 1) max ani min nema).

Derivace a aplikace.

Definice: f’(b) = limy,_,q w Diferencovatelnost = spojitost (ne naopak: |x| v 0).
Pravidla: (f+g)" = f'+g’, (af) = af’,(fg) = f'g+ fg" (Leibniz; u nevlastnich derivaci navic

f nebo g spojitd), ()" = FELE (g spojits, g(8) # 0): (f « £)'(@) = f(8(@)) - g'(a) (Fetizkove);
YY) = % (inverze, f’(xy) # 0).

Zakladni derivace: (x") = nx™ L, () = ¢*, (Inx)’ = %, (sinx)’ = cosx, (cosx)’ = —sinx,
1

1+x2°
f_ i

I'Hospitalovo pravidlo: lim i lim g (pokud prava strana existuje), plati pro neurcité vyrazy %

(arctanx)’ =

a g U jinych vyraz nelze pouzit; neexistence limity f’/g’ nic nefika.

Nutni podminka lokélniho extrému: f’(a) = 0 nebo derivace neexistuje (v¢. krajnich bodi).
Monotonie: f/ > 0 = rostouci, f* < 0 = klesajici, f* = 0 = konstantni.

Konvexita: f” > 0 = ryze konvexni, f” < 0 = ryze konkavni; inflexni bod = zména konvexity.
Rolleova véta: f spoj. na [a,b], diff. na (a,b), f(a) = f(b) = Ic € (a,b) : f’(c) = 0. Lagrangeova:
totéz bez podminky f(a) = f(b), 3c : f'(c) = % (teéna rovnobézna se se¢nou krajnich
bodu).

Taylortv polynom fadu n v a: T,{ ) =38, O]

i!

(x — a)’; jediny polynom stupné < n's f(x) —

L(n+1)
T, = o(|x — a|") pro x — a. Lagrangeuv zbytek: f(n+1§f) (x — a)"! pro néjaké c mezia a x.
Maclauri je (a=0):e* = Y osnx=x-2 4% S
aclaurinovy rozvoje (a = 0): e* = ) 5 sinx=x-— 45— c0sx=1-5 45—

L

2
= sp— &
In(1+x)=x >+ 3

Integraly a aplikace.

Primitivni funkce F k f na I: F/(x) = f(x) pro v8. x € I. Dvé primitivni funkce k téze f na
intervalu se li$i o konstantu; kazda spojita funkce primitivni funkci ma.

Substituce: | f(p(t)) ¢’ (t) dt = F(p(t)) + ¢ (fetizkové pravidlo pozpatku). U uréitého integralu
prepocitat meze: fttlz fle@®) ¢’ (t)dt = (Z’((ttlz)) f(x)dx.

Per partes: [ f(x)G(x) dx = F(x)G(x) — [ F(x)g(x) dx (Leibnizovo pravidlo pozpatku). Typické
vysledky: [ x sinxdx = sinx — x cos x + ¢, [ x cos x dx = cos x + x sinx + c.

Newtonuv integral: (N )jf = ]Z = F(b) — F(a) (nezavisi na volbé F).

Riemannuv integral: sup dolnich sum = inf hornich sum (a obé kone¢né) = f integrovatelna.
Postacujici podminka: f spojita nebo f monoténni na [a, b].

1. zakladni véta analyzy: F(x) = f; f(t)dt = F’(xy) = f(x9) v bodech spojitosti f. 2. zdkladni
véta: pro f € R[a,b] N N(a,b) je Riemanntv = Newtontv (pro spojité f vzdy).

Obsah: plocha pod grafem f > 0 na [a, b] je ff f(x)dx.

Odhad sumy integralem: f nerostouci = ZZ: flk) > fln f > Yi_, f(k) (pro neklesajici f
nerovnosti opacné). Integralni kritérium: f > 0 nerostouci = } -, f(k) konverguje <

floof<00.
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« Rotaé¢ni téleso (rotace f > 0 na [a,b]| kolem osy x): objem V = ﬂff f(t)? dt, povrch S =

2r 1 FEWT+ (F/ )2 dt. )
. Délka kiivky (grafu f): L = [* 1+ (f/(®)2 dt.

Zdroje

« V. Jelinek: Matematicka analyza 1, kompletni zapisky z pfednasky NMAI054, MFF UK, 2019/20
(primarni zdroj vykladu).
https://iuuk.mff.cuni.cz/~jelinek/1920/mal.html

« L. Pick, S. Hencl, J. Spurny, M. Zeleny: Matematicka analyza, skripta (verze 2025-02-09).
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza-pro-studenty-2025-02-09.pdf

« L. Pick: Sbirka prikladii k MA I a IL
https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/sbirka.pdf

+ 3Blue1Brown: Essence of Calculus (videa odkazovana v textu).
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLZHQObOWTQDMsr9K-1j53DWVRMYO3t5Yr

« MFF UK: pozadavky ke statni zavérec¢né zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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