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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otédzky z minulych termini SZZ (2022-2026) zatazené
do okruhu M2. U otazek s obrazkem je grafika ofiznutd z origindlntho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselnd data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zverejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nécrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otdzce neobsahuje.

1 Baze a ortogonalni baze

(Redlnd otdzka: podzim 2022, ¢. 4 — Bdze a ortogondlni bdze)
Zadani.
Uvazujme matici A = BC, kde
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1. Najdéte bézi sloupcového prostoru matice A.
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2. Definujte pojem ortogonalni baze.


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

3. Najdéte ortogondlni bazi sloupcového prostoru matice A.
Nacrt reseni.

1. Matice A = BC je typu 5 x 5, ale rank(A) = rank(B) = 2. Plati totiz rovnost sloupcovych
prostorit col(A) = col(B): kazdy sloupec A je tvaru B - (sloupec C), takze col(A) =
{Az : » € R’} = {B(Cx) : * € R°}. Protoze C' ma plnou ifddkovou hodnost 2, je
{Cz : 2 € R°} = R? a tedy col(A) = {By : y € R?} = col(B). Bazi proto tvoii dva
(linedrné nezavislé) sloupce matice B:

by =(1,2,1,1,1)T, by = (3,2,2,0,—1)T.

2. Ortogondlni bdze prostoru (se skaldrnim soucinem) je baze, jejiz kazdé dva ruzné vektory
jsou na sebe kolmé, tj. maji nulovy skaldrni soucin.

3. Pouzijeme Gramovu—Schmidtovu ortogonalizaci na by, by:

uy = bl = (1727 17 17 1)T7 Hul“Q = 3.
Dale by - uq = 8, takze
b2'u1 8 T
UQZbQ—WU1 Zbg—gul :bg—ul == (2,0,1,—1,—2) .

Kontrola: u; - ug = 0. Hledana ortogonélni baze je tedy

{(1,2,1,1,D%, (2,0,1,-1,-2)T}.
(V PDF bez ndcrtu resend; ndcrt doplnén k vykladu okruhu, vgpocet ovéren numericky.)

2 Linearni zobrazeni

(Redlnd otdzka: jaro 2023, ¢. 3 — Linedrni zobrazent)
Zadani.

1. Definujte matici linedrniho zobrazeni vzhledem k zadanym bdzim.

2. Formulujte tvrzeni o matici slozeného zobrazeni, tj. jak se matice linearniho zobrazeni méni
pri skladani zobrazeni.

3. Uvazme linedrni zobrazeni g : Z2 — Z2 spliwjici f o g o h = id, pficemz linedrni zobrazeni
f a h jsou dana nésledovné:

£((1,007) = n((0,)") = (3,4)",
F(0.0)7) = h((1,0)") = (4, )"
Najdéte matici g vzhledem ke kanonickym bazim.

NaAacrt reseni.
(V origindlnim PDF bez ndcrtu; doplnéno vzorové resend.)
1. Matice linedrniho zobrazeni. Bud f : U — V linearni, By = {z1,...,x,} bdze U a By

baze V. Matici f vzhledem k bdazim By, By (znac¢ime g, [f]p,) rozumime matici, jejiz j-ty
sloupec tvori souradnice obrazu [f(x;)]p, . Splnuje [f(x)|p, = By [flBy - [2]B, -



2. Matice slozeného zobrazeni. Pro f : U — V, g:V — W a baze By, By, By plati

Bwl9° flBy = Bwl9lBy - By [flB0-
Skladani zobrazeni tedy odpovida nasobeni jejich matic.

3. Sloupce matice zobrazeni vzhledem ke kanonickym bazim jsou obrazy kanonickych vektort,

takze (pocitdme v télese Zs)
3 4 4 3
() =)

kde Fu = f((1,0)T) = (3,4)T, Fua = f((0,1)T) = (4,1)T a obdobné H,; = h((1,0)T) =
(4,17, Hyo = h((0,1)T) = (3,4)T. Z rovnosti fogoh = id plyne FGH = I, tedy
G=F1'H
Inverzi matice fadu 2 poéitdme jako (¢ 3)_1 = (det)!( % ) (vSe modulo 5):
e detF=3-1-4-4=-13=2, 271 =3, takze F 1 =3( 1, 3') =(
e det H=4-4-3-1=13=3, 371 =2, takie H ' =2( %4 ) = (3

T A T I A R

Overeni: FG = (33) a (FG)H = I, takze fogoh =id.

53);
1)

Pak

3 Linearni algebra

(Redlna otdzka: léto 2023, ¢. 8 — Linedrni algebra)

Zadani.
12 0 1
=07 =0a)

Uvazujme dvé matice
1. Najdéte vektor x € R? takovy, aby vektory Az, Bz byly na sebe kolmé (pii standardnim
skaldrnim soucinu).

2. Najdéte matici linedrniho zobrazeni, které vektor Az zobrazuje na vektor Bz pro libovolné
r € R2.

3. Rozhodnéte, zda linedrni zobrazeni = — B~'A3B~ !z plochy geometrickych ttvari zvétsuje
¢i zmensuje.
NAacrt reseni.
(V origindlnim PDF bez ndcrtu; doplnéno vzorové resend.)
1. Spoéitdme Az = (21 + 2w9, 1 + 22)7 a Bx = (z2, 21 + 212)T. Jejich standardni skaldrni
soucin je
(Ax)T(Bx) = (1 + 2m2)xo + (21 + m2) (21 + 229) = x% +4xxg + 4:1:% = (z1 + 2$2)2.

Vektory jsou kolmé pravé tehdy, kdyz (z1 +222)? = 0, tj. 1 = —2x9. Hledané vektory jsou
tedy x =t (—2,1)T, t € R (napi. x = (-=2,1)T).



2. Hleddme matici M s M(Az) = Bx pro vsechna x. Protoze A je regularni (det A =
1-1—2-1=—1%#0), prochazi Az celé R? a podminka je ekvivalentni M A = B, odkud

M =BA™ 1. Z
1 /1 -2 -1 2
_1_7 o
A _—1<—1 1>_(1 —1>

wemat=(00) (0 5)=000)

Ovéfeni: MA = (%*01)(%%) =91)=8B.

dostavame

3. Faktor zmény obsahu pii zobrazeni x — Cx je |det C|. Z multiplikativnosti determinantu

| det A|3

det(B~1A3B™ )| = — |
| det( ) det B2

1
Zde det A = -1l adetB=0-2—-1-1= —1, takze faktor je 1— = 1. Obsahy se tedy

3

2
neméni (zobrazeni je zachovavé; protoze det(B~1A3B~1) = (-1)3/(—~1)? = —1 < 0, méni
jen orientact).

4 Skalarni soucin

(Redlna otdzka: jaro 2024, ¢. 8 — Skaldarni soucin)
Zadani.

1. Ovéite, ze (A,B) = trace(ATB) je skaldrni sou¢in na R™*", pii¢emz tzv. stopa matice,
znacend trace, je definovdna pro ¢tvercové matice fadu n predpisem trace(C) = > 7" cis.

2. Rozhodnéte, zdali jsou matice A,B € R**® na sebe ortogondlni vzhledem k uvedenému
skaldrnimu souéinu pro matici

a matici B, jejiz vSechny prvky jsou rovny —13.

3. Zformulujte Cauchyho—Schwarzovu nerovnost a rozhodnéte, zda pro ¢tvercovou matici A
fadu n plati: (trace(A))% < n - trace(ATA).

NAaért reseni.

1. Po dosazeni

n n

(A,B) = trace(ATB) = Z ATB)ii = > Y (AT by = zn: zn:aﬂbj,-.

i=1 j=1 i=1 j=1

Neboli po slozkach mezi sebou vynasobime matice A a B a vysledek secteme.

Toto zobrazeni spliuje axiomy skaldrniho soucinu:

o (AA) =30, 370 1(a5)? 20
o <A,A> = Z?:l Z;‘:l(aﬁ)2 =0= VZ,] L = 0=A=0

4



o (AB) =370 >0 azibyi = 2000 05 bjiaji = (B, A)
o (A+C,B) =700 >0 (ajiteii)by = 3070 D0 agibjit 27 D00 ¢jibji = (A, B)+
(C,B)
o (tA,B) =300 >0 tagibji = t3 00 D00 ajibji = t(A,B)
Také vyplyva z toho, Ze jde o standardni skalarni soucin, pokud realné matice typu m x n
reprezentujeme jako realné vektory o mn slozkach.

2. (A,B) =30, >0 a5 (=13) = —133°% X7, aj = 0, protoze A ma fddkové soucty
—3.3,-3a3.

3. Cauchyho-Schwarzova nerovnost: Pro kazdy vektorovy prostor V' se skalarnim soucinem a
normu odvozenou z tohoto skaldrniho soué¢inu plati: Yu,v € V' : [(u,v)| < ||lul - [|v]|.

Dotazovani nerovnost plati, umocnénim obou stran Cauchyho—Schwarzovy nerovnosti
dostaneme Yu,v € V : (u,v)2 < (u,u)(v, v). Do této nerovnosti dosadime uvedeny skalarnf
souéin a vektory u = I, a v = A. Dostdvame: (trace(A))? = (trace(I'A))2 = (I, A)?
(I,,1,)(A,A) = n - trace(ATA).

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): pro A,B € R™*" je ATB typu n x n, takie
spravné trace(ATB) = 31 | 7y @jibj; (vnitini soucet jde pres m fadki, v nacrtu je hornf mez
n). Na zévéru to nic neméni: jde o soucet soucini odpovidajicich prvku pres vSech mn pozic.
V bodé 2 se s¢ita pres vsech 4-6 = 24 prvki matice A; radkové soucty jsou 1—243—4+5—6 = —3,
—243—-4+5—06+ 7= 3 a déle se stridaji, celkovy soucet je tedy 0.

5 Baze vektorovych prostori

(Redlna otdzka: léto 2024, ¢. 8 — Bdze vektorovyjch prostori)
Zadani.

1. Zformulujte Steinitzovu vétu o vymeéné vhodnych vektori mezi linedrné nezavislou a
generujici mnozinou (¢ili nikoli nutné bazemi).

2. Méjme readlnou matici A takovou, ze je podobné diagondlni matici D prostifednictvim

sou¢inu R'AR, kde

-1 -1 -8 -2 -8

0 1 -3 0 2

R=|-1 -2 6 -2 3|,

-1 -3 7 -1 —4

1 2 0 2 4
pricemz je znamo, ze prvky na diagonale D jsou ¢isla 17,17,23,17,23 v uvedeném poradi.
Rozhodnéte, zdali néktery ze sloupct matice R Ize vymeénit za nasledujici vektor u;, aby
matici A bylo stdle mozné diagonalizovat i prostiednictvim vysledné matice R.

Pokud takovd vyména je moznd, urcete vsechny sloupce matice R, které mohou byt
vymeénény.

(a) Reste pro u; = (4,2,2,-3,-2)".
(b) Reste pro uy = (7,6, —2,12,—6)T.

Své odpovédi zduvodnéte.

NAacrt reseni.



1. Necht B je konecna linedrné nezavisld mnozina ve vektorovém prostoru V' a C generuje V.
Pak existuje D takova, ze: D generuje V, BC D, |D|=|C|a D\ B C C.

2. Vzhledem k bézi B ze sloupcu R jsou (spoc¢teno feSenim soustav):

(a) [u1]s = (0,2,0,—-3,0)" tedy u; lze vyménit za 2. a 4. sloupec, ty odpovidaji stejnému
vlastnimu ¢islu 17, tedy se podprostor vlastnich vektort nezméni.

(b) [ug]p = (0,1,1,0, —2)T &ili uy nelezi v ani jednom podprostoru vlastnich vektorti, nenf
tedy vlastnim vektorem a proto vyménu provést nelze.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): R je regularni (jeji sloupce tvori bazi),
takze souradnice [u;]p jsou jednoznacné. Podle diagonaly D tvori sloupce 1,2, 4 bézi vlastniho
podprostoru ¢isla 17 a sloupce 3, 5 bézi vlastniho podprostoru ¢isla 23. V (a) je uj = 2R.2 — 3Ry
kombinaci vektori z podprostoru ¢isla 17, takze je to vlastni vektor pro 17. Vyménou sloupce
zustane baze pravé tehdy, kdyz ma u; u vyménovaného sloupce nenulovou soutadnici (jinak
by uy lezel v obalu zbylych sloupcii a vznikl by linedrné zavisly systém). Vymeénit lze tedy
bud 2., nebo 4. sloupec (kazdy zvlast), ne 1., 3. ani 5. V (b) je uz2 = Rio + Ri3 — 2R3, tedy
Aus; = 17R,5 + 23R,.3 — 46R,5. Kdyby Aus = Aug, porovnani souradnic by dalo A = 17 i A = 23,
COZ je Spor.

6 Matice

(Redlnd otazka: jaro 2025, ¢. 3 — Matice)
Zadani.

1. Najdéte symetrickou matici S € R3*3 takovou, aby

Ker(S) = span{(1,5,1)7,(0,2,1)7}.

2. Definujte pojem podobné matice a stanovte, které z nasledujicich veli¢in maji podobné
matice stejné: hodnost, determinant, jadro.

3. Matice
2 2 3
A=|0 -1 —4
1 2 4

mé vlastni ¢isla 3 a 1. Rozhodnéte, zda existuje baze, vzhledem k niz mé linedrni zobrazeni
f(x) = Az matici v diagonalnim tvaru.

NAcrt reseni.

1. Radkovy prostor matice je kolmy na jadro, éili je generovan vektorem (3,—1,2)7. Ze
symetrie pak matice musi mit tvar

9 -3 6
S=a(3,-1,2)73,-1,2)=a -3 1 -2,
6 -2 4

kde a # 0.

2. Matice A, B € R™*" jsou podobné, pokud existuje reguldrni matice R takova, ze A =
RBR™'. Podobné matice maji stejnou hodnost i determinant. Jidro ne, napiiklad pro

. 10 00
matweA-(O 0>,B—<O 1).



3. Ne, neexistuje. Vlastni ¢islo 1 je dvojnasobné, ale pfislusi mu jen jeden vlastni vektor,
nebot rank(A — I3) = 2. TudiZ matice nelze diagonalizovat.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): (1) Vektor kolmy na oba generatory jadra
dé vektorovy soucin (1,5,1) x (0,2,1)=(5-1—-1-2, 1-0—1-1, 1-2—-5-0) = (3,—1,2). Jadro
mé dimenzi 2, takze rank(S) = 3 — 2 = 1. Rddkovy prostor je kolmy na jadro (Ker(S) = R(S)*),
takze kazdy fadek S je ndsobkem (3, —1,2); ze symetrie totéz plati pro sloupce. Proto S = avv’
sv=(3-1,27aa#0. Zkouska: v7(1,5,1)T =3 -5+2=0a27(0,2,1)T = —2+2=0.
(3) Ze je pravé &slo 1 dvojnasobné, plyne ze stopy: trace(A) =2 —14+4=5=3+1+ )3, tedy
A3 = 1. Matice A— I3 = ((1) —22 —24) mé 1. a 3. fadek stejny, takze rank(A — I3) = 2 a geometricka
nasobnost ¢isla 1 je 3 — 2 = 1, mensi nez algebraicka 2.

7 Skalarni soudin

(Redlnd otdzka: léto 2025, ¢. 3 — Skaldrni soucin)
Zadéani.

Uvazujme zobrazeni ve tvaru (z,y) = x' Ay pro symetrickou matici A € R"*",
1. Rozhodnéte o platnosti vyrok:

(a) Je-li (z,y) = 2T Ay skalarni sou¢in na R", pak det(A4) > 0.
(b) Je-li B € R™" symetricka regularni matice, pak (z,y) = 27 B2y je skalarni souéin na
R™.

2. Uvazujme skalarni souc¢in na R™ zadany ve tvaru (x,y) = 27 Ay pro néjakou vhodnou matici
A € R, Zapiste Cauchyho—Schwarzovu nerovnost tak, aby misto normy a skaldrniho
soucinu byly pouzity maticové a aritmetické operace.

3. Rozhodnéte, zda pro vsechna prirozena n > 1 plati, ze matice

1 1
A= 2 2
1 2 n

(tj. A € R™" s prvky a;; = min(i, 7)) je pozitivné definitni. Formulujte prislusné kritérium
a ovérte ho, pripadné ukazte protipriklad.

NAaért reseni.

1. (a) Ano, matice je pozitivné definitni, ma tedy kladnd vlastni ¢isla i determinant.

(b) Ano, B? je symetrickd s kladnymi vlastnimi ¢&isly, tedy pozitivné definitni.

2. Cauchyho—Schwarzova nerovnost: Pro kazdé x,y € V plati

[z, o) < [l - llyll-

V nasem pfipadé méa nerovnost tvar

lzT Ay| < VaT Az /yT Ay.



3. Ano, matice A je pozitivné definitni. Napiiklad Choleského rozklad mé tvar A = LLT, kde

1 0 --- 0
L =

: .0

1 ee e 1

Snadno lze ovérit i Gaussovou eliminaci nebo Sylvestrovym kritériem.

Doplriujict vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): (1b) Protoze B je symetricka, je B> = BT B
symetrickd a jeji vlastni ¢isla jsou A% pro vlastni ¢isla A matice B; regularni B nem4 vlastni
¢islo 0, takze A2 > 0. P¥imo: 27 B2z = ||Bz||? > 0 pro x # o. (3) Pro dolni trojihelnikovou L se
samymi jedni¢kami na diagonéle i pod ni je (LLT);; = >°, LixLjx pocet indextt ks k <iak < j,
tedy min(i, j) = a;;. L méa kladnou diagonalu, takze jde o Choleského rozklad a A je pozitivné
definitni pro kazdé n.

8 Matice

(Redlna otdzka: jaro 2026, ¢. 3 — Matice)
Zadani.

Uvazujme matici A € R3*3, jejiz ifddkovy prostor ma bazi tvofenou pouze vektorem (1,2, 3)7.
1. Najdéte odstupnovany tvar matice A.
2. Napiste definici determinantu a spoc¢itejte konkrétni hodnotu det(A).

3. Najdéte ortogonalni bazi jadra matice A.

NAcrt reseni.

1.
1 2 3
0 00
0 00
2.

det(A) = Z sgn(p) Hai,p(i)-
=1

PESn

V nasem piipadé méd matice A hodnost 1, ¢ili je singuldrni a det(A) = 0.

3. Jadro matice A ma dimenzi 2 a bazi tvoif napi. vektory (2, —1,0)7, (3,0, —1)7. Gramovou—
Schmidtovou ortogonalizaci dostaneme ortogonalni bézi (2, —1,0)7, (3,6, —5)7.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): (1) VSechny radky A jsou nésobky (1,2, 3)
a aspon jeden je nenulovy; eliminaci (a vydélenim pivotu) zbude jediny nenulovy fadek (1,2, 3).
(3) Jadro je mnozina x s x1+2w2+3z3 = 0 (dimenze 3—1 = 2). Gram—Schmidt na v; = (2, —1,0)%,
vg = (3,0, —1)T: (vg,v1) = 6, (v1,v1) = 5, takze vg — gvl = %(3,6, —5)7; po vynéasobeni péti
dostaneme (3,6, —5)7. Zkouska: (2,—1,0) - (3,6,—5) =0a 3+2-6+3-(—5) = 0, vektor tedy
lezi v jadre.
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