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Zdroje 24

Uvod

Tento material pokryva okruh M2 — Algebra a linearni algebra (pfedméty NMAI057 a NMAI058,
Linearni algebra 1 a 2). Vyklad je postaven primarné na ucebnici doc. Milana Hladika Linearni algebra
(nejen) pro informatiky, podle niz se kurz vyucuje; znaceni a hloubka odpovidaji kurzu pro informatiky
(tedy ne rigor matematickych oborti). Diiraz a rozsah jsme porovnali s Podrobnym minimalnim sylabem
prednasek Linearni algebra I a II pro informatiky (J. Matousek).

Véty uvadime se znénim, doplnéné intuici a kratkymi odvozenimi tam, kde poméahaji pochopenti;
rozsahlé formalni dikazy vynechavame. Do vykladu jsou zafazeny feSené realné otazky SZZ z let
2022-2026; vsechny otazky k okruhu jsou pohromadé v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité
zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Télesa znacime T, nejcastéji R (redlna ¢isla), C (komplexni), Z,, (zbytkové tfidy modulo prvocislo).
Matice znacime velkymi pismeny, A € T™, prvek na pozici (i, j) je a;; nebo A;j; A;, je i-ty fadek, A,; je
j-ty sloupec. Vektory jsou mala pismena, standardné sloupcové, x € T"; ¢; je i-ty jednotkovy vektor, I,
jednotkova matice fadu n, 0 nulovy vektor. Transpozice je AT, inverze A~!, hodnost rank(A).

@ Video: 3Blue1Brown — Essence of Linear Algebra (cela série dava vizualni intuici k vektoriim, linearnim
zobrazenim, determinantu a vlastnim vektorim; odkazujeme na konkrétni dily u jednotlivych témat).

1 Algebraické struktury (grupy, télesa, konec¢na télesa)

Linearni algebra pracuje s vektory, které umime s¢itat a nasobit skalarem. ,,Skalary“ berou z néjakého
télesa a samotné scitani tvofi strukturu zvanou grupa. Nez tedy zavedeme vektorové prostory, popiseme
tyto dvé algebraické struktury. Obé se definuji axiomaticky: vyjmenujeme vlastnosti, které maji operace
spliiovat, a strukturou pak je cokoli, co je spliiuje. Vyhoda je, Ze v3e, co z axiomt odvodime, plati naraz
pro vSechny konkrétni pfipady.

1.1 Grupy a permutace

& Definice — Grupa

Grupa je dvojice (G, ), kde G je mnozina a » : G x G — G binarni operace spliujici
(1) Ya,b,ce G : ao(boc)=(aeb)ec (asociativita),
(2) de€eGVYaeG: eca=ace=a (existence neutralniho prvku),
(3) VaeG3IbeG: asb=beoa=e (existence inverzniho prvku).

Grupa je Abelova (komutativni), spliiuje-li navic a > b = b o a pro viechna a,b € G.

V definici je skryta podminka uzavrenosti: vysledek a~b nesmi ,,vypadnout” z G. PiSeme-

li operaci jako sc¢itani, neutralni prvek znacime 0 a inverzni —a; piSeme-li ji jako nasobeni, neutralni

prvek je 1 a inverzni a™!.

B Piiklad — Grupy a negrupy

(Z,+),(Q,+), (R, +), (R™" +) a(Z,,+) (s¢itdni modulo n) jsou Abelovy grupy. (R\ {0}, -) je Abelova
grupa (nulu musime vynechat, nema inverzi). Neabelovské priklady: regularni matice fadu n s
nasobenim, nebo permutace s skladanim. Naopak (IN, +) grupa neni (chybi inverzni prvky).



https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab
https://www.youtube.com/playlist?list=PLZHQObOWTQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab

& Definice — Podgrupa

(H, ) je podgrupa grupy (G, °), pokud H C G a H se stejnou operaci sama tvofi grupu; tj. H obsahuje
e, je uzaviena na - a na inverze. Znacime (H, °) < (G, o).

W Véta — Zakladni vlastnosti grupy

V kazdé grupé (G, ) plati:
« neutralni prvek je jediny a ke kazdému prvku existuje jediny inverzni;
o kraceni:acc=boc = a=0b;
+ rovnice a e x = b ma pravé jedno feSenti;
e(@Hl=aga@eb)y=bloag L

Dulezitym pfikladem neabelovské grupy jsou permutace.

& Definice — Permutace a jeji znaménko

Permutace na mnoziné {1,...,n} je bijekce p : {1,...,n} — {1,...,n}; mnozinu vsech takovych
permutaci znac¢ime S,. Permutaci lze rozlozit na disjunktni cykly. Transpozice (i, j) je permutace
s jedinym netrividlnim cyklem délky 2. Sklada-li se p z k cykla (véetné jednoprvkovych), je jeji
znaménko sgn(p) = (1) k,

© Pozniamka. Znaménko je vidy +1; permutace se znaménkem +1 jsou sudé, se znaménkem —1
liché. Kazdou permutaci lze rozloZzit na slozeni transpozic a plati sgn(p) = (—1)", kde r je pocet
transpozic v rozkladu (jejich parita je jednoznacéna, pocet ne). Klicova vlastnost pro determinanty:
sgn(p ° q) = sgn(p) sgn(qg). Mnozina (S, °) tvoii tzv. symetrickou grupu, pro n > 3 nekomutativni.

1.2 Télesa a konecna télesa

Zatimco grupa méa jednu operaci, téleso ma dvé (s¢itani a nasobeni) jako napiiklad R. Diky télesu mizeme
s maticemi a soustavami pracovat i nad jinymi obory nez realnymi ¢isly.

& Definice — Téleso

Teéleso je mnozina T se dvéma komutativnimi binarnimi operacemi + a - takovymi, ze
(1) (T,+) je Abelova grupa (neutralni prvek 0, inverzni —a),
(2) (T \ {0},-) je Abelova grupa (neutralni prvek 1, inverzni a™!),
(3) Va,b,ceT : a-(b+c)=a-b+a-c (distributivita).

Téleso je obor, ve kterém lze ,pocitat jako s ¢isly“: s¢itat, od¢itat, nasobit a délit nenulo-
vymi prvky. Kazdé téleso ma asponi dva prvky (0 # 1). Q,R, C jsou télesa; Z téleso neni (chybi inverze
k nasobeni, nap. 27! ¢ Z). Z axiomu1 plyne 0a = 0 a ,,nulovost sou¢inu“: ab = 0 = a = 0 nebo b = 0.

B Piiklad — Koneéné téleso Z,

Na mnoziné Z, = {0, 1,...,n — 1} definujeme + a - modulo n. Z,, Z3 jsou télesa, ale Z, neni (prvek 2
nema inverzi).

W Véta — Kdy je Z, téleso

Z,, je téleso pravé tehdy, kdyz n je prvodislo.




Je-lin = pq slozené (1 < p,q < n),pak p-q = 0v Z,, a¢ p,q # 0 — to porusuje
nulovost soucinu, kterou kazdé téleso spliiuje. Pro prvocislo n naopak inverze vzdy existuje: nasobky
{0a, 1a, ..., (n — 1)a} nenulového a probéhnou vsechny zbytky, takZe mezi nimi je i 1 = ba, a tedy
b=al

© Poznamka. [Velikost koneénych téles a charakteristika] Kone¢na télesa existuji pravé o velikos-
tech p", kde p je prvodislo a n > 1; znaci se GF(p") (Galoisovo téleso) a kazdé dvé téze velikosti jsou
isomorfni. Charakteristika télesa je nejmensins 1+ --- + 1 = 0 (a 0, pokud takové n neexistuje); je

n
bud nula (jako u Q, R, €), nebo prvocislo (u Z, je rovna p). Pro informatiku je klicové Z, = {0, 1}:
s¢itani odpovida XOR, nasobeni AND.
P Piiklad — Inverze v Zs a mala Fermatova véta

V Zs jsou inverze pro nasobeni: 171 = 1,271 = 3 (nebof 2-3 =6 =1),37! = 2,471 = 4. Mala
Fermatova véta: pro prvocislo pa 0 # a € Z,, plati aP~! = 1. Ptiklad: 2!'! v Z,;. Protoze 2!° = 1, je
2110 = 1, takze 2111 = 2110. 2 = 2,

P Piiklad — Znaménko permutace a kdy je Z, téleso

(a) Permutace p € S5 dana rozkladem na cykly p = (132)(45) ma dva cykly (délek 3 a 2), tedy
sgn(p) = (=1)>"2 = -1 - je lich4. Totéz z rozkladu na transpozice: (132) = (13)(32) a (45)
daji dohromady 3 transpozice, sgn(p) = (-1)° = —1.

(b) Zs je téleso (5 je prvocislo). Zg téleso neni: 6 = 2 - 3 je slozené a v Zg plati 2 - 3 = 0, ackoli
2,3 # 0 — to porusuje nulovost sou¢inu (a prvek 2 nema inverzi).

2 Soustavy linearnich rovnic (Gaussova eliminace)
Soustavy linearnich rovnic jsou zakladni dlohou; zapisujeme je maticové a feSime elementarnimi tipravami.

E Definice — Soustava a jeji matice

Soustava m linearnich rovnic o n neznadmych nad télesem T je
apxy + -+ amx, =by, o, Guixy o F Gy = by,

maticové Ax = b, kde A € T™" je matice soustavy, b € T™ vektor pravych stran. Rozsifena matice
soustavy je (A | b). Resenim je kazdy vektor x € T" vyhovujici véem rovnicim.

E Definice — Elementarni iadkové tpravy (ERU)

ERU matice jsou:
(1) vynasobeni fadku nenulovym skalarem «;
(2) pficteni a-nasobku jednoho fadku k jinému;
(3) vyména dvou radku.

W Véta— ERU zachovavaji mnozinu reseni

Provedeme-li na rozsifené matici (A | b) elementarni fadkovou dpravu, mnozina feeni soustavy se
nezmeéni.




Kazd4a ERU mé4 svou inverzni upravu, takZe 7adné feseni neptibude ani neubude. Radky
odpovidaji rovnicim; s¢itani a $kalovani rovnic je legalni, protoze neméni jejich feseni.

B Definice — Odstuprniovany tvar a hodnost

Matice je v Fadkove odstupriovaném tvaru (REF), pokud nenulové fadky predchazeji nulovym a pozice
prvnich nenulovych prvka (pivotit) v fadcich ostfe rostou shora dolt. Hodnost rank(A) je pocet
nenulovych radka (pivoti) po prevodu do REF. Sloupce s pivotem jsou bazické, ostatni nebazické.

© Poznamka. REF tvar neni jednoznacny, ale pozice pivotii ano, takze hodnost je dobfe definovana.
Kazdou matici 1ze do REF prevést Gaussovou eliminaci (dopfednou eliminaci nul pod pivoty).

W Véta — Gaussova eliminace - fesitelnost (Frobeniova véta)

Prevedeme (A | b) na REF tvar (A’ | b’). Pak:

« soustava nema reseni pravé tehdy, kdyz rank(A) < rank(A | b) (pivot v poslednim sloupci);

« ma pravé jedno resenti, je-li rank(A) = rank(A | b) = n;

« ma vice nez jedno reseni, je-li rank(A) = rank(A | b) = r < n (nad nekone¢nym télesem jako
R nekoneéné mnoho, nad Z,, pravé p"™"); mnozinu feseni popiseme parametricky, kde n —r
nebéazickych (volnych) proménnych tvofi parametry a bazické dopoéitame zpétnou substituci.
Cislo n — r je dimenze mnoZiny fesen.

O Poznimka. [Gaussova—Jordanova eliminace] Redukovany odstupiiovany tvar (RREF) méa navic
na pivotech jednicky a nad pivoty nuly. Gaussova—Jordanova eliminace pfevadi matici do RREF a
fesSeni z ni 1ze odecist pfimo, bez zpétné substituce.

\d v v v v v , .
B Priklad — Soustava s nekoneéné mnoha resenimi

Zadani. Vyfieste soustavu s rozsifenou matici

2 2 -1 5 1
4 5 0 9 3
01 2 2 4|
2 4 3 77

Reseni. Pievodem na odstupiiovany (REF) tvar dostaneme

2 2 -1 5 1

01 2 -1 1

0 0 O 3 3

00 0 0 O
Hodnost matice i roz$ifené matice je 3 < 4, soustava ma tedy 4—3 = 1-parametrickou mnozinu fe$eni.
Pivoty jsou ve sloupcich 1, 2, 4; volné je x3. Zpétnou substituci x4 = 1, x5 = 2 — 2x3, x; = —4 + %x3,
takze

(1, %9, %3, %4) = (—4,2,0,1) + x3(%, -2, 1,0), x;3 €R.

Vyznam zapisu (partikularni feSeni + obecné feseni homogenni soustavy) vyplyne ze sekce o vekto-
rovych prostorech.




3 Matice (operace, hodnost, inverzni matice)

3.1 Operace a typy matic

E Definice — Operace s maticemi

Pro A, B téhoz typu a skalar a: (A + B);; = a;; + b;j a (@¢A);; = aay;. Soucin AB matic A € T™?,
B € TP" je matice typu m x n s prvky (AB);; = Z,le ajby;j (skalarni soucin i-tého fadku A a j-tého
sloupce B). Transpozice AT méa (AT)I-]- = aj;.

© Poznamka. [Vlastnosti] S¢itani je komutativni a asociativni. Souéin je asociativni a distributivni,
I,A = Al = A, ale neni komutativni (obecné AB = BA). Déle (AB)T = BTAT a(A+B)T = AT +B.
Matice A je symetricka, je-li A = AT; pro libovolnou B je BT B symetricka. Stopa étvercové matice
je soucet jejich diagonalnich prvka, trace(A) = ); a;; plati trace(A) = trace(AT) a trace(AB) =
trace(BA) (a trace(A) = ); A;, viz sekci o vlastnich ¢islech).

Néasobeni matic odpovida skladani zobrazeni: divame-li se na A jako na zobrazeni
x — Ax, pak B(Ax) = (BA)x. Proto je sou¢in asociativni (skladani zobrazeni je vzdy asociativni) a
nekomutativni (na poradi transformaci zalezi). To je i historicky davod, pro¢ se soucin definuje pravé
takto.

© Poznamka. [Specialni matice] Diagonalni matice ma nuly mimo diagonalu, diag(vy, ..., v,). Horni

trojtihelnikova ma nuly pod diagonalou (kazda REF matice je horni trojuhelnikova). Matice hodnosti 1
jsou pravé matice tvaru xy’ pro nenulové x, y (kazdy fadek je nasobkem yT).

3.2 Regularni a inverzni matice

& Definice — Regularni matice

Ctvercova A € T™" je regularni, ma-li homogenni soustava Ax = o jediné feseni x = o; jinak je
singularni.

W Véta — Charakterizace regularity

Pro A € T jsou ekvivalentni:
(1) A je regularni;
(2) RREF(4) = I;
(3) rank(A) = n;
(4)

4) pro kazdé b ma soustava Ax = b pravé jedno reSeni.

E Definice — Inverzni matice

A lje inverzni k A € T™", pokud AA™! = A" 1A=1,.

W Véta — Existence a vypocet inverze

Matice A ma inverzi pravé tehdy, kdyz je regularni, a pak je inverze jedina. Spocitame ji pfevodem
(A | I,) Gaussovou-Jordanovou eliminaci: je-li RREF(A | I,) = (I, | B), pak B = A™! (netvoii-li leva
¢ast I, je A singularni). Plati (AB)™' = B-1A 1 a (AT)"1 = (A7)




j-ty sloupec A™! je feSenim soustavy Ax = ej. VSechny tyto soustavy maji stejnou matici
A, proto je fesime naraz s pravou stranou I,. K feeni soustavy Ax = b pak sta¢i x = A~1b (v praxi se
ale fe$i rovnou Gaussovou eliminaci, je to levnéjsi).

P Piiklad — Vypocet inverze

|

113
Zadani. Najdéte inverzi matice A = (g 21 )

Reseni. Upravou (A | I;) Gaussovou-Jordanovou eliminaci na tvar (I | A™1):

—95 —4 35
Al=|l15 1 =05
3 1 -1

Ovéteni: AA™! = L.

4 Vektorové prostory (baze, dimenze, podprostory)

4.1 Vektorovy prostor, podprostor, linearni obal

B Definice — Vektorovy prostor

Vektorovy prostor nad télesem T je mnozina V s operacemi s¢itani + : V xV — V a nasobeni skalarem
-+ TxV — V takovymi, ze (V,+) je Abelova grupa (nulovy vektor o) a pro vsechna o, f € T a
u,v € V plati:

(1) a(pv) =(af)v (asociativita nasobeni skalarem),

(2) Iv=v (jednotkovy skalar),

(3) (a+ pv=av+ pv (distributivita véi s¢itani skalart),

4) a(u+v) =au+av (distributivita viici s¢itani vektora).

P Piiklad —

Aritmeticky prostor T", prostor matic """, prostor polynomt " stupné nejvyse n (dimenze n + 1),
prostor vsech polynomit & ¢i spojitych funkci € (nekonecné dimenze).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Linear Algebra kap. 16 — Abstract vector spaces (vektorovy prostor
abstraktné pres axiomy: polynomy, funkce i matice jako ,,vektory“).

& Definice — Podprostor

U C V je podprostor, tvoii-li sim vektorovy prostor se stejnymi operacemi. Ekvivalentné: o € U, aU
je uzaviena na soucty a na nasobky skalarem.

B Definice — Linearni kombinace, obal, generatory

Linearni kombinace vektort vy, ..., v, je vyraz 2?:1 av; s @ € T. Linearni obal span(W) je nejmensi
podprostor obsahujici W; pro konecné W = {v;,...,v,} je span(W) = {3 v} (vSechny linearni
kombinace). Generuje-li W prostor U (tj. span(W) = U), tikame, ze W je systém generatori U.

Resit soustavu Ax = b znamen4 vyjadiit b jako linearni kombinaci sloupcii A (s koefici-
enty x;). Soustava je tedy fesitelna prave tehdy, kdyz b € span{A,;, ..., A,p}.


https://www.youtube.com/watch?v=TgKwz5Ikpc8
https://www.youtube.com/watch?v=TgKwz5Ikpc8

4.2 Linearni nezavislost, Steinitzova véta, baze a dimenze

& Definice — Linearni nezavislost

. q , v IR P .y n
Vektory vy, ..., v, jsou linedrné nezavislé, jestlize ) ;,_; av; = o nastane pouze pro a; = - = a, = 0.
Jinak jsou linearné zavislé (existuje netrividlni kombinace davajici o).

Vektory jsou zavislé pravé tehdy, kdyz néktery lze vyjadrit jako kombinaci ostatnich, tj.
je ,nadbytecny* — jeho odebranim se linearni obal nezmensi. U nezavislého systému je kazdy vektor
podstatny:.

W Véta — Steinitzova véta o vyméné

Bud xy, ..., x5, linearné nezavisly systém ve V a yy, ..., y, systém generatora V. Pak
(1) m<n;
(2) existuji navzajem rtizné indexy ki, ..., ky_p, tak, Ze xy, ..., X, Yi,» -5 Yk, ,, j€ Systém generatord
V.

Linearné nezavislych vektorti nemtize byt vic nez generatord, a kazdy nezavisly systém
Ize ,,doplnit* vhodnymi generatory na systém generatord (vyménime m generatort za nase nezavislé
vektory). To je technické jadro celé teorie dimenze.

& Definice — Baze, dimenze, souiadnice

Baze V je linearné nezavisly systém generatorti. Vzhledem k bazi B = {v, ..., v,} ma kazdy u € V
jednoznaéné vyjadieni u = Y. ayv; vektor souradnic je [u]g = (ay, ..., a,)". Dimenze dimV je velikost
(libovolné) baze.

W Véta — O bazi a dimenzi

Kazdy (kone¢né generovany) prostor ma bazi a vSechny jeho baze jsou stejné velké, takze dimenze
je dobfe definovana. Kazdy linearné nezavisly systém lze rozsirit na bazi. Je-li dimV = d, pak kazdy
linearné nezavisly systém ma < d prvka (a ma-li jich d, je bazi) a kazdy systém generatorti ma > d
prvki (a méa-li jich d, je bazi).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Linear Algebra kap. 2 — Linear combinations, span, and basis vectors
(linearni kombinace, obal a baze).

4.3 Maticové prostory

& Definice — Maticové prostory

Pro A € T™" definujeme sloupcovy prostor S(A) = span{A.q,..., Aw} C T™, Fadkovy prostor
R(A) = S(AT) C T" a jadro Ker(A) = {x € T"; Ax = o} C T".

W Véta — Hodnost a baze maticovych prostoru

Bud AR tvar RREF matice A s pivoty ve sloupcich py, ..., py, r = rank(A). Pak nenulové fadky AR
tvoti bazi R(A), sloupce Ay, ..., Ay, plvodni matice tvoii bazi S(A), a dim R(A) = dim S(A) =r.
Specialné rank(A) = rank(A7T).



https://www.youtube.com/watch?v=k7RM-ot2NWY
https://www.youtube.com/watch?v=k7RM-ot2NWY

w Véta — O dimenzi jadra a hodnosti

Pro kazdou A € T™" plati
dim Ker(A) + rank(A) = n.

Zobrazeni x — Ax posila n-rozmérny prostor na r = rank(A)-rozmérny sloupcovy
prostor. ,,Deficit“ n — r je pfesné rozmér jadra — sméru, které se zhrouti do nuly. Pro regularni matici
je jadro trivialni a zobrazeni je bijekce.

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Linear Algebra kap. 7 — Inverse matrices, column space and null space
(inverze, sloupcovy prostor a jadro).

P Piiklad — Baze, dimenze a jadro pomoci RREF

2 4 4 4 1 0 -6 —4
RREF
A=|-3 -4 2 0]—— |0 1 4 3
5 7 =21 0 0 0 O

je rank(A) = 2, tedy dimKer(A) = 4 — 2 = 2. Bazi jadra najdeme dosazenim jednotek za volné
proménné xz, x4: (6,—4,1,0)" a (4,-3,0,1).

5 Linearni zobrazeni (matice, obraz, jadro, izomorfismus)

5.1 Definice, obraz a jadro

E Definice — Linearni zobrazeni

Zobrazeni f : U — V mezi prostory nad T je linearni (homomorfismus), pokud f(x+y) = f(x)+f(y)
a f(ax) = af(x) provsechnax,yeU,a €T.

& Definice — Obraz a jadro

Obraz f(U) = {f(x); x e U} C V ajadroKer(f) ={x € U; f(x) =0} CU.

W Véta — Prosté zobrazeni

Linearni f : U — V je prosté pravé tehdy, kdyz Ker(f) = {o}; ekvivalentné pravé tehdy, kdyz obraz
kazdé linearné nezavislé mnoziny je linearné nezavisly.

w Véta — O dimenzi jadra a obrazu

Pro linearni f : U — V plati dimU = dim Ker(f) + dim f(U).

5.2 Maticova reprezentace a skladani

w Véta— Jednoznacnost dle obrazu baze

Bud x, ..., x, baze U. Pak pro libovolné yi, ..., y, € V existuje pravé jedno linearni zobrazeni f s
f(x;) = y.. Linearni zobrazeni je tedy plné uréeno tim, kam posle bazi.



https://www.youtube.com/watch?v=uQhTuRlWMxw
https://www.youtube.com/watch?v=uQhTuRlWMxw

Tohle je srdce celé kapitoly. Linearni zobrazeni n-rozmérného prostoru je Gplné uréené
n udaji — obrazy bazovych vektori. Jakmile vim, kam leti x;, ..., x;,, dopocitam obraz cehokoli: kazdy
x je néjaka kombinace baze a f tu kombinaci jen ,zopakuje“ na obrazech (to je pfesné predchozi
intuice o linearité). Misto nekone¢né mnoha hodnot f(x) si tak sta¢i pamatovat par sipek — a ty
zapiSeme do matice.

& Definice — Matice linearniho zobrazeni

Bud f : U - V, By = {xq, ..., x,} baze U, By baze V. Matice f vzhledem k bazim By, By, znac¢ena
B, [f]p,» ma v j-tém sloupci soutadnice [ f(x;)]3, - (Cteme: dolni index vlevo je cilova baze By, vpravo
zdrojova By; vstupem jsou soufadnice vici By, vystupem vaci By.)

Matice zobrazeni neni nic tajemného - je to ,tabulka, kam leti bazové vektory“. Do
j-tého sloupce napiseme, kam se zobrazi j-ty bazovy vektor (vyjadfeno v soufadnicich cilové baze).
Mantra, ze které matici postavi§ vidycky: sloupce = obrazy bazovych vektort. V kanonické
bazi je to obzvlast snadné, protoze souradnice vektoru jsou ten vektor, takZe sloupce jsou rovnou
f(e1),..., f(e,) — presné jak to délame v piikladu niZe. V jiné bazi musime kazdy obraz nejdiiv pfepsat
do soufadnic cilové baze (mal4 soustava navic), princip ,,sloupec = obraz baze“ ale zistava.

* Véta — Maticova reprezentace

Pro kazdé x € U plati [f(x)]g, = B,[flB, - [x]p,- Specidlné kazdé linearni f : T" — T™ je tvaru
f(x) = Axpro A = kan[f]kan se sloupci f(el)’ s f(en)

Klicovy fakt o nasobeni matici: soucin A[x]p, je vdzeny soucet sloupcii matice — prvni
sloupec vezmu tolikrat, kolik je prvni soufadnice x, druhy podle druhé soufadnice atd., a sectu. Tteba

(&) =2(2)+5() = (3
41)\5 4 1 13)-

Pro¢ to da zrovna f(x)? Sloupce jsou obrazy bazovych vektori a soufadnice xq, ..., x, jsou ,recept*,
jak z baze slozit x (tedy x = x;b; + --- + x,b,,). Nasobeni matici proto posklada obrazy baze ve stejném
poméru, v jakém se z baze skladal vstup - a to je diky linearité presné f(x) = x; f(by) + - + x, f(by).

WA Véta — Matice slozeného zobrazeni

Pro linearni f : U -V, g : V. — W abaze By, By, By plati

Byl&° fls, = B,1&l, "B, [flB,-

Skladani zobrazeni tedy odpovida nasobeni matic.

© Poznamka. [Matice piechodu] Specialné pro identitu je B,[id]p, matice prechodu od baze B;

RREF
k By; spliiuje [x]p, = p,[id]p [x]p,. V T" ji spocitame tpravou (B, | B;) —— (I, | ,[id]p,), kde
sloupce zapisujeme jako soufadnice bazi v kanonické bazi.

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 3 — Linear transformations and matrices (matice
Jjako linearni zobrazeni).

@ Video: 3Blue1Brown, Essence of Linear Algebra kap. 4 — Matrix multiplication as composition (soucin
matic jako skladani zobrazeni).

10


https://www.youtube.com/watch?v=kYB8IZa5AuE
https://www.youtube.com/watch?v=kYB8IZa5AuE
https://www.youtube.com/watch?v=XkY2DOUCWMU
https://www.youtube.com/watch?v=XkY2DOUCWMU

5.3 Izomorfismus

& Definice — Izomorfismus

Izomorfismus je vzajemné jednoznacéné (prosté a na) linearni zobrazeni. Existuje-li mezi U, V izomor-
fismus, jsou izomorfni.

W Véta — Vlastnosti izomorfismu

Izomorfismus zobrazuje bazi na bazi, zachovava linearni (ne)zavislost i dimenzi. Linearni f je
izomorfismus pravé tehdy, kdyZ néjaka (libovolna) jeho matice je regularni, a pak p [ 1 B, =

-1 , . L , Lo ,
( B, Lf] BU) . VSechny n-rozmérné prostory nad T jsou navzajem izomorfni (konkrétné s T" pies
zobrazeni x — [x]p).

Izomorfismus znamena ,,stejnou strukturu az na pfejmenovani“. Proto mizeme libovolny
koneéné generovany prostor (polynomy, matice, ...) pfevést soufadnicemi do T" a tam poéitat linearni
nezavislost, dimenzi a baze standardné.

B Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢. 3: Linearni zobrazeni v Z%

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 3 — Linearni zobrazeni)

Zadani.
(1) Definujte matici lineadrniho zobrazeni vzhledem k zadanym bazim.
(2) Formulujte tvrzeni o matici sloZzeného zobrazeni.
(3) Linearni zobrazeni g : Z% — Z2 spliiuje f o g o h = id, kde

LoD =hO.DH =Gy, f((0.1D)=h(1,07)=4D".
N ajdete matici g vzhledem ke kanonickym bazim.
Re

Pro slozeni plati g, [g - flg, = B, [&]B, - B,[f]p, (Viz véta vyse).
Matice F a H. Sloupce matic zobrazeni (vzhledem ke kanonickym bazim) jsou obrazy kanonic-

kych vektort:

Sen
) j- ty sloupec matice g [f]p, tvoii soufadnice obrazu [ f(x;)]p, (viz definice vyse).
)
)

(1
(2
€

F=(i ?) (fler). f(e). H=(‘11 Z) (h(ey), hey)).

Matice slozeného zobrazeni je soucin matic (bod 2), takze z f - goh = id plyne FGH = I, odkud
G=F'H »
Inverze (mod 5). Inverzi matice fadu 2 poéitame pres (‘cl Z = (det)_l( 4 b)) (vie modulo 5,
kde —4=1,-3=2,—-1=4):
detF=3-16=-13=2, 27'=3: F1=3(13")=(33),
detH=16-3=13=3, 37'=2: H 1_2( S e (55

Zavér. Vynasobenim:

G=F'H!= <§ Z) (g ;1) = (? i) (mod 5).

Ovéteni: FG = (34) a(FG)H = I.
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6 Skalarni soucin (norma, ortogonalizace, projekce)

6.1 Skalarni soucin, norma a nerovnosti

& Definice — Skalarni sou¢in nad R

Skalarni soucin na realném prostoru V je zobrazeni (-,-) : VxV — R spliiujici pro vSechna x,y,z € V,
aeR:

(1) (x,x) >0, s rovnosti jen pro x = o (positivni definitnost),

(2) (x+y,2) =(x,2) + (¥, 2) a{ax,y) = a{x, y) (linearita v 1. slozce),

(3) (x,y) = (3, x) (symetrie).
Standardni skalarni soucin na R" je (x, y) = xTy = ¥ xy;.

Skalarni sou¢in méfi ,,shodu sméru“ dvou vektoru. Pro standardni soucin v R" plati
xTy = |x| |y] cos ¢, kde ¢ je thel mezi vektory — zachycuje tedy zaroven délky i vzajemny uhel.
Axiomy (pozitivni definitnost, linearita, symetrie) jsou pfesné ty vlastnosti standardniho souéinu,
které potfebujeme, abychom pojem prenesli i na obecné prostory (matice, funkce, ...).

& Definice — Norma a kolmost

Norma indukovana skaldrnim soudinem je |x|| = \/(x, x). Vektory jsou kolmé (x L y), je-li (x,y) = 0.

W Véta — Pythagorova, Cauchyho-Schwarzova, trojuhelnikova

Pro vektory prostoru se skalarnim soucinem plati:
« Pythagorova: je-li x 1 y, pak |x + y|* = || + |y|?;
« Cauchyho-Schwarzova (CS): [(x, y)| < |x] - [lyl, s rovnosti pravé pfi linearni zavislosti x, y;
« trojuhelnikova: |x + y| < x| + |yl

Pro standardni souéin plati x” y = ||x[||y| cos ¢, kde ¢ je tihel mezi vektory; CS pak jen
tika | cos ¢| < 1. Trojithelnikova nerovnost se z CS odvodi umocnénim |x + |2 = [|x|? + [[y|? + 2(x, y).

6.2 Ortonormalni baze, Fourierovy koeficienty, Gram-Schmidt

& Definice — Ortonormalni systém

Systém zy,..., 2, je ortogonalni, je-li (z,z;) = 0 proi # j, a ortonormdlni, je-li navic |z| = 1.
Ortonormalni systém je vzdy linearné nezavisly.

L

W Véta — Fourierovy koeficienty

Je-li z4, ..., z, ortonormalni baze V, pak pro kazdé x € V plati

n
x = Z(x, z) z;.
i=1

Skalary (x, z;) jsou Fourierovy koeficienty (pfimo soufadnice x v bazi); (x, z;)z; je projekce x na
ptimku span{z;}.




WA Véta — Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Z linearné nezavislych xi, ..., x, vyrobime ortonormalni bazi téhoz obalu postupem: pro k = 1,...,n

k—1
1
W =X = ) (Hez)z, 7= Tyl
j=1 Vil

@ Intuice. V k-tém kroku od x; odeéteme jeho projekci do prostoru uz zpracovanych vektori;
zbytek y je proto kolmy na vSechny predchozi. Nakonec ho jen znormujeme na jednotkovou délku.

X3
3
projekce x;
span{xy, x,} x1
Gram-Schmidt ve 3D: y; = x5 — 22 Mz,» odedte projekci x; do roviny span{x;, x,}; pravy uhel u paty

i=1 (z.2;)

projekce ukazuje, ze y5 L x; iy L x,.

B Piiklad — Gram-Schmidt
Zadani. Ortonormalizujte x; = (1,0, 1, O)T, x =(1,1,1, I)T, x3 = (1,0,0, 1)T (standardni soucin).
Reseni.

2= 2(1,0,1,07, z=%20101, z=1i1-1-11

P Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 4: Baze a ortogonalni baze sloupcového prostoru

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 4 — Baze a ortogonalni baze)
Zadani. Bud A = BC, kde

1 3
2
1 2 3 4 5
B=|1 2| (x2), C_(S PR 1)(2><5).
1 0
1

(1) Najdéte bazi sloupcového prostoru A. (2) Definujte pojem ortogonalni baze. (3) Najdéte ortogonalni
bazi sloupcového prostoru A.
Reseni.
(1) Protoze C ma plnou fadkovou hodnost 2, je {Cx : x € R’} = R?, takze S(A) = {B(Cx)} = {By :
y € R?} = S(B) a rank(A) = rank(B) = 2. Bazi proto tvoii dva (linedrné nezavislé) sloupce B:

by =(1,2,1,1,1)T,  by=(3,2,20-1).

(2) Ortogonalni baze je baze, jejiz kazdé dva rtzné vektory maji nulovy skalarni souéin (jsou na
sebe kolmé).
(3) Gram-Schmidt na by, by: u; = by, |wy]? = 8, by - u; = 8, tedy
bz U

Uzzbg— ul=b2—§u1:(2,0,1,—1,—2)T, ul-u2=0.
s |2 5

Hledan4 ortogonalni baze je {(1,2,1,1,1)T, (2,0,1,-1,-2)T}.
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6.3 Ortogonalni doplnék a projekce

B Definice — Ortogonalni doplnék

M* ={x € V; (x,y) = 0 Yy € M}je ortogondlni doplnék M; je to vidy podprostor a M+ = span(M)=.

W Véta — Vlastnosti dopliiku podprostoru

Pro podprostor U kone¢né generovaného V plati dimV = dimU + dimU*, ddle V = U + U+,
UNnU* ={o}a (U*)* =U. (Rozsifime-li ortonormalni bazi U na ortonormalni bazi V, doplikové
vektory jsou ortonormalni bazi U+.)

B Definice — Ortogonalni projekce

Projekci vektoru x € V do podprostoru U je vektor xiy € U nejblizsi k x, tj. [x — xy| = min,cp |x - y].

| r

W Véta — O ortogonalni projekci

Projekce x;; existuje a je jedina; je charakterizovana tim, Ze x — x;y € U™. Je-li zy, ..., z,,, ortonormalni
baze U, pak

m
Xy = Z(x, Z)z.
i=1

Zobrazeni x — xy; je linearni (projekce jako linearni zobrazeni).

Ortogonalni projekce: x; = arg min,y |x — | je nejblizsi bod U, rozdil x — x;; kolmy na U (pravy uhel

u paty); pro ptimku U = span{a} je x; = % a.

P’ Piiklad — Projekce na piimku

T
. o : x'a L. :
Projekce x € R" na ptimku span{a} (a # o) je xy = ——a. Pro U s bazi wy, ..., w,, bez ortonormali-
a'a

zace dostaneme soufadnice projekce fesenim soustavy G [xy]5 = (wy, ), ..., (W, x))T s regularni
Gramovou matici Gj; = (wj, wj).

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 9 — Dot products and duality (skalarni soucin
a projekce).

6.4 Ortogonalni matice

E Definice — Ortogonalni matice

Q € R™" je ortogondlni, pokud QTQ = I,.
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https://www.youtube.com/watch?v=LyGKycYT2v0
https://www.youtube.com/watch?v=LyGKycYT2v0

W Véta — Charakterizace a vlastnosti

Pro Q € R jsou ekvivalentni:

(1) Q je ortogonalni;
2 o' =05
(3) QQ" = I;

(4) sloupce (resp. fadky) Q tvoii ortonormalni bazi R".
Ortogonalni matice navic zachovava skalarni soucin i normu: (Qx, Qy) = (x, y) a [|Qx| = |x|. Sou¢in
ortogonalnich matic je opét ortogonalni.

Ortogonalni matice je matice zobrazeni, které nedeformuje objekty — zachovava délky a

uhly. Geometricky jde o sloZeni rotaci a zrcadleni. Kazda ortogonalni matice fadu 2 je bud rotace

(cosq) —sing

sing cosp ), nebo rotace slozenéa s pfeklopenim.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 3: Skalarni sou¢in na maticich

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 3 — Skalarni soucin)
Zadani.

(1) Ovéite, ze (A, B) = trace(AT B) je skalarni souc¢in na R™", kde trace(C) = ¥, ¢;;.

(2) Rozhodnéte, zda jsou matice A € R*® s prvky rostoucimi po antidiagonalach (fadky
(1,-2,3,-4,5,-6), (-2,3,...), ...) a matice B se vSemi prvky —13 na sebe ortogondalni vzhledem
k tomuto skalarnimu soucinu (tj. zda (A, B) = 0).

(3) Zformulujte CS nerovnost a rozhodnéte, zda pro étvercovou A fadu n plati (trace A)? < n -

trace(AT A).
Reseni.

(1) Rozepsanim trace(ATB) = Zi’j a;jb;j — to je standardni skalarni soucin, divame-li se na matici
m x n jako na vektor o mn slozkéch. Axiomy se ovéfi piimo: (A, A) = 3; ; aizj > 0 s rovnosti jen
pro A = 0; symetrie i linearita jsou ziejmé.

(2) (A,B) = 3;; @ (=13) = =13 }; ; a;;. Soucet v8ech prvkil A je soucet jejich fadkovych souctit
-3 43 —3+3 =0, takze (A, B) = 0 — matice jsou na sebe ortogonalni.

(3) CS nerovnost: [{u,v)| < |ul|v], po umocnéni (u,v)> < (u,u)(v,v). Nerovnost srovnava
(trace A)? s n - trace(AT A); protoze trace A = (I,, A), volime v CS u = I, v = A:

(I, A) = trace(IT A) = trace A, (I, I,y = trace(l,) = n, (A, A) = trace(AT A).

Dosazenim do CS dostavame (trace A)? < n - trace(AT A) — nerovnost plati.

7 Determinanty (Laplaceuv rozvoj, geometrie)

7.1 Definice a zakladni vlastnosti

& Definice — Determinant

Pro A € T"" je

det(A) = Z sgn(p) a1, p(1)d2,p(2) *** n, p(n)-
PES,

Kazdy scitanec vybere z matice n prvku tak, Ze z kazdého radku a kazdého sloupce pravé
jeden, vynasobi je a opatfi znaménkem permutace. Pron = 2: det(‘c’ Z = ad —bc; pro n = 3 Sarrusovo
pravidlo (Sest ¢lent).

15



W Véta — Zakladni vlastnosti

o det(AT) = det(A);

« determinant trojuhelnikové matice je soucin prvka na diagonale (specialné det I, = 1);

o multiplikativnost: det(AB) = det(A) det(B), a tedy det(A™!) = det(A)™!;

« vliv ERU: vynasobeni radku ¢islem & nasobi determinant a; vyména dvou fadkti méni znaménko;
pricteni nasobku fadku k jinému determinant neméni;

« ma-li matice dva stejné (nebo nulovy) fadky, je det(A) = 0.

W Véta — Kritérium regularity a vztah s vlastnimi ¢isly

A € T™" je regularni pravé tehdy, kdyz det(A) # 0. Navic det(A) je roven souéinu vlastnich ¢isel
matice A (viz sekci 8).

O Poznamka. [Vypocet determinantu Gaussovou eliminaci] Z vlivu ERU plyne prakticky postup:
prevedeme A na REF (horni trojihelnikovy tvar), zapamatujeme si zmény determinantu (znaménko
a skalovani), a det(A) je souéin diagonalnich prvkia podéleno nasbiranym faktorem.

W Véta — Laplacetv rozvoj

Pro n > 2 alibovolné i plati (rozvoj podle i-tého fadku; analogicky podle sloupce)

det(A) = ) (—1)"a;; det(A;),
j=1

kde A;; vznikne z A vySkrtnutim i-tého fadku a j-tého sloupce.

P Piiklad — Laplaceuv rozvoj

s, S8 8 210 . .
Zadani. Spocitejte det( (1) ? % ) Laplaceovym rozvojem.

Reseni. Rozvineme podle 1. fadku: pro kazdy prvek a; j vezmeme jeho minor (determinant matice
po vyskrtnuti 1. fadku a j-tého sloupce) se znaménkem (—1)1*/:

detA=+2-det(31) — 1-det(§3) + 0-det(3)=2(6-1)—-1(2-0)+0=38.

Rozvijet se vyplati podle fadku ¢i sloupce s nejvice nulami. U velkych matic je efektivnéjsi prevést
matici na trojihelnikovy tvar Gaussovou eliminaci (s hliddnim faktortr) a determinant odecist jako
soucin diagonaly.

7.2 Geometricka interpretace

W Véta — Determinant jako objem

Zobrazeni x — Ax s A € RP" méni objem geometrickych téles s koeficientem | det(A)|. Specialné
objem rovnobéznosténu napjatého na radky (resp. sloupce) matice A je | det(A)|. Znaménko det(A)
udava orientaci (pravo-/levotoéivost).
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A

V R? je | det A| = |a,;ayy — ay5a,,| obsah rovnobézniku napjatého na sloupce A,;, A,, (napt. pro A,; =
(2,6; 0,5), A,, = (0,8; 2,1) vyjde obsah [2,6 - 2,1 — 0,5 - 0,8] = 5,06).

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 6 — The determinant (determinant jako faktor
zmény objemu a orientace).

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 12 — Cramer’s rule, explained geometrically
(Cramerovo pravidlo geometricky, pres objemy/determinanty).

B Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 3: Hodnost, determinant, ortogonalni baze jadra

(Redlna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 3 — Matice)

Zadani. Bud A € R¥3, jejiz fadkovy prostor ma bazi tvofenou pouze vektorem (1,2,3)7.
(1) Najdéte odstupniovany tvar A.
(2) Napiste definici determinantu a spocitejte det(A).
(3) Najdéte ortogonalni bazi jadra A.

Reseni.
(1) Vsechny fadky jsou nasobky (1,2, 3), tedy rank(A) = 1 a odstupiiovany tvar je (é § )
(2) Definice viz vyse. Protoze rank(A) = 1 < 3, je A singularni, takze det(A) = 0.
(3) Baze jadra. Ker(A) = {x : (1,2,3) - x = 0} ma dimenzi 3 — 1 = 2; bazi tvofi napft. (2, -1, 0)T

oW

a(3,0,—1)T.
Gram-Schmidt.
Y1 = (2’ _130)Ts
¥ = (3,0,-1) 2 —10) (2 -1.0) (2,-1,00" = (3,0,-1)" = 2(2,-1,0)" = 2(3,6,-5) .

Ortogonalni baze jadra je tedy (2,—1,0)T, (3, 6,—5)T |

P Piiklad — SZZ léto 2023 ¢. 3: Kolmost, zobrazeni, zména obsahu

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 3 — Linearni algebra)
Zadani. Pro A = (% )aB= ((1) é)

(1) najdéte x € R? tak, aby Ax L Bx (standardni souéin);

(2) najdéte matici zobrazeni, které Ax posila na Bx pro viechna x;

(3) rozhodnéte, zda zobrazeni x > B~ A3B™!x obsahy tutvart zvétsuje ¢i zmensuje.
Reseni.

(1) Ax = (x; + 2x5, X1 + x2)T a Bx = (x5, x1 + 2x). Jejich skalarni souéin je

(31 + 22) %3 + (31 + 2)(31 + 23) = (31 + 235) (363 + X7 + %) = (37 + 2x)7,

coZ je nula pravé tehdy, kdyz x; + 2x, = 0, tj. | x = (=2, 1)T, t e R|.
(2) Hledame M s M(Ax) = Bx pro vSechna x. Protoze A je regularni (det A = —1), prochéazi Ax
celé R?, takze podminka je MA = B, odkud M = BATL.ZAl= _11 _21) dostaneme

M=BA"! = <(1) ;) (_11 _21> = (i _01) (ovéteni MA = B).
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https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9LOh2dk
https://www.youtube.com/watch?v=Ip3X9LOh2dk
https://www.youtube.com/watch?v=jBsC34PxzoM
https://www.youtube.com/watch?v=jBsC34PxzoM

det AP
3) Faktor zmény obsahu je | det(B~1A3B™1)| = u. Zde det A = —1 adet B = —1, takze faktor
Y J | det B2
e

je[7 =1} obsahy se neméni (zobrazeni je zachovava, jen pfevraci orientaci, nebot celkovy

determinant je —1 < 0).

8 Vlastni ¢isla a vektory (diagonalizace, spektralni rozklad)

8.1 Vlastni ¢isla a charakteristicky polynom

& Definice — Vlastni ¢islo a vektor

Cislo A € C je vlastnim ¢islem matice A € C™", existuje-li nenulovy vlastni vektor x s Ax = Ax.

W Véta — Charakterizace

A je vlastnim ¢islem A pravé tehdy, kdyz det(A — AL,) = 0; pfislusné vlastni vektory jsou nenulové
prvky Ker(A — AL).

& Definice — Charakteristicky polynom, nasobnosti

pa(d) = det(A—AL) je charakteristicky polynom (stupné n). Algebraicka nasobnost A je jeho nasobnost
jako kofene p,; geometrickd nasobnost je n — rank(A — AlL,) (pocet lineadrné nezavislych vlastnich
vektori). VZdy plati geometricka < algebraicka.

Vlastni vektor je ,invariantni smér“: zobrazeni x — Ax ho jen natdhne (faktorem A7),
neoto¢i. Vlastni ¢isla najdeme jako kofeny p4, vlastni vektory pak jako jadro A — AL,

Av = Av

Vlastni vektor v = (1, 1) pro A = 2: zfistava na své piimce, jen se $kaluje (Av = 2v). Obecny vektor
w = (1,4; —0,4)" se oto¢i mimo svilj smér (Aw na ném nelezi).

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 14 — Eigenvectors and eigenvalues (vlastni sméry

a faktory).

W Véta — Stopa a determinant ze spektra

Ma-li A € CP" vlastni ¢&isla Ay, ..., 4, (vCetné nasobnosti), pak det(A) = A; - A, a trace(A) =
A + - + Ay. (U realné matice se komplexni vlastni ¢isla vyskytuji v komplexné sdruzenych parech.)

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 15 — A quick trick for computing eigenvalues
(rychly vypocet viastnich Cisel 2 x 2 ze stopy a determinantu — viz vztah vyse).
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https://www.youtube.com/watch?v=PFDu9oVAE-g
https://www.youtube.com/watch?v=PFDu9oVAE-g
https://www.youtube.com/watch?v=e50Bj7jn9IQ
https://www.youtube.com/watch?v=e50Bj7jn9IQ

8.2 Podobnost a diagonalizovatelnost

& Definice — Podobnost

A, B € C™™" jsou podobné, existuje-li regularni S s A = SBS™L.

WA Véta — Podobné matice

Podobné matice maji stejny charakteristicky polynom, tedy stejna vlastni ¢isla (i ndsobnosti), stejnou
hodnost i determinant. Vlastni vektory se obecné lisi.

Podobnost = taz linearni transformace v jiné bazi (S je matice pfechodu). Proto se vlastni
¢isla neméni - jsou vlastnosti zobrazeni, ne soufadnic. Naopak jadro se ménit maze: (J3)a (¢
jsou podobné, ale maji riizna jadra.

@ Video: 3BluelBrown, Essence of Linear Algebra kap. 13 — Change of basis (zména baze).

& Definice — Diagonalizovatelnost a spektralni rozklad

A je diagonalizovatelna, je-li podobna diagonalni matici, tj. A = SAS™! se A diagonalni. Tomuto
rozkladu se rika spektralni rozklad (na diagonale A je spektrum).

W Véta — Charakterizace diagonalizovatelnosti

A € C™" je diagonalizovatelna pravé tehdy, kdyZ ma n linearné nezavislych vlastnich vektoru;
ty pak tvori sloupce S a pfislusna vlastni ¢isla diagonalu A. Ekvivalentné: pro kazdé vlastni ¢islo
splyvéa algebraicka a geometricka nasobnost. Specialné ma-li A n navzajem rtiznych vlastnich &isel,

je diagonalizovatelna.

© Poznamka. [Mocniny matice] Diagonalizace usnadiiuje mocnéni: Ak = SAkST1 kde AK jen
umocni diagonalu. Toho se vyuziva k feseni rekurenci (Fibonacci) ¢i studiu asymptotiky.

8.3 Symetrické matice

Realné symetrické matice (A = AT) se chovaji obzvlast hezky: vlastni ¢isla jsou vidy realné a vlastni
vektory lze vybrat navzajem kolmé. To z nich déla nejdulezitéjsi diagonalizovatelnou tfidu (vaZe se napft.
na kovarianéni matice a PCA ve strojovém uceni).

W Véta — Spektralni rozklad symetrické matice

Realna symetricka matice A € R ma vzdy reélna vlastni ¢isla a je ortogonalné diagonalizovatelna:
existuje ortogonalni Q a diagonélni A tak, ze A = QAQ! . Vlastni vektory pfislusné riznym vlastnim
¢isltim jsou na sebe kolmé, takze 1ze vybrat ortonormalni bazi z vlastnich vektora.

Symetricka matice odpovidé ,,samosdruzenému* zobrazeni ((Ax, y) = (x, Ay)); to vynuti,
ze riznym vlastnim ¢islim pfisluseji kolmé vlastni vektory. V bazi z téchto vlastnich vektoru je
zobrazeni ¢isté ,3kalovani podél kolmych os*, proto A = QAQ! s ortogonalni Q.

B Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢. 3: Symetricka matice, podobnost, diagonalizace

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 3 — Matice)
Zadani.

19


https://www.youtube.com/watch?v=P2LTAUO1TdA

(1) Najdéte symetrickou S € R¥3 s Ker(S) = span{(1, 5, 1)T, (0,2, 1)T}.
(2) Definujte podobné matice a uvedte, které z veli¢in hodnost / determinant / jadro maji podobné
matice stejné.

22 3
(3) Matice A = ((l) —21 —44) ma vlastni ¢isla 3 a 1. Je diagonalizovatelna?
Reseni.
(1) Kolmost na jadro. Pro symetrickou S je fadkovy prostor roven sloupcovému a kolmy na jadro
(nebot S(S)* = Ker(ST) = Ker(S)). Jadro je 2-rozmérné, takze fadkovy prostor je 1-rozmérny,
generovany vektorem kolmym na oba vektory jadra:

(1,5,1)x(0,2,1) = (3,—1, 2).

Konstrukce. Symetricka matice hodnosti 1 s timto fadkovym prostorem je

9 -3 6
S=a(3,-1,2)73,-1,2)=a|[-3 1 -2, a # 0.
6 -2 4

(Ovéfeni: (3, -1, 2) je kolmy na oba generatory jadra, takze Sx = o pro x z jadra.)

(2) A, B jsou podobné, je-li A = RBR™! pro regularni R. Stejné maji hodnost i determinant; jadro
obecné ne (protiptiklad (§ 3)a (39)).

(3) Treti vlastni cislo ze stopy. Stopaje2 —1+4 =5 =3+ 1+ A3, takze A3 = 1 - ¢islo 1 je
dvojnasobné (algebraicky).
Algebraicka vs. geometricka. rank(A — ;) = 2, takZe geometrickd nasobnost ¢isla 1 je

3 — 2 =1 < 2. Nasobnosti nesplyvaji, takze ‘ A neni diagonalizovatelna |

P Piiklad — SZZ léto 2024 ¢&. 3: Steinitz a vyména vlastnich vektoru

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 3 — Baze vektorovych prostorii)
Zadani.
(1) Zformulujte Steinitzovu vétu o vyméné.
(2) Reélna A je diagonalizovatelna jako D = R 'AR s diagonalou D = (17,17,23,17,23), kde
vlastni vektory tvofi sloupce

R=]-1 -2 6 -2 3
-1 -3 7 -1 -4
1 2 0 2 4

Rozhodnéte, zda lze néktery sloupec R vyménit za vektor u; tak, aby A §la diagonalizovat
i vyslednou matici R”: (a) u; = (4,2,2,-3, —Z)T; (b) uy = (7,-6,-2,12, —6)T.
Reseni.

(1) Viz znéni Steinitzovy véty v sekci 4.

(2) Sloupce R jsou vlastni vektory; podle diagonaly patti sloupce 1, 2, 4 vlastnimu ¢islu 17 (vlastni
podprostor dimenze 3) a sloupce 3, 5 vlastnimu ¢islu 23. Aby R’ stale diagonalizovala A, musi
byt novy sloupec opét vlastnim vektorem a vysledek musi byt baze.

@) [uy]p = (0,2,0,-3,0)T, tedy u; = 2R,5 — 3R,4. Oba lezi v podprostoru ¢isla 17, takze u; je
vlastni vektor pro 17. Vymeénit lze ty sloupce s nenulovym koeficientem, po nichz zistane
baze — tedy sloupec 2 nebo sloupec 4.

(b) [uy]p = (0,1,1,0,—-2)T, tj. uy = R,5 + Ry3 — 2R,5 micha vlastni podprostory &isel 17 a 23.
Vektor u, proto neni vlastnim vektorem a vyménu provést nelze.
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9 Pozitivné (semi)definitni matice (Choleského rozklad)

B Definice — Pozitivné (semi)definitni matice

Symetricka A € R™" je pozitivné definitni, pokud xT Ax > 0 pro kazdé x # o, a pozitivné semidefinitni,
pokud x” Ax > 0 pro kazdé x.

W Véta — Charakterizace pozitivni definitnosti

Pro symetrickou A € R™" je ekvivalentni:

(1) A je pozitivné definitni;

(2) vsechna vlastni ¢isla A jsou kladn4;

(3) existuje U hodnostins A =UTU.
(Pro semidefinitnost: vlastni ¢isla nezaporna, resp. A = UTU pro néjaké U.) Je-li A pozitivné definitni,
je regularni a A™! je rovnéz pozitivné definitni.

Pozitivni definitnost znamena, 7e kvadratick4 forma xT Ax je ,miskovita“ - ma v pocatku
ostré minimum. Protoze det(A) = [] 4;, je u pozitivné definitni matice determinant kladny; obracené
to ale samo o sobé nestaci (nutno vice podminek - viz Sylvester).

W Véta — Vztah se skalarnim souéinem

Operace (x, y) = x! Ay je skalarnim sou¢inem na R" pravé tehdy, kdyz A je pozitivné definitni. (Tim
jsou popsany vsechny skalarni sou¢iny na R".)

w Véta— Sylvestrovo kritérium

Symetricka A je pozitivné definitni pravé tehdy, kdyz véechny hlavni vedouci minory (determinanty
levych hornich podmatic Ay, ..., A,) jsou kladné.

© Poznimka. [Testovani Gaussovou eliminaci] Symetricka A je pozitivné definitni pravé tehdy,
kdyz ji Gaussova eliminace (jen pfi¢itani nasobki fadku s pivotem k fadktim pod nim) pfevede na
tvar s kladnou diagonalou. To je vypocetné levnéjsi nez Sylvestrovo kritérium.

W Véta — Choleského rozklad

Pro kazdou pozitivné definitni A € R™" existuje jedina dolni trojuhelnikova matice L s kladnou

diagonalou takova, Ze
A=LLT.

Cholesky je ,,odmocnina“ pozitivné definitni matice ve tvaru trojuhelnikového Cinitele.
Je to nejucinnéjsi test pozitivni definitnosti (fadoveé %n3 operaci) a zaroven prakticky nastroj pro

feseni soustav Ax = b s pozitivné definitni A (pies Ly = b a LTx = y) a pro jejich inverzi.

P Piiklad — Vypocet Choleského rozkladu

4 24
Zadani. Najdéte Choleského rozklad A = LLT pozitivné definitni matice A = (—2 101 )
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Reseni. Prvky dolni trojihelnikové L uréime porovnanim A = LLT po sloupcich shora doli:

ty = Ja;; = V4 =2, 3212%2%2:—1: 3312%2222,
11 11
tyy = a2 — 85 = V10— 1=3, t3p = aSZ_fz:lfm = 1_2§_1) =1,

ts3 =jas3 — 5 —th, =V6—-4—-1=1

Tedy | L = (71 3 0) (snadno ovétime LLT = A). Kdyby pod nékterou odmocninou vyslo nekladné

¢islo, matice by nebyla pozitivné definitni.

P Piiklad — SZZ 1éto 2025 &. 3: Skalarni souéin x! Ay a pozitivni definitnost

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 3 — Skalarni soucin)
Zadani. Uvazujme (x, y) = x! Ay pro symetrickou A.
(1) Rozhodnéte: (a) je-li xTAy skalarni soudin, je det(A) > 0? (b) je-li B symetricka regularni, je
xT B%y skalarni soucin?
(2) Zapiste CS nerovnost pro {x, y) = x! Ay pomoci maticovych operaci.
(3) Je matice A s prvky a;; = min(i, j) pozitivné definitni pro vechna n > 1? Formulujte kritérium
a overte.
Reseni.
(1) (a) Ano: skalarni soucin = A pozitivné definitni = kladna vlastni ¢isla = det(A) = [T A; > 0.
(b) Ano: B> = B B je symetricka a jeji vlastni ¢isla jsou ()L,B)z > 0 (regularni B nema nulové
vlastni ¢islo), takze B? je pozitivné definitni a xT B%y je skalarni souéin.
(2) CS [(x, )] < x| [yl mé zde tvar |xT Ay| < VxT Ax/yT Ay.
(3) Kritérium. Symetricka matice je pozitivné definitni, ma-li Choleského rozklad A = LLT
(ekvivalentné kladna vlastni ¢isla / kladné hlavni vedouci minory).
Konstrukce L. Pro g;; = min(j, j) vezmeme dolni trojuhelnikovou L se samymi jednickami
(v dolni casti i na diagonale). Pak

(LLT)y = > LyeLy = #{k : k <iak < j} = min(i, j) = a;.
k

Tedy A = LLT existuje a ‘ A je p.d. pro vsechnan > 1 ‘

Shrnuti

O Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Stru¢ny vyéet klicovych definic,
vét a vzorct okruhu M2. Zkratky: LN = linearné nezavislé, LZ = linearné zavislé, p.d. = pozitivné
definitni, psd = pozitivné semidefinitni.
Algebra (grupy, permutace, télesa).
« Grupa: asociativita, neutralni prvek, ke kazdému prvku inverze; podgrupa = neprazdna podmno-
Zina uzavfena na operaci i inverzi. Komutativni grupa = abelovska.
« Permutace: sgn(rr) = (—1)*transpozic — (—1)r—*eykla, sgn(rro) = sgn(r) sgn(o); suda vs. licha.
« Téleso: Z, je t€leso < p je prvocislo; inverze v Z, pies malou Fermatovu vétu (a1 =1,
tedy a ! = aP~?%). Konecné téleso ma pk prvki.
Soustavy, matice, hodnost.
« Frobenius: Ax = b fesitelnd < rank(A) = rank(A |b); pravé jedno feseni <= navic rank = n
(pocet neznamych), vice feseni <= rank < n (nad R nekone¢né mnoho, nad Z, jich je p"™").
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Mnozina fe$eni = partikularni feseni + Ker(A) (afinni podprostor).
« Regularni A fadu n: rank(A) =n < det(A) # 0 < A~! existuje < fadky/sloupce LN
< Ker(A) = {o} < 0 neni vlastni &islo.
« (AB)7! = Bla7l, (AT)™! = (AT, inverze Gaussovou-Jordanovou eliminaci [A|I] —
[I| A71]. Vidy rank(A) = rank(A”) (fadkova hodnost = sloupcova).
Vektorové prostory.
« Baze = LN + generuje; vSechny baze stejné velké = dim. Steinitz: Zadna LN mnoZina neni vétsi
nez generujici (|LN| < |gen|), a Ize ji do ni vyménit.
« Rank—nullity: dim Ker(A) + rank(A) = n (pocet sloupctr).
« Radkovy i sloupcovy prostor maji dimenzi rank; rank(A) = rank(AT).
« Soutadnice vektoru u v bazi B (sloupce matice R): [u]g = R 'u, prakticky se fesi soustavou
Re=u.
Linearni zobrazeni.
+ Matice vzhledem k bazim g [f]p, ; matice slozeni = soucin matic; zména baze = podobnost
R'AR.
« dimIm(f) + dimKer(f) = dim defini¢niho prostoru.
« Izomorfismus <= bijekce <= matice regularni <= prosté (Ker = {o}) a na zaroven; vyzaduje
stejnou dimenzi obou prostoru.

Skalarni soucin a ortogonalita.
o x| = \/{x, x); Cauchy-Schwarz [(x, y)| < |x| |y (rovnost < LZ); trojihelnikova ||x + y| <
Il + [yl Pythagoras x + yI* = x|* + Iyl* = x L y.
« Ortogonalni baze: soufadnice = Fourierovy koeficienty ¢; = (x,v;)/(v;,v;) (jen pro ortogonalni
bazi!); Gram—-Schmidt takovou bazi vyrobi.
« Ortogonalni projekce na U: nejbliz§i bod x;; = arg min,,c; | x — ul, charakterizovana podminkou
x — xyy € U*; rozklad x = x7 + xy+. Doplnék: dimU + dimU* = n, (U)* = U.
« Ortogonélni matice Q: 0TQ =1 < Q7' = Q! « sloupce tvoii ortonormalni bazi; zachovavé
normu i skalarni soucin.
Determinant.
« det(AB) = det A det B, det(AT) = det A, det(A™!) = 1/ det A, det(cA) = ¢" det A; trojihelnikova
matice = det = soucin diagonaly.
o« det(A) =0 < A singularni < sloupce LZ; det(A) = [] A;, trace(A) = Y A;.
« Laplacetiv rozvoj podle fadku/sloupce. Radkové ipravy: vyména radktt — znaménko —1, vyna-
sobeni fadku ¢ — det ¢, pfi¢teni nasobku jiného fadku — beze zmény.
« Geometricky | det A| = objem rovnobéZnosténu na sloupcich A; znaménko = orientace; je to
faktor zmény objemu zobrazeni x — Ax.

Vlastni ¢isla a vektory.

« Charakteristicky polynom p4(A) = det(A — AI) stupné n; Y, A; = trace(A), [] A; = det(A).

+ Geometricka nasobnost (= dim vlastniho podprostoru) < algebraick4 nasobnost. A diagonalizo-
vatelnd < geom. = alg. pro kazdé 1 < existuje baze z vlastnich vektort.

« A¥ ma vlastni ¢isla A¥, A1 ma 1 /A, p(A) ma p(X) (se stejnymi vlastnimi vektory).

« Podobné matice (B = R"'AR) sdileji char. polynom, vlastni ¢isla, det, trace, rank i dimenzi jadra
(ne vsak jadro jako konkrétni mnozinu).

« Symetricka A: realna A, vlastni vektory riznych A jsou na sebe kolmé, A = QAQ! s ortogonalni
Q (spektralni véta) = vzdy diagonalizovatelna.

Pozitivné (semi)definitni matice.

« Symetricka A je pd. « x'Ax >0Vx # o0 < vsechna ), >0 < A = LL" (Cholesky, L
dolni trojuhelnikova s kladnou diagonalou) < kladné hlavni vedouci minory (Sylvester). Psd:
xTAx >0 < 1 >0 < A=UTU;Sylvester s ,> 0“ u vedoucich minort pro psd neplati
(napt. diag(0, —1)); psd je ekvivalentni nezapornosti vSech hlavnich minoru.

« (x,y) = x Ay je skalarni sou¢in < A symetrické a p.d.; B B je vidy psd, a p.d. — Bma
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plnou sloupcovou hodnost (u étvercové B: regularni).

Zdroje

« M. Hladik: Linedarni algebra (nejen) pro informatiky, Matfyzpress, 2019 (primarni zdroj vykladu,
ucebnice k pfednaskam Linearni algebra 1 a 2).
https://kam.mff.cuni.cz/~hladik/LA/

« J. Matousek (ve spolupraci s J. Rohnem a J. Timou): Podrobny minimalni sylabus prednasek Linedrni
algebra I a II pro informatiky, 2010.
https://kam.mff.cuni.cz/~matousek/ls-2pp.pdf

+ 3Blue1Brown: Essence of Linear Algebra (videa odkazovana v textu).
https://www.youtube.com/playlist?1ist=PLZHQObOWIQDPD3MizzM2xVFitgF8hE_ab

+ MFF UK: pozadavky ke statni zavére¢né zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termin®.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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