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Uvod

Tento material pokryva okruh M3 — Diskrétni matematika (pfedméty NDMI002 Diskrétni matematika
a NDMI011 Kombinatorika a grafy 1). Vyklad jadra okruhu (relace, usporadani, funkce, kombinatorické
pocitani a princip inkluze a exkluze) stoji na zapiscich T. Slamy z pfednasky doc. Martina Marese a na
ucebnici J. Matouska a J. Nesettila Kapitoly z diskrétni matematiky (v anglickém vydani Invitation to
Discrete Mathematics), kterou jako literaturu k obéma pfedmétim doporucuji jejich pfednasejici. Hallovu
vétu o systému riznych reprezentantd uvadime podle skript T. Vally a J. Matouska Kombinatorika a grafy
I (NDMI011). Znaceni a hloubka odpovidaji kurzu pro informatiky.

U principu inkluze a exkluze a Hallovy véty pozadavky okruhu vyslovné uvadéji dukaz (resp. princip
dikazu), proto je dokazujeme. Ostatni véty uvadime se znénim, doplnéné intuici a kratkymi odvozenimi
tam, kde poméahaji pochopeni. Do vykladu jsou zafazeny feSené realné otazky SZZ z let 2022-2026;
vSechny otazky k okruhu jsou pohromadé v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité zdroje
jsou uvedeny na konci.



Znaceni. Mnoziny znacime velkymi pismeny X, Y, A, B, jejich velikost |X|. Kartézsky souéin je X xY =
{(x,y) : x € X, y € Y}, potentni mnoZina (mnozina viech podmnozin) 2%, mnozina viech k-prvkovych
podmnozin ( k)' Binarni relaci piSeme R a fakt (x,y) € R zkracené xRy. Funkci (zobrazeni) piSeme
f: X — Y. Symbolem [n] minime {1, 2, ...,n}, faktoridl n! = 1-2--n (s 0! = 1) a kombina¢ni ¢islo (Z)
Usporadani znaé¢ime < (ostrou variantu <), ¢aste¢né usporddanou mnozinu (CUM) dvojici (X, <).

1 Relace, ekvivalence, rozkladové tridy

Relace zachycuje vztah mezi prvky: ktefi jsou ,,ve vztahu* a ktefi ne. Formalné je to prosté podmnoZzina
kartézského soucinu, tedy mnozina téch dvojic, které ve vztahu jsou.

& Definice — Binarni relace

Binarni relace mezi mnozinami X aY je libovolna podmnozina R C X x Y. Je-li X =Y, mluvime o
relaci na mnoziné X. Misto (x, y) € R piseme xRy.

© Poznamka. Specialni relace na X: prazdna @ (nic s ni¢im), univerzalni X x X (ve se véim) a
diagonalni (identicka) Ax = {(x,x) : x € X} (kazdy prvek jen sam se sebou). K relaci R definujeme
inverzni relaci R™! = {(y,x) : (x,y) € R} a ke dvojici relaci R € X xY, S C Y x Z jejich slozeni
RoS={(x,z) : 3y €Y, xRy A ySz}.

Relaci na kone¢né X lze vidét dvéma zptsoby. Jako matici | X| x | X| nul a jednicek (na
pozici (x, y) je 1, pravé kdyz xRy): diagonalni relaci pak odpovidaji jednicky na hlavni diagonale.
Nebo jako orientovany graf na vrcholech X, kde Sipka x — y vede pravé pro xRy. Vlastnosti relaci
nize se hezky ¢tou na grafu.

& Definice — Vlastnosti binarni relace na X

Relace Rna X je
(1) reflexivni, pokud Vx € X : xRx;
(2) symetricka, pokud Vx,y € X : xRy = yRx;
(3) antisymetricka, pokud Vx,y € X : (xRy A yRx) = x = y;
(4) tranzitivni, pokud Vx,y,z € X : (xRy A yRz) = xRz.

Na grafu: reflexivita = u kazdého vrcholu smycka; symetrie = kazda sipka je obousmérna
(R™! = R); antisymetrie = mezi dvéma riiznymi vrcholy nevedou $ipky obéma sméry; tranzitivita =
vede-li cesta x — y — z, vede i pfimé zkratka x — z. Antisymetrie nezakazuje smycky — omezuje
jen dvojice riznych prvku.
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reflexivita symetrie antisymetrie tranzitivita
smy¢ka u kazdého obousmérné Sipky jen jeden smér zkratka x — z

© Poznamka. Antisymetrie z definice vyse je tzv. slabd antisymetrie: obousmérnou dvojici zakazuje
jen pro rizné prvky, smycku xRx povoluje. Ekvivalentné Vx,y € X, x # y : xRy = - yRx.
Vynechame-li podminku x # y, dostaneme silnou (ostrou) antisymetrii, téZ asymetrii: Vx,y € X :



xRy = — yRx — ta navic vylucuje i smycky (je tedy ireflexivni). Slabou antisymetrii pouziva neostré
usporadani < (reflexivni), asymetrie odpovida ostrému uspofadani < (ireflexivni). Oznaceni ,,(slabé)
antisymetricka“ v prikladech nize mini pravé tuto slabou variantu.

1.1 Ekvivalence a rozkladové tridy

Neékteré relace vyjadfuji ,,stejnost v néjakém ohledu® (stejny zbytek po déleni, stejna barva). To jsou
ekvivalence a my ukazeme, Ze pfesné odpovidaji rozkladim mnoziny na disjunktni ¢asti.

& Definice — Ekvivalence a tiida ekvivalence

Relace R na X je ekvivalence, je-li reflexivni, symetricka a tranzitivni. Pro x € X je trida ekvivalence
prvku x mnozina [x]g = {y € X : xRy}.

B Definice — Rozklad mnoziny

Rozklad mnoziny X je systém neprazdnych, navzajem disjunktnich podmnozin X, jejichz sjednoce-
nim je celé X. Jednotlivé podmnoziny se nazyvaji t7idy rozkladu.

W Véta — Ekvivalence a rozklady si odpovidaji

Necht R je ekvivalence na X. Pak tfidy [x]g tvoii rozklad mnoziny X, tj.

(1) kazda tfida je neprazdna a x € [x]g;

(2) pro libovolna x, y je bud [x]g = [y]g, nebo [x]g N [y]g = @.
Naopak kazdy rozklad X definuje ekvivalenci (,,byt ve stejné t¥idé*) a tato dvé pfifazeni jsou
navzajem inverzni. Ekvivalence na X tedy odpovidaji jedna ku jedné rozkladtim X.

Bod (1) je reflexivita. Klicovy bod (2) fik4, ze tfidy se nepfekryvaji ,naptl*: bud splynou,
nebo jsou disjunktni. Diivod: lezi-li z ve dvou tfidach [x] i [y], pak xRz a zRy, takZe ze symetrie a
tranzitivity xRy, a obé tfidy jsou stejné. Ekvivalence a rozklad jsou tedy jen dva pohledy na totéz.

P Piiklad — Typické ekvivalence

Kongruence modulo n: x ~ y <= n| (x — y) na Z ma n ttid (zbytkové tfidy 0, 1,...,n — 1). Relace
,mit stejnou velikost“ na podmnoZzinach dané mnoziny. Naopak ,,byt nesoudélny“ ekvivalence neni
(neni tranzitivni: 2 a 3, 3 a 4, ale 2 a 4 ne).

Nasledujici realna otazka kombinuje definici ekvivalence, pocitani ekvivalenci a konstrukei relace s
predepsanymi vlastnostmi. Pocet ekvivalenci spoc¢teme rozborem tvarti rozkladu (diky pfedchozi vété
ekvivalence = rozklady).

P Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 4: Binarni relace

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 4 — Binarni relace)
Zadani.
(1) Definujte podminky, které musi spliiovat binarni relace R na neprazdné mnoziné X, aby byla
ekvivalenci (pomoci kvantifikatori a logickych spojek).
(2) Pro X = {a,b,c,d} urlete, kolik riznych ekvivalenci na X existuje.
(3) Pro X = {a,b,c,d} najdéte relaci, ktera je tranzitivni, ale neni symetricka ani (slabé) antisymet-
rick4, a zdavodnéte to. (Antisymetrii se zde mini Vx,y € X : (xRy A yRx) = x = y.)
Reseni.
(1) R je ekvivalence, pravé kdyz je
o reflexivni: Vx € X : (x,x) € R,




« symetrickd: Vx,y € X : (x,y) € R= (y,x) €R,
« tranzitivni: Vx,y,z € X : ((x, y)€ERA(y,2) € R) = (x,z) ER.
(2) Rozklady po tvarech. Ekvivalence na X odpovidaji rozkladiim X, po¢itame tedy rozklady
4-prvkové mnoziny podle tvaru (velikosti t¥id):

tvar 4 : 1 blok, 1 rozklad,
tvar3+1 : vybirame samotny prvek (‘11), 4,
tvar 2+ 2 : rozdéleni na dvojice %(3 , 3,
tvar2+1+1 : vybirame dvojici (3) 6,
tvar1+1+1+4+1: samé singletony, 1.

Celkem1+4+3+6+1= ekvivalenci. (U tvaru 2 + 2 délime dvéma, protoZe (g) =6
zapoCitava kazdou dvojici dvojic dvakrat.)

(3) Napiiklad R = {(a,a), (a,b), (b, a), (b, b), (c,d)}.
Tranzitivita. Jediné dvojice, které na sebe navazuji, jsou uvnitt bloku {a, b} (ten je uplny, takze
kazda zkratka uz v R je) a u (¢, d) zadna navazujici dvojice (d, -) neexistuje.
Symetrie. (c,d) € R, ale (d,c) € R — neni symetricka.
Antisymetrie. (a,b), (b,a) € R, pfitom a # b — neni (slabé) antisymetricka.

Graf relace z bodu (3): blok {a, b} je uplny (uvnitf tranzitivni), osamocena Sipka ¢ — d porusuje
symetrii a obousmérna dvojice a <> b porusuje antisymetrii.

2 Castecna usporadani

Usporadani zachycuje vztah ,,byt mensi nebo roven® — ne nutné mezi véemi dvojicemi. Formalné se lisi
od ekvivalence jen tim, Ze symetrii nahradime antisymetrii.

& Definice — Usporadani

Relace < na X je (Castecné) usporadani, je-li reflexivni, antisymetricka a tranzitivni; (X, <) pak
nazyvame édstecné usporadand mnozina (CUM). Uspotadani je linedrni (4plné), pokud jsou navic
kazdé dva prvky porovnatelné: Vx,y € X : x < yV y < x. Kusporadani < patfi jeho ostrd varianta
x<y &= (x<yAx=#y).
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linearni usporadani castecné usporadani
1<2<3<4 ({1,2,3,6},])

Hasseovy diagramy. Linearni (vlevo, fetézec 1 < 2 < 3 < 4): kazdé dva prvky jsou porovnatelné, body
lezi svisle nad sebou. Cdste¢né (vpravo, délitelnost na {1, 2,3, 6}): prvky 2 a 3 nejsou porovnatelné (ani
2| 3, ani 3 | 2), diagram ma tvar kosoétverce.



P Piiklad — Usporadani

(R, <) je linearni. (2%, C) (podmnoziny uspoiadané inkluzi) a (N, |) (délitelnost) jsou jen &aste¢na:
{1} a {2} nejsou inkluzi porovnatelné, stejné jako 2 a 3 délitelnosti.

& Definice — Hassetuv diagram

Hasseiv diagram CUM (X, <) je nékres, v némz x lezi niz nez y, kdykoli x < y, a hranou spojujeme
jen bezprostredni dvojice: x < y takové, Ze neexistuje t s x < t < y. Ostatni vztahy doplni tranzitivita
(Cteme je ,,po cesté vzhuru*).

{1,2,3}
{1,2} ’/{13}.\. (2,3}
L e 7 DEE—. .03}
?

Hassetv diagram (2{2%, C). Cervené fetézec @ c {1} C {1,2} C {1,2,3} (délka 4). Modfe vyznacena
vrstva {1}, {2}, {3} je antifetézec. Nejmensi prvek je @, nejvétsi {1, 2, 3}.

& Definice — Vyznaéné prvky

V CUM (X, <) je prvek a
« minimalni, neexistuje-li x s x < a; maximalni, neexistuje-li x s a < x;
« nejmensi, je-liVx € X : a < x; nejvétsi, je-liVx e X : x<a

Rozdil ,,minimalni“ vs. ,nejmensi“ je zasadni. Nejmensi musi byt porovnatelny se vsemi
a byt pod nimi - proto je nejvyse jeden. Minimalni jen nesmi mit nic pod sebou, ale nemusi byt s
ostatnimi viibec porovnatelny. V antifetézci dvou prvki (zadné dva porovnatelné) jsou oba minimalni
i maximalni, a pfitom neni ani nejmensi, ani nejvétsi. Nejmensi prvek je vzdy i minimalni, opacné to
neplati.

& Definice — Retézec, antifetézec, vyska, sirka

Podmnozina C C X je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky porovnatelné; je antiretézec, nejsou-li
zadné dva jeji rizné prvky porovnatelné. Vyska v(X, <) je velikost nejdelsiho fetézce, Sirka s(X, <)
je velikost nejdelsiho antifetézce.

W Véta — O dlouhém a sirokém

Pro kazdou koneénou CUM (X, <) plati

IX] < v(X,2)-s(X, ),

tj. pocet prvki nepievysi soucin vysky a Sirky.




,Bud je néco dlouhé (vysoky fetézec), nebo siroké (velky antifetézec) — jinak se tolik
prvki nevejde.“ Myslenka dikazu: mnoZzinu rozvrstvime na patra minimalnich prvkd. Kazdé patro je
antifetézec (nejvyse s prvka) a pater je nejvyse tolik, kolik méfi nejdelsi fetézec (v), protoze kazdy
prvek z k-tého patra je vrcholem fetézce délky k jdouciho skrz v§echna nizsi patra.

Diikaz (nepovinny — princip). Polozme M; = {minimalni prvky X}, X; = X \ M;, dile M, = {minimalni
prvky X;} atd., dokud néco zbyva; vznikne rozklad X = M; U --- U M,;. Kazdé M,; je antifetézec (dva
minimélni prvky téze urovné nemohou byt porovnatelné), tedy |M;| < s. Je-li a € My pro k > 2, pak a lezi
v Xi_ (kde X, = X), ale nebyl v ni minimélni (jinak by patfil do My_;). Pod a tedy v Xj._, lezi néjaky
prvek, a protoze je X konecna, i néjaky minimalni prvek ay_; € M_1 s ar_1 < a; pokracovanim dola
dostaneme fetézec a; < a, < -+ < a = a délky k, proto k < v. Tedy pater je nejvyse v a

t
IX| = IM|<t-s<v-s.

N
VAN

Rozvrstveni na patra minimalnich prvka: kazdé patro je antifetézec (vodorovne, < s prvka), Cerveny
fetézec protina kazdé patro nejvyse jednou (proto < v pater), odtud |[X| < v -s.

fetézec délky < v

(antifetézec, < s)

© Poznamka. Kontrola na obrazku vyse: v (21123} ) je vyska v = 4 (fetézec @ C {1} C {1,2} C
{1, 2,3}) a sifka s = 3 (nejvétsi antifetézec, napf. trojice jednoprvkovych), takze 8 = |X| <v-s = 12.

B Piiklad — Aplikace: Erd6s-Szekeres

Zadani. Z véty o dlouhém a sirokém odvodte: kazda posloupnost n? + 1 navzajem riiznych realnych
¢isel obsahuje rostouci nebo klesajici podposloupnost délky alespon n + 1.

Reseni. Na indexech {1, ..., n? + 1} definujme uspofadanii < j < (i<j A x < xj). (Reflexivita,
antisymetrie i tranzitivita plynou z téhoz pro < na obou slozkéach.) Retézec v < je rostouci podpo-
sloupnost, antifetézec je klesajici podposloupnost (rostouci v indexu, ale klesajici v hodnoté). Podle
véty o dlouhém a sirokém je n? + 1 = |X| < v-s, takZe v > n + 1 nebo s > n + 1 (jinak by v - s < n?).
To je hledana podposloupnost délky n + 1.

3 Funkce: typy a pocty

Funkce je specialni relace, ve které jde z kazdého prvku praveé jedna Sipka. Spocitame, kolik je riznych
typt funkci mezi kone¢nymi mnozinami - zakladni cvic¢eni ,,kombinatorického pocitani®.

E Definice — Funkce a jeji typy

Relace f € X xY je funkce (zobrazeni) f : X — Y, pokud ke kazdému x € X existuje pravé jedno y
s (x,y) € f; piseme f(x) = y. Funkce je

« prosta (injektivni): Vx,x" € X : x #x' = f(x) = f(x");

« na (surjektivni):VyeY Ix e X : f(x) =

« bijekce: zaroven prosta a na (Vy € Y existuje pravé jedno x s f(x) = y).




injekce (prosta) surjekce (na) bijekce (vzajemné jednozna¢na)

Tii typy funkeci. Injekce (prostd): riizné vzory maji riizné obrazy, v B smi zbyt nepokryty prvek. Surjekce
(na): kazdy prvek B je pokryt, ale dva prvky A mohou mifit na tyz. Bijekce (vzajemné jednoznacna):
prosta i na zaroven, prvky se paruji 1:1.

w Véta— Pocty funkci mezi konecnymi mnozinami

Necht |A| = a a |B| = b. Pak pocet
(1) vsech funkci A — Bje b%

!
(2) prostych funkci A - Bje b(b—1)-(b—a+1) = 2 (pro a < b, jinak 0);

(b —a)
(3) bijekci A — Bje a! (jenje-lia = b, jinak 0);
b
b
(4) surjekci A — Bje Z(—l)k ( k)(b — k)* (odvodime v sekci 5 principem inkluze a exkluze).
k=0

@ Intuice. (1) Kazdy z a prvka poslat nezavisle na kterykolizb — b - b - b = b%. (2) Aby byla prosta,
yzap p Y y byla p
ubyvaji moZnosti: prvni prvek ma b cili, druhy b — 1 (jeden je obsazeny) atd. (3) Bijekce A — A je
yvaj P P y J J y ] J
pravé prosté funkce A — A, tedy a(a — 1) - 1 = a!. Specialn& pocet podmnozin X je [2X| = 2/XI -
podmnoziny odpovidaji funkcim X — {0, 1} (charakteristicka funkce: 1 pro prvky uvnitf).

P’ Priklad — Poéty funkci

Zadani. Kolik je funkei, prostych funkei a bijekei z A = {1,2,3} do B = {1, 2, 3,4}?
Reseni. Vsech: b* = 43 = 64. Prostych: 4 - 3 - 2 = 24. Bijekci: 0 (je |A| # |B|, bijekce neexistuje).
Naopak prostych funkei z B do A je 0 (nelze 4 rtizné prvky injektivné ulozit do 3).

P Piiklad — SZZ léto 2022 &. 4: Injekce a surjekce — definice a poéty

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 4 — Zobrazeni (injekce, surjekce, pocty))
Zadani.
(1) Definujte, kdy je zobrazeni f : X — Y prosté (injektivni) a kdy ,na“ (surjektivni).
(2) Pron € N urcete, kolik existuje prostych zobrazeni z {1, ...,n} do {1, ..., 2n}.
(3) Pro n € N urcete, kolik existuje zobrazeni {1,...,2n} na {1,...,n} takovych, ze pro kazdé
k € {1,...,n} existuji pravé dvé hodnoty i,j s f(i) = f(j) = k.
Reseni.
(1) f je prosté: Va,b € X : f(a) = f(b) = a = b (rizné vzory maji rizné obrazy). f je na:
VyeYdxe X : f(x)=y (kazdy prvek Y je obrazem).
(2) Po prvcich: prvni obraz ma 2n moznosti, druhy 2n—1, ..., n-ty n+1, celkem 2n-(2n—1) --- (n+1) =

(2n)!
=

(3) Jéle o rozdéleni 2n prvkt do n oznacenych dvojic; usporadanych 2n-tic je (2n)!, v kazdé z n
dvojic nezalezi na poradi, tedy % = (22'?!. (Kontrola n = 2: prostych 4-3 = 12 = ;—5, takovych

surjekei g—é =6.)




4 Permutace, kombinacni c¢isla, binomicka véta

4.1 Permutace

E Definice — Permutace, pevny bod

Permutace mnoziny X je bijekce p: X — X. Na [n] zna¢ime mnozinu vSech permutaci S,. Pevny
bod permutace p je prvek x s p(x) = x.

A Véta — Pocet permutaci

Permutaci n-prvkové mnoziny je n! = n(n—1) - 1.

Permutace je prosta funkce [n] — [n], takZe podle pfedchozi véty jich je n(n—1) --- 1 = n!
(prvni prvek méa n obrazl, druhy n — 1, ...). Permutaci lze rozloZit na nezavislé cykly; pevné body jsou
praveé cykly délky 1. Pocet permutaci bez pevného bodu spocteme v sekci 5 (problém $atnarky).

4.2 Kombinacni ¢isla

& Definice — Kombinaéni ¢islo

Pro cela 0 < k < n je kombinacni ¢islo

n\ _ n! _nn=1)-(n-k+1)
k|  kl(n—k) k! ‘

W Véta — Kombinaéni éislo poéita podmnoziny

(Z) je pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny, tj. |()k()| = (I)k(l).

Usporfadanych k-tic raznych prvki z n-prvkové X je n(n—1) --- (n — k + 1) (prosta funkce
[k] — X). Kazda k-prvkova podmnozina da k! takovych k-tic (jejim pferovnanim). Proto pocet

podmnozin je podil W = (Z)

W Véta — Vztahy mezi kombinaénimi ¢isly

Pro 0 < k < nplati

(1) symetrie: (Z) = (n i k);
(2) Pascaluv vztah: (Z) = <Z: 1) + (n; 1);

n
(3) soucet radku: Z (Z) — 2"

k=0

z n
(4) alternujici soucet: Z(—l)k(k) =0 (pron > 1).
k=0




(1) Vybrat k prvkia ,dovniti® je totéz jako vybrat n — k ,ven“. (2) Zafixujme jeden
prvek: k-prvkové podmnoziny ho bud neobsahuji ((";1) zpusobur), nebo obsahuji a zbytek vybirame
z ostatnich ((Z:i )- To je pravidlo ,,séitdni dvou Cisel nad sebou” v Pascalové trojuhelniku. (3) Soucet
poctl podmnozin vSech velikosti je pocet viech podmnozin 2". (4) Plyne dosazenima = 1,b = —1 do
binomické véty nize — podmnozin sudé velikosti je stejné jako lichych.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6
1 5 \"l(l)/ 10 5 1

G=0+C

Pascaltv trojuhelnik. Kazdé ¢islo je sou¢tem dvou nad nim (Pascaltiv vztah); soucet n-tého fadku je 2.

4.3 Binomicka véta

W Véta — Binomicka véta

Pro n € Ny a libovolna a, b (z komutativniho okruhu, napf. R) plati

(a+b)* = z”: (Z)a”_kbk.

k=0

Roznésobujeme n zavorek (a+ b). Z kazdé vybereme bud a, nebo b; vysledny ¢len s pravé
k vybranymi b je " *b* a pocet zptisobi, jak vybrat onéch k zavorek davajicich b, je (Z) Seétenim
pres k dostaneme vzorec.

B Piiklad — Aplikace binomické véty

Zadani. Odvodte i, (}) =2"a D ) (x) =o.

Reseni. Dosazenima=b=1: (1+1)" =Y (Z)ln_klk =% (Z), tedy 2". Dosazenim a = 1,b = —1:
A-1"=0=Y, (Z)(—l)k (pro n > 1). Druhy vztah tiké, Ze podmnozin sudé velikosti je stejné jako
lichych.

5 Princip inkluze a exkluze

Chceme spocitat velikost sjednoceni mnozin, které se mohou prekryvat. Secist velikosti nestaci (pruniky

ey

w Véta — Princip inkluze a exkluze

Pro kone¢né mnoziny Ay, ..., A, plati

‘UAi DY VDY |ﬂAi = ) (—1)|I|_1|DA1‘|-
i=1 k=1 ICln] i€l @+IC|n] S
|I|=k

Pron = 2 je to znamé |A; U Ay| = |Aq| + |As| — |A1 N Ayl




@ Intuice. ,Pricti jednotlivé, ode¢ti dvojnasobné zapoétené primiky dvojic, pFicti zpét trojic, ...
Sudé priniky se odeditaji, liché pticitaji, aby kazdy prvek byl nakonec zapoéten pfesné jednou.

Dilkaz (pocitaci). Ukazeme, ze kazdy prvek x € | J A; je na obou stranach zapoéten pravé jednou. Vlevo
jednou (je ve sjednoceni). Vpravo: lezi-li x v pravé j mnozinach (j > 1), pak x € (), A; praveé pro ty I,
které jsou podmnoZzinami onéch j mnozin; takovych I velikosti k je (]]() Prispévek x vpravo je tedy

e )--Ber) (gl ()

=(1-1)=0
Obé strany tedy pocitaji kazdy prvek jednou. O

C

Venntv diagram tf mnozin: [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|AnB|—|[AnC|-|BNC|+]|AnBNC|.
Prekryvy se nejdfiv odectou (jsou zapocteny dvakrat) a trojity prunik se zpét pficte.

5.1 Pouziti (1): problém satnarky

B Piiklad — Problém $atnaiky — permutace bez pevného bodu

Zadani. n pania odevzda v satné klobouky a Satnarka jim je vrati ndhodné, kazdému jeden. Jaka je
pravdépodobnost, ze nikdo nedostane sviij klobouk? Ekvivalentné: kolik je permutaci D(n) na [n]
bez pevného bodu?

Reseni. Vraceni kloboukt je nahodna permutace r; ,,pan i dostal sviij* znamena pevny bod (i) = i.
Spocteme ,,$patné“ permutace (alesponi jeden pevny bod). Proi € [n] necht A; = {r € S, : 7(i) =i}.
Pak |A;| = (n — 1)! (ostatnich n — 1 prvki libovolné) a obecné pro i; < -+ < iy je ‘ﬂj Aij| =(n—k)!
(zafixujeme k bodi).

Inkluze-exkluze.

| Z( i 1( )(n k>'—Z< 1>’<1

takZe permutaci bez pevného bodu je

n k
(-1
D(n) =n! — l:n!ZT‘
k=0 ’
k
-1
Limita. Hledana pravdépodobnost j Je =i 0 ) — e~! = 0,368 |. Pozoruhodné je, ze

na poctu pant skoro nezalezi.
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5.2 Pouziti (2): Eulerova funkce

P Piiklad — Eulerova funkce ¢(n)

Zadani. ¢(n) je pocet ¢isel m € [n] nesoudélnych s n (tj. gcd(n,m) = 1). Odvodte vzorec pomoci
prvociselného rozkladu n = pi* - pr’.

Reseni. ,Spatna“ m < n (soudélna s n) jsou pravé nasobky nékterého z prvocisel p;. Necht A; =

{m e [n] : p; | m}; pak |4 = % a obecné |ﬂ] Al-],| =3 "p (nasobky soucinu piislusnych prvocisel).
i i (A
Je ¢(n) = n— ||J; Aj|, tedy principem inkluze a exkluze

_ GV C Y |
o(n) = nlg{;“r} e = n:!;!: (1 Pi).

Napriklad ¢(12) = (22 - 3) = 12(1 — %)(1 - %) =12- § =4 (¢fsla 1,5,7, 11).

L
2

. o 1N 14 ke X sl . ,
Roznasobeni sou¢inu nJ[;(1 — ;) da presné stfidavou sumu inkluze a exkluze: ¢len
i

D"l
ILer i

funkce pro pocet déliteld“; mini se ji pravé g, tj. poCet zbytkovych tfid nesoudélnych s n.)

pro kazdou podmnozinu prvocisel I. (Pozadavky M3 tuto funkci zminuji slovy ,Eulerova

5.3 Pouziti (3): pocet surjekci

p' Piiklad — Pocet surjekci

Zadani. Spoctéte pocet surjekci (funkei ,na“) z a-prvkové mnoziny A na b-prvkovou mnozinu B.
Reseni. Spocteme ,$patné“ funkce (nejsou na, tedy néjaky prvek B vynechaji). Pro y € B necht
Ay, ={f: A—> B: y¢& f(A)} (funkce vynechavajici y). Pak [A,| = (b — 1)? (cilt je jen b — 1) a
obecné prunik k takovych mnozin (vynechani k danych prvkir) ma velikost (b — k)% mnozin velikosti
k je (Z) Funkci, které vynechaji aspon jeden prvek, je |Uy Ay|, takze surjekci je

L b
b — \ U Ay‘ = Z(_nk(k)(b — k)"
y k=0

(Tim je doplnén bod (4) véty o poétech funkei. Napt. surjekei [3] — [2] je 2° — 2 = 6.)

6 Hallova véta o SRR a parovani v bipartitnim grafu

Mame rodinu mnoZin a chceme z kazdé vybrat jednoho ,reprezentanta“ tak, aby byli navzajem razni.
Kdy to jde? Odpovéd dava Hallova véta, ktera tento vybér pfevadi na parovani v bipartitnim grafu.

E Definice — Systém ruznych reprezentanti

MnoZzinovy systém nad X je rodina # = (M; : i € I) podmnozin X (mnoziny se mohou opakovat).
Systém riznych reprezentantii (SRR) je prosta funkce f: I — X takova, ze f(i) € M; pro kazdéi e I
- z kazdé mnoziny vybere jeden prvek a vybrané prvky jsou navzajem razné.

& Definice — Parovani, bipartitni a incidenéni graf

Bipartitni graf je graf s vrcholy rozdélenymi na dvé ¢asti V, V; tak, Ze kazda hrana spojuje vrchol z
V; s vrcholem z V,. Parovani je mnozina hran, z nichZ zadné dvé nesdileji vrchol. Incidencni graf
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systému ./ je bipartitni graf B, = (I U X, {{i,x} : x € M; }).

W Lemma — SRR jako parovani

SRR v / existuje, pravé kdyz v B 4 existuje parovani velikosti |I| (parovani ,,nasycujici® celé I).
je, p y YA je p p ycuj

Hrana {i, x} pArovani znamena ,reprezentantem M, je x“. Ze se hrany parovani nedoty-
kaji, znamena pfesné, Ze kazdé i ma svého reprezentanta a zadné dva nesdileji tentyz prvek x - to je
definice SRR.

Incidenéni graf systému M; = {x;, %}, M, = {x,, 53}, M; = {x;, x,}. Cervené parovani velikosti 3 dava

SRR f(1) = x;, f(2) =%, f(3) = x,.

W Véta — Hallova véta

SRR v kone¢ném systému A = (M; : i € I) existuje, pravé kdyz plati Hallova podminka

vicr: [|Um| = 1l

je]

@ Video: Wrath of Math, Hall’'s Theorem and Condition for Bipartite Matchings (Hallova véta a Hallova
podminka pro parovani v bipartitnim grafu).

Podminka je zjevné nutnd: kazdych |J| mnozin musi dohromady obsahovat aspon |J|
ruznych prvku, jinak z nich nelze vybrat |J| riznych reprezentantt. Hallova véta fika, Ze tato
samozfejma nutnd podminka je i postacujici - to je jeji netrivialni obsah. Postacitelnost dokazeme
elegantné pres toky: hledani SRR prevedeme na hledani maximalniho toku v siti. Parovani velikosti |I|
odpovida toku velikosti |I| ze zdroje do stoku, a Hallova podminka pfesné zarudi, ze kazdy fez je
velky (alespon |I|) — takze i maximalni tok je velky a celé I nasyti.

Princip ditkazu. Nutnost. Je-li f SRR, pak ;c; M; 2{f(j) : j € J} a prvky f(j) jsou navzijem rizné,
takze |U]E] M| > ]
Postacitelnost (pfes toky v sitich), ve ¢tyfech krocich:

(1) Sit. Z incidenéniho grafu B, udélame sit (viz obrazek niZe): pfidime zdroj z s hranami z — i pro
kazdé i € I, ponechame hrany i — x pro x € M; a pfidame hrany x — s do stoku s pro kazdé x € X.
Vsem hranam dame kapacitu 1.

(2) Tok = parovani. Celoc¢iselny tok velikosti t odpovida parovani velikosti ¢t v B 4: hrana i — x, po
niz tece jednotka, je parovaci hrana, a jednotkové kapacity zaruci, ze kazdé i i kazdé x je nejvyse v
jedné. Maximalni (celoiselny) tok najde Fordv-Fulkersontiv algoritmus.

(3) Kazdy ez ma velikost > |I|. U minimalniho fezu lze pfedpokladat, Ze pfetina jen hrany z — i a
x — s (kdyby pfetinal néjakou hranu i — x, 1ze ji nahradit hranou z — i na téZe cesté, aniz se fez
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zvétsi). Ozna¢me A C [ vrcholy, jejichz hrana z — i pretata neni. Pak fez obsahuje |I| — |A| hran
z = i(proi & A)a - aby z A nic neproteklo do stoku — véechny hrany x — s pro x € | J,c4 M;. Proto

velikost fezu > (11— 4D + | M| 2 (11-1AD+14] = 1
iIEA
kde prostfedni nerovnost je pravé Hallova podminka pro J = A.
(4) Zaver. Podle véty o maximalnim toku a minimalnim fezu je maximalni tok roven nejmensimu fezu,
tedy > |I| (a zaroven < |I|, vic ze zdroje nevytece). Maximalni tok ma tak velikost |I| - to je parovani
nasycujici celé I, a podle lemmatu vyse je to hledany SRR.

O]

Sit pro dtikaz Hallovy véty (systém M; = {x;, x,}, M, = {x,, x3}, M5 = {x3, x,} z obrazku vyse): z - [ —
X — s, viechny kapacity 1. Celo¢iselny tok velikosti |I] je pArovani nasycujici I, tj. SRR.

© Poznamka. Piedvedeny diikaz je zaroven algoritmem: SRR (resp. maximalni parovani) najde
Fordtiv—Fulkersontv algoritmus v polynomialnim case. Sit mé jednotkové kapacity, takze kazdé
hledani zlepsujici cesty zvétsi tok o 1; cest je nejvyse |I| a kazda se najde prohledanim grafu (BFS/DFS)
v Case O(|E]). Celkem O(|I| - |E|) — polynom ve velikosti vstupu. (Konstrukci sité i vétu o maximalnim
toku a minimalnim fezu podrobné rozebira okruh M4 - toky v sitich; Hallovu vétu lze dokazat i
pfimo indukei nebo z Tutteovy véty, tok ale navic dava konstruktivni algoritmus.)

P Piiklad — Pouziti Hallovy véty

Zadani.
(1) Pro systém M; = {1,2}, My = {2,3}, M3 = {1, 3} ovéite Hallovu podminku a najdéte SRR.
(2) Ukazte, ze systém M; = My = M3 = {1, 2} zadny SRR nema.

Reseni.

(1) Staci ovéfit sjednoceni pro vsechny J C I: jednoprvkové daji [M;| = 2 > 1; kazda dvojice da
M;UM; = {1,2,3}, tj. 3 > 2; celé My U M, U M3 = {1,2, 3} ma velikost 3 > 3. Hallova podminka
plati, SRR tedy existuje — naptiklad f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 3 (rizni reprezentanti,
£0) € M.

(2) Pro J = {1,2,3} je |Uj6] M]-| = [{1,2}| = 2 < 3 = |J|. Hallova podminka neplati, takze SRR
neexistuje: tfi mnoziny by potfebovaly tfi navzajem riizné reprezentanty, ale dohromady
nabizeji jen dva prvky.

W Dusledek — Postacujici podminka pres stupné

Je-li v bipartitnim grafu B = (V; UV,, E) s neprazdnou mnozinou hran pro kazdé dva vrcholy x € V7,
y € V, splnéno degg x > degp y, pak existuje parovani nasycujici V.

Polozime M; = sousedé vrcholui € Vi. Pro J €V a B(J) = ;e 7M; je pocet hran mezi
J a B(J) alesponi | ]| - min deg a nejvyse |B(J)| - max deg; z predpokladu miny, deg > maxy, deg pak
plyne |J| < [B(J)|, tedy Hallova podminka. (Diisledkem je napt. tvrzeni, ze kazdy latinsky obdélnik
k xn s k < nlze doplnit na latinsky ¢tverec n x n.)
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Shrnuti

O Poznamka. Klicové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Struény vycet klicovych definic,
vét a vzorct okruhu M3. Zkratky: CUM = ¢4ste¢né uspofadana mnozina, SRR = systém riiznych
reprezentantu.
Vlastnosti binarnich relact.
« Relace Rna X: reflexivni Vx : xRx; symetrickd xRy = yRx; antisymetricka (xRyAyRx) = x = y;
tranzitivni (xRy A yRz) = xRz.
+ Antisymetrie (slaba) povoluje smycky — zakazuje jen obousmérné hrany mezi riznymi vrcholy.
Asymetrie (ostrd) zakaze navic smycky (je ireflexivni).
« Slozeni Ro S = {(x,z) : Jy, xRy A ySz}; inverzni R = {(y,x) : (x,y) € R}.
Ekvivalence a rozklady.
o Ekvivalence = refl. + sym. + trans. Tfida prvku x: [x]g = {y : xRy}.
« Ekvivalence na X < rozklady X (tfidy disjunktni, pokryvaji X) — 1:1 korespondence.
+ Pocet ekvivalenci na n-prvkové X = pocet rozkladii n-prvkové mnoziny. Pro n=4: rozbor tvart
4; 34+1; 242; 2+1+1; 1+1+1+1da1+4+3+6+1 = 15.
Castecna usporadani.
+ Usporadani = refl. + antisym. + trans.; linearni (Gplné): navic kazdé dva porovnatelné. Priklady:
(R, <) linearni; (2%, C), (N, |) jen ¢aste¢na.
o Minimalni prvek: nic pod nim (neexistuje t s t < a). Nejmensi: mensi nebo roven vsem (Vx : a <
x). Nejmensi = minimalni; opa¢né ne. Nejmensi je nejvyse jeden; minimalnich mize byt vice.
« Retézec: kazdé dva prvky porovnatelné. Antiretézec: zadné dva rtizné porovnatelné. Vyska v =
délka nejdelsiho fetézce; Sirka s = velikost nejvétsiho antifetézce.
« Véta o dlouhém a sirokém: | X| < v - s. Diikaz: rozvrstvit na patra minimalnich prvka - kazdé
patro je antifetézec (< s prvkl), pater je < v (prvek k-tého patra lezi v fetézci délky k).
« Erdés—Szekeres: v posloupnosti n®+1 riiznych &isel existuje rostouci nebo klesajici podposloup-
nost délky > n+1 (CUM na indexech: fetézec = rostouci, antifetézec = klesajici, n’+1 < v - s).
Funkce: typy a pocty.
« Prosta (injekce): f(a) = f(b) = a = b. Na (surjekce): Vy € Y 3x € X : f(x) = y. Bijekce: prosta i
na.
« Pocty f: A — B, |A| = a, |B| = b: vSech b%; prostych ——
a = b, jinak 0); surjekci viz inkluze-exkluze nize.
« Specialné: k-prvkovych podmnozin n-prvkové X je (Z) vsech podmnozin 2"; permutaci n!.

(b )' (pro a < b, jinak 0); bijekci a! (jen

Permutace a pevny bod.
« Permutace [n]| = bijekce [n] — [n]; celkem n! = n(n — 1) - 1 permutaci Pevny bod: p(x) = x.

« Permutace bez pevného bodu (3atnéika): D(n) = n! Y_, k') ; pravdépodobnost =+ ( ) el

0,368 pro n — oo, skoro nezavisla na n.

Kombinacni ¢isla a binomicka véta.
. (Z) = #’—k)' = poclet k-prvkovych podmnozin n-prvkové X. Symetrie: (Z) = (nfk). Pascal:
® =G+ D).
. Souéty: Yp_o () =2"% ZZZO(—l)k(Z) = 0 (pro n > 1; sudych podmnozin je stejné jako lichych).
« Binomicka véta: (a +b)" = Y, (Z)a”_kbk. Dosazenim a=b=1 dostaneme 2"; a=1, b=—1 dosta-
neme 0.

Princip inkluze a exkluze.
« Obecna formulace: |U?:1 Al-| = Z@ilg[n](_l)m_l'ﬂiel Al-|.
« Pocitaci ditkaz: prvek v pravé j mnozinach pfispéje Z;c—1(—1)k_1(;£> =1
- Satnatka: D(n) = n! Y;_, cy ) (permutace bez pevného bodu; A; = {x : 7(i) =i}, |A)| = (n—1)!).
« Eulerova funkce: ¢(n) = an|n(1 ) pocet m < n's ged(m,n) = 1;pron = p; - pr a
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Ai={m<n: p|m}
« Pocet surjekci A — B: ZZZO(—l)k (Z)(b — k)* (pro b* vsech funkci odecteme ty, co vynechaji
aspon jeden prvek B).

Hallova véta a SRR.

e SRR systému M/ = (M; : i € I): prosta f: I - X s f(i) € M; pro vSechna i; ekvivalentni
parovani velikosti |I| v inciden¢nim bipartitnim grafu.

- Hallova véta: SRR existuje <= Hallova podminka: V] C I : |Uje] Mj| > |J| (kazdych |J|
mnozin mé dohromady > |J| prvkua).

« Princip dikazu (postacitelnost): sit z - I — X — s, kapacity 1; tok velikosti |I| = SRR; kazdy
tez > |I| z Hallovy podminky; max-tok = min-fez = tok velikosti |I| existuje.

« Polynomialni algoritmus: Ford-Fulkerson v siti s jednotkovymi kapacitami, ¢as O(|I| - |E|).

Zdroje

T. Slama: Diskrétni matematika, zapisky z prednasky NDMI002 (pfednasejici M. Mares), MFF UK,
2019/20 (primarni zdroj vykladu relaci, usporadani, po¢itani a inkluze a exkluze).
https://slama.dev/poznamky/diskretni-matematika/

J. Matousek, J. Nesettil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum; anglicky Invitation to Discrete
Mathematics, 2. vydani, Oxford University Press, 2008 (u¢ebnice k obéma predmétim; aplikace
inkluze a exkluze, SRR).

T. Valla, J. Matousek: Kombinatorika a grafy I, skripta, MFF UK, 2008 (kap. 4: systémy ruznych
reprezentant a Hallova véta).

https://iuuk.mff.cuni.cz/~valla/kg.html

M. Mares: Kombinatorika do kapsy, MFF UK, 2022 (kombina¢ni ¢isla a binomicka véta).
https://mj.ucw.cz/papers/komb-tahak.pdf

Wrath of Math: Hall’s Theorem and Condition for Bipartite Matchings (video odkazované v textu).
https://www.youtube.com/watch?v=Thr6gMx7b9c

MFF UK: pozadavky ke statni zavére¢né zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otdzek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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