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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otdzky z minulych termint SZZ (2023-2026) zatazené
do okruhu M4. U otdzek s obrazkem je grafika ofiznutéd z originalntho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselna data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zvefejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Néacrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otdzce neobsahuje. Vlastni
doplnéni k oficidlnim nac¢rtim jsou uvedena v oddéleném bloku Doplriujici vysvétlend.

1 Rovinné grafy

(Redlnd otdzka: jaro 2023, ¢. 4 — Rovinné grafy)
Zadani.

1. Uvedte Eulerovu formuli pro rovinné grafy (o poc¢tu vrcholi, hran a stén).

2. Rozhodnéte, zdali muze existovat rovinny graf G na 40 vrcholech s 80 hranami a 5
komponentami souvislosti takovy, ze neobsahuje Cs jako podgraf.

3. Urcete, jaky nejvyssi mozny pocet hran muze mit rovinny graf, ktery ma 40 vrchold, 5

komponent souvislosti a neobsahuje C'3 jako podgraf.

Nacrt reseni.
(V PDF bez nacrtu tesend; nacrt nize je doplnény, vlastni.)


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

1. Pro souvisly rovinny graf G = (V, E) s libovolnym rovinnym nakreslenim a s sténami plati
Eulerova formule
[V|—|E|+s=2.

Pro nesouvisly rovinny graf s ¢ komponentami souvislosti plati zobecnéna verze
[VI—|E|+s=1+c¢,
protoze kazda komponenta prida svou ,,jedni¢ku”, vnéjsi sténu si komponenty sdili.

2. Pouzijeme nerovnost |E| < 2|V|—4, kterd plati pro kazdou souvislou komponentu rovinného
grafu bez trojuhelniki na n; > 3 vrcholech (dusledek Eulerovy formule: kazda sténa je
ohranicena alespon 4 hranami, takze 4s < 2|E|, dosazenim do |V| — |E| 4+ s = 2 dostavame
|E| < 2|V|—4). Pro komponentu na n; € {1,2} vrcholech je |E;| <n; —1 < 1.

Obé meze shrneme jako |E;| < 2n; — 2 pro kazdou komponentu a |E;| < (2n; —2) — 2, méa-li
komponenta aspon 3 vrcholy. Komponent s aspon 3 vrcholy je ¢t > 1 (pét komponent po
nejvyse 2 vrcholech by pokrylo jen 10 vrcholi). Sec¢tenim pres vSech 5 komponent

5
|E] <) (2n; — 2) — 2t = 80 — 10 — 2t = 70 — 2t < 68.
i=1

Hodnota |E| = 80 tedy nemize byt dosazena — takovy graf neexistuje.

3. Z bodu (2) plyne, ze maximalni mozny pocet hran je . Mez je dosazitelna: 4 izolované
vrcholy + tplny bipartitni graf K34 (36 vrchold, 2 - 34 = 68 hran), ktery je rovinny (dva
vrcholy nakreslime nad a pod fadou 34 vrcholi) a jako bipartitni neobsahuje Cs.

2 Souvislost grafti

(Redlnd otdzka: podzim 2023, ¢. 3 — Souvislost grafi)
Zadani.

Méjme graf G na 64 vrcholech, pricemz jeho vrcholy jsou oznaceny riznymi Sesticemi nul a
jednicek. Hrany tvori:

o vrcholy, které se lisi pouze v prvni souradnici, napt. 111010 a 011010 (tyto hrany tvoii
perfektni parovani),

o vrcholy, které maji prvni dva znaky totozné, napt. 111010 a 110001, a také
o dvojice vrcholu (111010, 101100), (101100,010110) a (010110,111011).
Jiné dvojice vrchold spojeny nejsou.

1. Vyslovte Mengerovu vétu (o vrcholové souvislosti a fezech) véetné formalniho zavedeni
potfebnych pojmu.

2. Urcete, kolik hranové disjunktnich cest vede mezi vrcholy 000000 a 111111.
3. Naleznéte nejmensi hranovy fez a nejmensi vrcholovy fez oddélujici 000000 a 111111.
NAacrt reseni.

(V PDF bez ndcrtu tesent; rozbor nize je vlastni — ovéreno NetworkX vypoctem max-flow/min-
cut.)



1. Mengerova véta (vrcholova verze). Bud G = (V,E) graf a u,v € V dva riuzné
nesousedni vrcholy. Vrcholovy u-v ez je mnozina vrcholu A C V' \ {u,v} takovd, Ze v
indukovaném podgrafu G[V \ A] neexistuje cesta z u do v. Dvé u-v cesty jsou vrcholové
disjunktni, pokud nemaji zadny spoleény vnitini vrchol. Pak: mazimadini pocet vrcholové
disjunktnich u-v cest je roven minimdlni velikosti vrcholového u-v Tezu. Analogickd hranova
verze (bez predpokladu nesousednosti) plati pro hranové fezy a hranové disjunktni cesty.

2. Topologicky rozbor grafu. Oznacme Sgg, So1, S10, 511 ¢tyTi skupiny vrcholt podle prvnich
2 bitt (kazda po 16 vrcholech).

o Hrany (a) jsou perfektni parovani pres 1. bit — spojuji 05 <> 15 a zachovdvaji 2. bit.
Tedy (a)-hrany jdou jen mezi Sog <+ S10 & So1 <> S11. Mezi {Suo, S10} a {So1, 511}
zadna hrana (a) nevede.

o Hrany (b) zustavaji uvniti kazdé skupiny (Kg).

o Hrany (¢) jsou jediné, které propojuji dvojice pfes 2. bit:

— {111010,101100}: S11 > S10 (pfes vrchol 101100 € Syp);
— {101100,010110}: S1o <> So1 (pfes 101100);
— {010110, 111011}1 So1 <> S11 (pfes 010110 S(n).

Klicové pozorovani (tzké hrdlo). v = 000000 € Sy, v = 111111 € Sy;. Z dvojice
{S00, S10} se do dvojice {Sp1,S11} (kde lezi v) lze dostat pouze hranou (c), jejiz jeden
konec lezi v {Sopo, S10}. Takové hrany jsou jen dveé: {101100,111010} a {101100,010110} —
obé prochéazeji vrcholem 101100. Tfeti hrana (c) mé oba konce v {Sp1, 511} a pro nas
prechod neslouzi.

Min vrcholovy fez = 1, realizovany A = {101100}. Po odebrani 101100 z G zbude mezi
{S00,S10} @ {So1,S511} jedind hrana (c) {010110,111011}. Ale ze Spo (kde lezi u) se do
vrcholu 010110 € Sp; nedostaneme: zadna (a), (b) ani (c) hrana nevede ze Sy do Sp;. Tedy
u je odpojen od v.

Max pocet vrcholové disjunktnich u-v cest = 1; napt.:

000000 < 100000 % 101100 *< 111010 % 111111,

Min hranovy Fez = 2, realizovany 2 hranami (c) incidentnimi s 101100:
R = {{101100, 111010}, {101100,010110}}.

Po jejich odebrani zbude jen tfeti (c)-hrana {010110,111011}, opét nedosazitelnd ze Spo.

Max pocet hranové disjunktnich u-v cest = 2; naprt.:

Py : 000000 - 100000 <2 101100 *% 111010 5 111111,

Py - 000000 2 001100 % 101100 *% 010110 % 110110 5 111111
Obé cesty prochézeji vrcholem 101100 (vrcholové nejsou disjunktni), ale pouzité hrany se
neopakuji. 3. cesta hranové disjunktni s P;, P» neexistuje: z 101100 vedou jen 2 hrany (c)
do druhé poloviny grafu, a obé jsou jiz pouzité v Py, Ps.

3. Zavér. Nejmensi hranovy fez mé velikost 2, nejmensi vrcholovy fez mé velikost 1 (viz
konstrukce v bodé 2).

Pozndmka. Naivni odhad podle stupné deg(u) = deg(v) = 16 je v této tloze daleko od reality.
Skute¢nou souvislost mezi u a v limituje tzké hrdlo (1 vrchol, 2 hrany). Pointou tlohy je
topologicky rozbor, ne mechanicka aplikace stupné.



3 Barevnost grafi

(Redlnd otdzka: podzim 2024, ¢. 4 — Barevnost grafi)
Zadani.

1. Definujte, co je barevnost grafu.
2. Jaké plati omezeni pro barevnosti rovinnych graf?

3. Urcete barevnost grafu na obrazku nize.

NAaért reseni.

e Barevnost grafu je minimalni pocet barev, kterymi lze obarvit vrcholy grafu tak, aby zadné
dva sousedni vrcholy nemély stejnou barvu. Formélné, dobré obarveni grafu G k barvami je
funkce f: V. — {1,...,k}, kde V je mnozina vrcholu grafu, spliujici f(u) # f(v) pro kazdé
dva sousedni vrcholy u,v € V, a barevnost grafu x(G) je nejmensi k, pro které existuje
dobré obarveni G k barvami.

e Pro rovinné grafy plati, ze jejich barevnost je nejvyse 4 a tento odhad je tésny.

o Barevnost grafu na obrazku je 4. Horni odhad lze nahlédnout bud z véty vyse (graf je
rovinny), nebo konstruktivné: pro vrcholy s pismeny a,b, ..., j lze pouzit barvy v poradi
4,3,2,1,2,1,4,3,4,3 (presné znéni oficidlniho néértu). Dolni odhad vyplyva z toho, ze
graf na obrazku ma jako podgraf 5-cyklus s pfipojenym univerzalnim vrcholem a protoze
5-cyklus ma barevnost 3, musi mit graf na obrazku barevnost alespon 4.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu):

o Ktery podgraf. Vrchol a sousedi s b, ¢, d, e, f a tyto vrcholy tvori kruznici bede fb (hrany
be, cd, de, ef, fb). Je to tedy kolo W5 se stiedem a.

o Proc¢ 4 barvy. Licha kruznice C5 se dvéma barvami obarvit nedd (barvy by se musely stiidat,
a to u liché délky nejde), potfebuje tedy aspon 3 barvy. Stied a sousedi se vSemi péti
vrcholy kruznice, musi proto dostat barvu riznou od vsech t¥i pouzitych, celkem aspon 4.
Pozor: klikovost grafu je jen 3, dolni odhad tu nedava klika, ale lichd kruznice se stfedem.

o Quéreno programem: uvedené obarveni je dobré a 3-obarveni neexistuje.



4 Eulerovské grafy

(Redlnd otdzka: jaro 2025, ¢. 4 — Eulerovské grafy)

Zadani.
Necht n je prirozené ¢islo vétsi nez 1. Definujeme graf G, takto: jeho vrcholy jsou vSechny
mnoziny A C {1,...,n}, pro néz plati |[A| < n. Dvé (rizné) z nich jsou spojeny hranou praveé

tehdy, kdyz jsou disjunktni. Napiiklad pro n = 3 dostaneme tento graf:

{1} {2}

{3}

1. Pro ktera n > 1 je graf G,, souvisly?

2. Necht A C {1,...,n} je mnozina velikosti mensi nez n. Jaky je stupen vrcholu, ktery
odpovidd mnoziné A7 (Zavisi néjak na velikosti mnoziny A, na n, nebo pripadné na nééem
jiném)?

3. Formulujte, co znamena pojem eulerovsky graf a rozhodnéte pro ktera n > 1 je graf G,
eulerovsky?

Odpovédi priméfené zdivodnéte.
NaAacrt reseni.
1. Vrchol odpovidajici () je spojen se vSemi ostatnimi vrcholy grafu, takze graf je souvisly
vzdy.

2. Je-li |A| = k > 0, je odpovidajici vrchol spojen se vSemi vrcholy z podmnozin {1,...,n}\ A
a mé tak stupeii 2" %. Pro A = {) je stupeni 2" — 2 (chybf hrany do () a {1,...,n}) a tedy
vsechny vrcholy maji sudé stupné.

3. Graf je eulerovsky pro vsechna n > 1 dle Eulerovy véty: G (bez izol. vrcholi) je eulerovsky
<= G souvisly a vSsechny vrcholy maji sudy stuperi.
Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu):

o Pojem (bod 3 chce i definici). Graf je eulerovsky, mé-li uzavieny tah (sled bez opakovani
hran), ktery obsahuje kazdou hranu grafu praveé jednou; vrcholy se v ném opakovat sméji.



o K bodu 2. Pro |[A| =k, 1 <k <n-—1, jsousousedé A pravé podmnoziny B C {1,...,n}\ A.
Vsechny jsou vrcholy grafu (|B] < n —k < n) a zadnd z nich neni rovna A (disjunktni
s neprazdnou A), proto deg(A) = 2"7%. Protoze k < n, je n — k > 1 a stupei je sudy.
Stuperti 2" — 2 vrcholu @ je sudy pro kazdé n > 2.

e Quéreno programem pro n = 2,...,6: souvislost, stupné i eulerovskost.

5 Rovinné grafy

(Redlnd otdzka: jaro 2026, ¢. 4 — Rovinné grafy)
Zadani.

1. Uvedte Eulerovu formuli pro rovinné grafy (o poc¢tu vrcholi, hran a stén).

2. Uvazujme vrcholové 2-souvisly rovinny graf, ktery méa rovinné nakresleni, jehoz kazda
vnitini sténa je trojihelnik (je ohranicena kruznici C3), vnéjsi sténa mize, ale nemusi byt
ohranicena Cs. Jaky je minimélni a maximélni pocet hran takového grafu, pokud vime, ze
mé n > 3 vrcholi? Odpovéd primérené zdivodnéte.

3. Rozhodnéte, pro ktera n € N existuje rovinny graf s 2n vrcholy takovy, ze n z nich ma
stupen 3 a zbyvajicich n ma stupen 4. Odpovéd primérené zdtvodnéte.

NAcrt reseni.

1. Je-li G = (V, E) souvisly rovinny graf a s pocet stén néjakého jeho rovinného nakreslen,
pak |[V|—|E|+ s =2.

2. 7 2-souvislosti plyne, ze kazd4a sténa je ohrani¢ena kruznici a kazda hrana lezi na hranici 2
ruznych stén. Je-li vnéjsi sténa ohranicena kruznici Cy, (3 < k < n), mame 2|E| = 3(s—1)+k.
Pouzitim Eulerovy formule dostavame |E| = 3n — 3 — k.

Maxima se nabyva v pripadé, ze i vnéjsi sténa je ohranicena Cs a to 3n — 6 hran. Minima
pak pro vnéjskové rovinny graf, ktery je vnitiné triangulovany. Ten mé 2n — 3 hran.

3. Protoze graf obsahuje vrchol stupné 4, musi mit alesponn 5 vrcholi a n > 3. Z principu
sudosti plyne, ze mé w hran a tedy n musi byt sudé.

Dokézat, ze pro vSechna suda n > 4 takovy graf existuje lze konstrukci. Rovinnost nepridava
zadné dalsi omezeni, jen je tfeba ji zohlednit pri konstukci. Pozor, konstrukce musi byt
dostatec¢né obecnd, ne jen pro nékolik mensich pripadu n.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho nacrtu):

o K bodu 2. Obé meze se nabyvaji: pro k = 3 triangulace (napf. K4 pron =4), pro k =n
tTeba ,, véjii* — kruznice vivs...v, doplnénd o hrany wvivs,...,v1v,—1, tj. triangulovany
mnohothelnik s n+ (n —3) = 2n — 3 hranami. Hodnota k < n plati, protoze vnéjsi kruznice

nemuze mit vic vrcholl, nez ma graf.

e K bodu 8, obecnd konstrukce. Pro sudé n > 4 vezmeme hranol nad C,,: kruznice agaq ...an_1
a boby ...by—1 a hrany a;b;. Je rovinny (vnéjsi kruznice a;, vnitini b;), ma 2n vrcholi a
je 3-reguldrni; jeho boéni stény jsou ¢tyiihelniky a;a;+1bi+1b; (indexy modulo n). Pro
1=20,2,...,n — 2 ptidame do stény i diagonalu a;b;11. Tyto stény jsou po dvou vrcholové
disjunktni, takze pfesné n konci diagondl ma stupen 4 a zbylych n vrchold stupen 3.
Diagonaly vedou uvniti svych stén, rovinnost se zachovd. (Ovéfeno programem pro suda
n < 20: rovinnost i stupné.)
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