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Uvod

Tento material pokryva okruh M4 — Teorie grafa (pfedméty NDMI0O02 Diskrétni matematika a NDMI011
Kombinatorika a grafy 1). Vyklad jadra okruhu (zékladni pojmy, stromy, rovinné nakresleni, barevnost,
orientované grafy) stoji na zapiscich T. Slamy z pfednasky doc. Martina Marese (NDMI002) a na ucebnici



J. Matouska a J. Nesettila Kapitoly z diskrétni matematiky (anglické vydani Invitation to Discrete Mathe-
matics), kterou jako literaturu k obéma predmétiim doporucuji jejich prednasejici. Pro miru souvislosti,
Mengerovu vétu a toky v sitich vychazime ze skript T. Vally a J. Matouska Kombinatorika a grafy I
(NDMI011). Znaceni a hloubka odpovidaji kurzu pro informatiky.

U Eulerovy formule (n —m + s = 2) a navazujici horni meze na pocet hran rovinného grafu (m < 3n — 6)
pozadavky okruhu vyslovné uvadéji dukaz, proto je strukturované provedeme. Ostatni dikazy v textu
jsou kratké, nepovinné a oznacené jako takové. Existenci maximalniho toku uvadime bez ditkazu (jak
je v pozadavcich) a Mengerovu vétu se znénim a s principem dtikazu (pfevod na toky, pojmy v sekci 8).
Do vykladu je zafazeno vSech pét realnych otdzek SZZ k okruhu z let 2023-2026; pohromadé jsouiv
samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Graf piseme G = (V, E), kde V je kone¢éna neprazdna mnozina vrcholii a E C (‘2/) mnoZzina hran
(neorientované, bez nasobnosti a smycek, neni-li fe¢eno jinak). Hrana mezi u, v je {u, v} nebo zkracené uv;
pak fikame, Ze u a v jsou sousedni. Pocet vrchol zna¢ime n = |V|, pocet hran m = |E|. Stupen vrcholu je
deg;(v), vzdalenost distg(u, v) (pfipadné bez indexu, je-li G jasné). Barevnost grafu je x(G), klikovost
(G). Pro orientovany graf pouzivame Sipky (u, v) pro hranu z u do v. Symbolem [n] minime {1, 2, ..., n}.

1 Zakladni pojmy, izomorfismus, stupen vrcholu

Zaciname od definice grafu a hned se podivame na zékladni rodiny (dplny, bipartitni, cesta, kruznice). Pak
zavedeme stupenl a uvidime princip sudosti — prvni netrivialni tvrzeni teorie graft, na které se v dalsich
kapitolach ¢asto odkazujeme.

@ Video: Reducible, Introduction to Graph Theory: A Computer Science Perspective (vizualni tvod:
zakladni pojmy, typy grafii a motivace, proc teorii grafii studovat).

& Definice — Graf

Graf je dvojice G = (V, E), kde V je kone¢na neprazdna mnozina (vrcholy) a E C (‘2/) mnozina (hran);
kazda hrana je tedy dvouprvkova podmnozina V. Pro hranu e = {u, v} fikame, Ze u a v jsou sousedni
(zapisujeme u ~ v) a Ze u, v lezi na hrané e.

© Poznamka. Jde o tzv. jednoduchy neorientovany graf: zadné smycky ani vicenasobné hrany.
Orientovany graf (uspofadané dvojice vrcholti misto neuspotradanych) zavedeme samostatné v sekei 7.
Multigrafy (s ndsobnymi hranami a smy¢kami) v tomto materialu nepouzivame.

1.1 Zakladni rodiny grafu

Ctyfti rodiny, které pozname na prvni pohled a pouzivame jako stavebni kameny i jako testovaci piiklady:

& Definice — Uplny, uplny bipartitni, cesta, kruznice

(1) (:]plny graf K, maV =[n]aE= ([g]), tj. vSechny mozné hrany.

(2) Uplny bipartitni graf K,,, maV = AU B, kde |[A| = m, |B| = na An B = @, a hrany jsou
vsechny dvojice {a,b} sa € A, b € B.

(3) Cesta P, délky n ma vrcholy vy, vy, ..., v, (n + 1 vrcholt) a hrany {v;, v, 1} pro 0 <i < n.

(4) Kruznice G, (n > 3) ma vrcholy vy, ..., v,—1 a hrany {v, Vi11) mod n}-

© Poznamka. Nékteii autofi znaéi P, ,cestu s n vrcholy“ (tj. n — 1 hran). My drzime znaceni
Matouska a Nesettila ,cesta délky n“ = n hran (tedy n + 1 vrcholt). Pti vypoétech vidy uvedeme,
kolik ma cesta vrcholii a hran, aby nedoslo k zaméné.



https://www.youtube.com/watch?v=LFKZLXVO-Dg
https://www.youtube.com/watch?v=LFKZLXVO-Dg
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1.2 Podgraf, izomorfismus, doplnék

E Definice — Podgraf, indukovany podgraf

Graf H je podgraf grafu G, zna¢ime H C G, pokud V(H) C€ V(G) a E(H) € E(G). Pokud navic
E(H) = E(G)n (V(f )) (tj. mame vSechny hrany G mezi vrcholy V(H)), je H indukovany podgraf
grafu G, zna¢ime H = G[V(H)].

Podgraf vznikne odebiranim vrcholtt a/nebo hran; indukovany podgraf vznikne odebira-
nim jen vrchold (a s nimi automaticky vSech hran, které do nich vedou). Indukovany podgraf je tedy
striktnéjsi — nedovoli ,profezat hrany uvnitf uz ponechané mnoziny vrcholu.

B Definice — Izomorfismus grafi

Grafy G a H jsou izomorfni, zna¢ime G = H, pokud existuje bijekce f: V(G) — V(H) takova, ze
pro kazdé u,v € V(G) plati

{u, v} € E(G) < {f(w), f(v)} € E(H).

Izomorfismus = , pfejmenovani vrcholia®. Dva grafy jsou izomorfni, pravé kdyz maji
tutéz strukturu sousedstvi, jen jejich vrcholy se mozna jmenuji jinak. Hledat izomorfismus mezi
konkrétnimi grafy je obecné vypocetné nelehké, ale rychle se vylucuje porovnavanim invarianta
(pocet vrchold, pocet hran, posloupnost stupnd, pocet trojihelnika, ...).

4 vz v , . . .
P Priklad — Vylouceni izomorfismu invariantem

Zadani. Jsou grafy G; = C4 (4-cyklus) a G, = Kj 3 (hvézda se 3 listy) izomorfni?

Reseni. Oba maji 4 vrcholy, ale C; ma 4 hrany, kdeZto K; 3 jen 3. Pocet hran je invariant a hned
vyluéuje izomorfismus: 4 # 3, tedy G; # G,. (Pro doplnéni: posloupnost stupnia Cy je (2,2,2,2),
posloupnost stupnt Kj 3 je (3, 1,1, 1), ta také rozhoduje.)

& Definice — Doplnék grafu

Doplnék grafu G = (V, E) je graf G = (V, (‘2/) \ E) na stejnych vrcholech, kde hranami jsou praveé ty
dvojice vrchold, které v G hranou nejsou.
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O Poznamka. Doplnék K, je diskrétni graf (z4dné hrany), P, ma (";1) — n hran. Pojem se hodi,
kdyz chceme néjaké tvrzeni vyslovit pro ,fidké“ grafy pres ,husté“ a obracené.

1.3 Bipartitni graf

& Definice — Bipartitni graf

Graf G = (V, E) je bipartitni, pokud existuje rozklad V.= A U B (A N B = @) takovy, ze kazda hrana
mé jeden konec v A a druhy v B. Dvojici (A, B) fikame bipartice. (V této konvenci je i graf bez hran
bipartitni — konzistentni s pozdéjsi ekvivalenci ,, y(G) < 2 < G bipartitni®.)

Bipartitni grafy modeluji vztahy mezi dvéma riznymi typy objektl: studenti vs. seminare,
zaméstnanci vs. smény, lidé vs. vlastnosti. Uplny bipartitni graf K, , je ,,vie s v§im mezi A a B,
obecny bipartitni graf je jeho libovolny podgraf.

W Véta — Charakterizace bipartitnosti

Graf G je bipartitni, pravé kdyz neobsahuje lichou kruznici (tedy Vk > 1 : Coryq € G).

,Pokud* bipartitni s bipartici (A, B): kazd4 hrana méni stranu, kruznice tedy musi mit
sudou délku. ,,Pokud“ bez liché kruznice: v kazdé souvislé komponenté zvolime libovolny vrchol r
za kofen a obarvime kazdy vrchol v barvou podle parity vzdalenosti dist(r, v). Kdyby néjaka hrana G
spojovala dva vrcholy stejné barvy (stejné parity), vznikla by licha kruznice - spor. (Tento argument
formalné zopakujeme v sekci 5 o barevnosti, kde tvrzeni piepiseme jako ,, y(G) < 2“.)

1.4 Stupen vrcholu, princip sudosti

E Definice — Okoli a stupen vrcholu

Pro v € V(G) je okoli Ng(v) = {u € V(G) : {u,v} € E(G)} mnozina jeho sousedd a stuperi
deg;(v) = [Ng(v)|. Pokud maji véechny vrcholy stupen k, je graf k-regularni.

w Véta— Princip sudosti / ,handshake lemma*“

Pro kazdy graf G = (V, E) plati
> deg(v) = 2|E|.

vev

Zejména je pocet vrchold lichého stupné sudy.

Diikaz (nepovinny — dvoji poc¢itani). Spocitime dvéma zpusoby velikost mnoziny K vsech dvojic (v,e) €
V x E takovych, ze v € e. Jednak je kazda hrana e usporadanou dvojici pocitana dvakrat (jednou za kazdy
ze svych dvou konct), takze |K| = 2|E|. Jednak kazdy vrchol v ptispiva tolikrat, kolik je jeho stupen, takze
|K| =3, deg(v). Druha ¢ast (sudy pocet lichych stupritl) plyne okamzité: leva strana je suda, tedy soucet
Hlichych® s¢itanct musi byt sudy, a to znamena, Ze lichych sc¢itanci je sudy pocet. O

Princip sudosti = ,;seCteme-li, kolikrat si kdo na vecirku podal ruku, vyjde sudé ¢islo“
(kazdé podani rukou pocitame dvakrat, u kazdého ucastnika jednou). Nejjednodussi, ale velmi mocny
néstroj: rychle ukaze, ze napft. graf s posloupnosti stupnu (1, 3, 3, 3, 3) neexistuje — soucet je 13, lichy.



P Piiklad — Aplikace principu sudosti

Zadani. Existuje 3-regularni graf na 7 vrcholech?

Reseni. Kdyby existoval, byl by soucet stupiiii 7 - 3 = 21, ale podle principu sudosti musi byt soucet
stupna sudy. Spor. Takovy graf tedy neexistuje. (Obecné: k-regularni graf na n vrcholech vyzaduje
kn sudé, jinak nelze.)

2 Souvislost, komponenty, vzdalenost

& Definice — Sled, cesta, kruznice v grafu

Sled (z u do v) v grafu G je posloupnost vy,eq, Vi, €, ....€, V% S Vg = U, vy = v, v; € V, ¢ € E,
& = {vi_1,v;}. Cesta je sled, ve kterém se neopakuji vrcholy (a tedy ani hrany). Kruznice (uzaviena
cesta) je sled, kde vy = v a jinak se vrcholy ani hrany neopakuji, navic s k > 3.

© Poznamka. Pokud existuje sled z u do v, existuje i cesta z u do v: sta¢i vzit nejkratsi ze véech
sledd z u do v - ten uz se nemuze nikde opakovat (jinak by ho $lo zkratit).

E Definice — Souvislost a komponenty

Graf G je souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u,v € V(G) existuje cesta z u do v. Komponenta
souvislosti grafu G je maximalni (vzhledem k inkluzi) souvisly podgraf G.

Relace ,,u je dosazitelny z v* je ekvivalence na V(G) (reflexivita: cesta délky 0; symetrie:
graf je neorientovany, cestu obratime; tranzitivita: cesty u — v av — w se napoji a pfipadné zkrati na
cestu u — w). TFidy této ekvivalence jsou pfesné vrcholové mnoziny komponent souvislosti. Souvisly
graf ma jednu komponentu.

E Definice — Vzdalenost v grafu

V souvislém grafu G je vzdalenost vrcholl u, v definovéna jako délka nejkratsi cesty zu do v a
znadime dist;(u, v). Neni-li G souvisly a u, v jsou v riznych komponentach, klademe dist;(u, v) = .

© Poznamka. Vzdalenost je metrika — spliuje:
(1) dist(u,v) > 0;
(2) dist(u,v) =0 = u=wv;
(3) dist(u, v) = dist(v, uw);
(4) dist(u,v) < dist(u, w) + dist(w, v) (trojahelnikova nerovnost — spojeni dvou cest da sled, ten
zkratime na cestu, ktera rozhodné neni delsi).

P Piiklad — Souvislost a vzdalenost v krychli Qs

Zadani. Krychle Q; ma za vrcholy véechny trojice {0, 1}* (osm vrcholi 000,001, ...,111) a hrany
spojuji dvojice lisici se pfesné v jedné souradnici.
(1) Kolik ma Q3 komponent souvislosti?
(2) Jaka je vzdalenost vrcholii 000 a 1117
Reseni.
(1) Mezi libovolnymi dvéma vrcholy se lze dostat cestou, ktera bit po bitu méni jeden bit na druhy
(z abc do a’b’c’: pokud a # a’, zmén a, pokud b # b’, zmén b, atd.) - to je posloupnost vrchold,
kde dva sousedni se li$i v jednom bitu, tedy cesta. Q3 ma 1 komponentu (je souvisly).




(2) Vzdalenost = délka nejkratsi cesty = pocet bitt, ve kterych se vrcholy lisi. Mezi 000 a 111 se lisi
3 bity, dist(000, 111) = . (Obecneé dist(u, v) v Q; = Hammingova vzdalenost u a v.)

011 111

010 110

000 100

Krychle Qs: vrcholy jsou binarni fetézce 000-111, hrana = zména jednoho bitu. Vzdalenost dvou
vrchold = pocet bitd, ve kterych se lisi (Hammingova vzdalenost); modfe vyznacena nejkratsi cesta
000 — 001 — 011 — 111 délky 3. (Obecné je Q; d-rozmérna hyperkrychle; pro d = 3 je to obycejna
krychle.)

2.1 Eulerovsky tah (vsuvka pro feseny priklad)

Eulerovsky tah neni v hlavni osnové okruhu, ale objevuje se v jedné realné SZZ otazce a jeho charakterizace
je rychla; uvedeme ji proto v kratkosti zde, mezi souvislosti a stromy.

& Definice — Tah a eulerovsky tah/graf

Tah v grafu G je sled, ve kterém se neopakuji hrany (vrcholy se opakovat smi). Uzavreny eulerovsky
tah je tah, ktery zacina i konci ve stejném vrcholu a obsahuje kazdou hranu grafu pravé jednou,
vrcholy v ném lezi libovolnékrat. Graf, ktery ma uzavieny eulerovsky tah, je eulerovsky.

O Poznamka. Z definice plyne, Ze eulerovsky tah projde kazdym vrcholem, na kterém lezi alespont
jedna hrana — ale ne nutné pravé jednou; napt. ,bowtie* (dva trojihelniky sdilejici stfedovy vrchol
v1) ma eulerovsky tah v; v, v3 v; v4 v5 v; s vy tiikrat. Izolované vrcholy se eulerovskym tahem pokryt
nedaji; navazujici véta proto izolované vrcholy explicitné vylucuje.

W Véta — Charakterizace eulerovskych grafa

Graf G (bez izolovanych vrcholi) ma uzavieny eulerovsky tah, pravé kdy?z je souvisly a kazdy vrchol
ma sudy stupen.

»,Pokud existuje“: tahem se kazdy vrchol musi navstivit (souvisly); kdykoli do vrcholu
vejdeme jednou hranou, musime jinou hranou vyjit — hrany se v daném vrcholu paruji a jejich
celkovy pocet je sudy. ,Naopak“: vezmeme nejdelsi tah. Kdyby nebyl uzavieny, pouzil by v koncovém
vrcholu lichy pocet hran; ten mé ale sudy stupen, vede z néj tedy jesté nepouziti hrana a tah jde
prodlouzit — spor. Uzavfeny tah, ktery nepokryva v§echny hrany, mé diky souvislosti na nékterém
svém vrcholu nepouzitou hranu; tah ,rozpojime“ v tomto vrcholu a hranu pfidame — opét delsi tah,
spor s maximalitou.

P Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢. 4: Eulerovskost na grafu disjunktnich podmnozin

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 4 — Eulerovské grafy)



Zadani. Pro n > 1 je G, graf, jehoz vrcholy jsou vlastni podmnoziny A C [n] (tj. |A| < n, takze [n]
samo neni vrchol; @ je vrchol), a dva rizné vrcholy A, B jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz
ANB=g.
(1) Pro kteran > 1 je G, souvisly?
(2) Jaky je stupen vrcholu A (zavisi na |A[, n...)?
(3) Pro kteran > 1 je G, eulerovsky?
Obrazek G3 v priklady/q_2025-jaro-04_eulerovske-grafy.tex.
Reseni.
(1) Souvislost. Vrchol @ je disjunktni s kazdou jinou mnozinou, je tedy sousedem vsech ostatnich
vrcholt. Z libovolného vrcholu A # @ se tak do libovolného B # @ dostaneme cestou A —
@ — B. Graf G, je souvisly pro kazdén > 1.
(2) Stupen vrcholu A. Rozlisime pfipady podle velikosti A:

« Pripad A # @, |A| = k, 1 < k < n— 1. Soused B je kazda mnozina disjunktni s A a
ruzna od A. Disjunktni s A znamena B C [n] \ A (komplement velikosti n — k), takovych
podmnozin je 2"k Z nich vylouéime B = A, ale to v komplementu vitbec neni (protoZe
An([n] \ A) = @, takze A C [n] \ A by znamenalo A = @). Tedy | deg(A) = 2"k | coz je
sudé, protoze n —k > 1.

« Pripad A = @. Soused je kazda neprazdna vlastni podmnozina [n], tj. B # @ a B C [n].
Vlastnich podmnozin [n] je 2" — 1 (vSech podmnozin je 2", vylou¢ime [n]); z nich vylou¢ime

samotnou @ (vrchol A = @ sam sobé sousedem neni). Dostavame ‘ deg(p) =2"-2 ‘ coz je

sudé.
Zavér: vSechny stupné jsou sudé pro kazdé n > 1.
(3) Eulerovskost. Graf G, je souvisly a vsechny vrcholy maji sudy stupen, takze podle charakteri-
zace eulerovskych grafi je G, eulerovsky pro kazdé n > 1.

3 Stromy a jejich charakteristiky

Strom je nejmensi souvisly graf, a zaroven nejvétsi acyklicky graf — presné tato ,extremalni poloha“ dava
ekvivalentni charakteristiky. V ditkazu hraje klicovou roli list — vrchol stupné 1.

& Definice — Strom, les, list

Graf G je strom, je-li souvisly a acyklicky (neobsahuje kruznici). Les je acyklicky graf (komponenty
lesa jsou stromy). Vrchol v € V(G) se stupném deg(v) = 1 se nazyva list.

W Lemma — Strom ma list

Kazdy strom s |[V| > 2 vrcholy mé alespon dva listy.

Diikaz (nepovinny — podptrné lemma pro indukce po stromé). Uvazme nejdelsi cestu P v G, feknéme s
konci u a v. Z u nemiiZe vést hrana do Zadného vrcholu mimo P (jinak bychom P prodlouzili), ani do
zadného vnitfniho vrcholu P (jinak bychom vytvofili kruZnici a spor s acykliénosti). Jedina hrana z u
tedy vede k jeho pfedchidci na P, takZze deg(u) = 1, a stejné deg(v) = 1. O
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List je ,rozpoznatelné periferni“ vrchol — ma jediného souseda, takze odebrani listu
strom neposkodi: zbude opét strom o jeden vrchol a jednu hranu mensi. Tato operace je patefi vsech
indukei o stromech.

W Véta — Ekvivalentni charakteristiky stromu

Pro graf G jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(1) G je souvisly a acyklicky (standardni definice);
(2) mezi kazdymi dvéma vrcholy vede pravé jedna cesta (jednozna¢na souvislost);
(3) G je souvisly a po odebrani libovolné hrany nesouvisly (minimalné souvisly);
(4) G je acyklicky a pfidanim libovolné nové hrany vznikne kruznice (maximalné acyklicky);
(5) G je souvisly a |E| = [V| - 1.

© Poznamka. Princip ditkazu. Implikace (1)=(5) se vede indukci pies ,,odtrhni list* (viz diisledek
nize). Obracené z (5) (souvisly, m = n — 1) plyne (1) takto: kdyby G obsahoval kruznici, odebranim
jedné jeji hrany bychom dostali souvisly graf s n — 2 hranami — spor s tim, Ze souvisly graf na n
vrcholech ma alespon n—1 hran (kostra je strom). Ekvivalence s (2)-(4) plynou z (1) kratkymi uvahami:
dvé razné cesty mezi tymiz vrcholy by daly kruznici, takze (1)=(2); hrana stromu je jedinou cestou
mezi svymi konci, takZe jeji odebrani rozpoji graf (3); pfidana hrana uv uzavie kruznici s jedinou
cestou z u do v (4). Zpétné implikace se dokazuji podobné sporem.

W Dusledek — Poéet hran stromu

Strom na n > 1 vrcholech ma pfesné n — 1 hran. Les o n vrcholech a k komponentach ma n — k hran.

»otrom méa n — 1 hran“ je tak dilezity a tak Casto pouzivany fakt, Ze stoji za zvlastni
zapamatovani. Diikaz indukei: n = 1 ma 0 hran. Pro n > 2 vezmeme list £, odtrhneme ho (G — ¢ je
strom na n — 1 vrcholech), pouZijeme indukéni piedpoklad (n — 2 hran) a hranu k listu pfidame zpét:
n— 1 hran.

P’ Piiklad — Stromy a pocet hran v lese

Zadani. Les ma n = 20 vrcholi a 5 komponent. Kolik m4 hran?
Reseni. Kazd4a komponenta lesa je strom; je-li i-t4 komponenta na n; vrcholech, ma n; — 1 hran.
Celkem Y'(n; — 1) =n—5 = 15 hran.

4 Rovinné grafy (Eulerova formule)

Rovinny graf je graf, ktery umime bez ktiZeni nakreslit do roviny. Nakresleni rozdéli rovinu na stény
(oblasti) a pro kazdé takové nakresleni plati Eulerova formule n — m + s = 2, ktera svazuje pocty vrchold,
hran a stén. Dukaz Eulerovy formule vyslovné uvadéji pozadavky okruhu, proto ho nize provedeme po
krocich.



B Definice — Rovinny graf, rovinné nakresleni, stény

Rovinné nakresleni grafu G = (V, E) je piifazeni kazdému vrcholu bodu v R? a kazdé hrané {u, v} € E
jednoduchého oblouku s konci v obrazech u a v tak, ze dvé riizné hrany se protinaji nejvyse ve
spole¢nych koncich. Rovinny graf je takovy graf, pro ktery existuje alespoii jedno rovinné nakresleni.
Stény nakresleni jsou souvislé komponenty doplitku obrazu vrcholil a hran v R?; pravé jedna sténa
je neomezena — nazyva se vnéjsi, ostatni jsou vnitini.

@ Video: Wrath of Math, What are Planar Graphs? (definice rovinného grafu, rovinného nakresleni a stén).

© Poznamka. Existuji grafy, které rovinné nejsou. Klasickymi minimalnimi neplanarnimi grafy
jsou K5 a Kj 3; Kuratowského véta iika, Ze graf je neplanarni praveé tehdy, obsahuje-li podgraf, ktery
je deélenim nékterého z téchto dvou. (V pozadavcich M4 neni; uvadime jen jako kontext.)

F vnéjsi

B

Rovinné nakresleni K;:n =4, m = 6,s = 4, ovéfujeme n —m+s=4—6+4 = 2.

W Véta — Eulerova formule

Pro kazdy souvisly rovinny graf G = (V, E) s libovolnym rovinnym nakreslenim plati
n—-m+s=2,

kde n = |V|, m = |E| a s je poCet stén (vnitfnich i vnéjsi).

Diikaz (indukci podle poctu hran). Fixujeme pocet vrchold n a indukujeme pies pocet hran m. Souvislost
je predpoklad.
(1) Baze. Nejmensi souvisly graf na n vrcholech je strom: m = n—1 a stén je s = 1 (jen vnéjsi — nakresleni
stromu ,neuzavird“ zddnou omezenou oblast). Pakn—m+s=n—-(n—-1)+1=2.
(2) Indukcni krok. Necht G je souvisly a m > n — 1, tedy obsahuje kruZznici. Vyber hranu e, ktera lezi na
né&jaké kruznici, a ozna¢ G’ = G — e. Po odebrani e:
« V se neméni: n’ = n;
« hran je o jednu méné: m’ =m — 1;
« dveé stény, které sousedily pres e, se slévaji v jednu (z Jordanovy véty: hrana e lezi na kruZnici,
ktera oddéluje sviij vnitfek od vnéjsku; e tedy sousedi se dvéma riznymi sténami, a po jejim
odebrani se sloudi) — tedy s" = s — 1;
+ G’ je stale souvisly: kazda cesta v G prochazejici hranou e se da nahradit obchvatem po zbytku
kruZnice, na které e lezelo.
Z indukéniho pfedpokladu pro G’ mamen” —m’ +s’ =2,tedyn—(m—-1)+(s—1)=n—-m+s=2.

O
L ®
F e F =54 F
{ @

Vlevo: G s hranou e na kruznici, stény F; # F,. Vpravo: G —e — stény F,, F, se slévaji v F, takze s’ = s— 1.


https://www.youtube.com/watch?v=LSkB6jR44aE

Eulerova formule fik4, Ze ¢islo n—m+ s je topologicky invariant — nezalezi na konkrétnim
nakresleni, zavisi jen na grafu (a souvislosti, abychom ,nepficitali“ stény duplicitné). Pro nesouvisly
graf's c komponentami plati n —m+s = 1+ ¢ (kazda komponenta pfida svou ,jedni¢ku*, vnéjsi sténu
si komponenty sdili). To je uZite¢né pfi pocitani s nesouvislymi rovinnymi grafy.

@ Video: 3Blue1Brown, Euler’s Formula and Graph Duality (ditkaz Eulerovy formule pres dualitu a kostru
— jina cesta nez indukce vyse, tataz véta).

4.1 Maximalni pocet hran rovinného grafu

Pro ,velké® rovinné grafy nesmi byt piili§ mnoho hran; piesné to formalizuje nasledujici véta. V dikazu
hraje hlavni roli pozorovani, Ze kazd4 sténa je ohranicena alesponi 3 hranami a kazd4 hrana sousedi s
nejvyse 2 sténami. (Vyjimkou je most — hrana, jejimZ odebranim vzroste poc¢et komponent souvislosti,
ekvivalentné hrana neleZici na Zddné kruZnici; ta v rovinném nakresleni sousedi s toutéZ sténou z obou
stran, proto se v souctu Y. £(F) po¢ita dvakrat.)

W Véta — Maximalni pocet hran rovinného grafu

Pro kazdy jednoduchy rovinny graf G s n > 3 vrcholy a m hranami plati
m < 3n — 6.
Pokud G navic neobsahuje zadny trojuhelnik (napf. je bipartitni), pak dokonce

m< 2n—4.

Diikaz. Stadi oSettit souvisly pripad (pfidanim hran se nerovnost zachovava, doplnime do souvislého).
Méjme rovinné nakresleni.

Pro kazdou sténu F ozna¢me £(F) pocet hran na jeji hranici (kazdou hranu, ktera se na hranici
vyskytne dvakrat, napf. ve stromu, po¢itame dvakrat). Plati

D HF) = 2m,

F
protoze kazda hrana sousedi z obou stran se sténou (u mostu je to z obou stran taZz sténa, a proto
ho v ni po¢itdme dvakrat). Zaroven pro n > 3 je £(F) > 3 pro kazdou sténu: obsahuje-li G kruznici,
hranice kazdé stény kruZznici obsahuje a kruZnice méa aspon 3 hrany; je-li G strom, mé jedinou sténu a
€=2m=2(n—1) > 4. Tedy

3s< Y W(F)=2m, tj. s< 2?’”
F

Dosazenim do Eulerovy formulen —m +s = 2:

odkud Z <n-2, tedy m < 3n— 6.
Pokud G nema trojthelnik, je ¢(F) > 4 (kruznice na hranici ma délku aspon 4, u stromu je £ =
2(n—1) > 4), takze 4s < 2m, tj. s < m/2. Dosazenim 2 < n—m+m/2 = n—m/2 dostavame m < 2n—4. [
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https://www.youtube.com/watch?v=-9OUyo8NFZg
https://www.youtube.com/watch?v=-9OUyo8NFZg

vnéjsi ACB

Triangulace na n = 5 vrcholech: m = 9 = 3n — 6, s = 6 stén (5 vnitfnich + 1 vnéjsi ACB), kaZda sténa je
C;. Ovéteni Eulerovy formule:n —m+s=5-9+6 = 2.

Maxima dosahuji tzv. triangulace — rovinné grafy, kde kazda sténa (i vnéjsi) je trojuhelnik.
KdyZ mame jinou sténu (delsi kruznici), miZzeme do ni pfidat hranu a m tim zvysit. Pro grafy bez
trojithelnikii je horni mez m < 2n — 4 — a dobrym testem je, Ze nerovnost vyfazuje K35 (n = 6,
m =9 > 8 =2n-4), cozje v souladu s tim, Ze K3 3 neni rovinny. I mez m < 2n — 4 je nejlepsi moZzna:
rovnosti dosahuje napt. rovinny bipartitni graf K, ,_, (m = 2(n — 2) = 2n — 4), obecné kazdy rovinny
graf, jehoz vSechny stény jsou étyfuhelniky.

W Dusledek — Existence vrcholu malého stupné

Kazdy rovinny graf ma vrchol se stupném nejvyse 5.

Diikaz (nepovinny — kratky disledek m < 3n — 6). Pro n < 2 trividlni. Pro n > 3: kdyby vSechny stupné
byly > 6, bylo by 2m =)’ deg(v) > 6n, takze m > 3n > 3n — 6 — spor s pfedchozi vétou. O

P Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢&. 4: Rovinny graf bez trojihelniki

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 4 — Rovinné grafy)
Zadani.
(1) Uvedte Eulerovu formuli pro rovinné grafy.
(2) Muze existovat rovinny graf na 40 vrcholech s 80 hranami, 5 komponentami souvislosti a bez
C; jako podgraf?
(3) Urcete maximalni pocet hran takového grafu (40 vrchold, 5 komponent, bez Cs, rovinny).
Reseni.
(1) Pro souvisly rovinny graf plati n —m + s = 2; pro graf s c komponentamin —m+s=1+c.
(2) Komponenty maji ny, ..., ns vrcholt, Y, n; = 40. Komponenta na n; > 3 vrcholech je souvisly
rovinny graf bez trojihelnika, takze m; < 2n; — 4. Komponenta na n; € {1, 2} vrcholech ma
m; <mj—1<2n;—2. Je-lit > 1 pocet komponent s aspon tfemi vrcholy (asponi jedna je, protoze
40 > 5 - 2), dostavame

m:Zml-gZ(Zni—z)—Zt:SO—10—2t=70—2t§68.
1 1

Hodnota m = 80 tedy nemiiZe byt dosazena — takovy graf neexistuje.

(3) Z (2) plyne m < 68 a rovnost vyzaduje t = 1 a ¢tyfi izolované vrcholy (jen pro n; = 1 je
n; — 1 = 2n; — 2). Mez je dosazitelna: K 34 (36 vrchold, 2 - 34 = 68 hran) je rovinny a bipartitni,
tedy bez trojuhelnik; spolu se 4 izolovanymi vrcholy dava 5 komponent. Maximum je

hran.
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P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 4: 2-souvisly vnitiné triangulovany + stupné 3 a 4

(Realna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 4 — Rovinné grafy)

Zadani.

(1) Uvedte Eulerovu formuli.

(2) Pro 2-souvisly rovinny graf s vnitinimi sténami = C; urcete minimalni a maximalni pocet hran

(pro n > 3 vrchola).

(3) Pro ktera n € IN existuje rovinny graf s 2n vrcholy, kde n jich ma stupeni 3 a n stupen 4?
Reseni.

(1) Eulerova formule. n —m + s = 2 pro souvisly rovinny graf.

(2) Minimalni a maximalni pocet hran. PouZijeme dvé vlastnosti 2-souvislého rovinného grafu:

« Kazda sténa je ohranicena kruznici (zadné ,mosty* a , slepé ulicky*, které by mohly hranice
protdhnout).
« Kazda hrana sousedi se dvéma riiznymi sténami (v 1-souvislém grafu by most mohl lezet
na hranici stejné stény dvakrat; ve 2-souvislém ne).
Z toho plyne dvoji pocitani délek hranic stén: kazdou hranu zapo¢itime presné dvakrat (jednou
za kazdou ze dvou riznych sousednich stén). Je-li vnéjsi sténa Cy (kruznice délky k, kde
3 < k < n) a vSechny vnitini stény jsou C; (téch je s — 1, protoze vnéjsi je jedna), pak

2m=3(s—1) +k.
Z Eulerovy formule s = m — n + 2. Dosadime a vyjadfime m:
2m=3m—-n+2-1)+k=3m—-3n+3+k = m=3n—-3—k.

Pro k = 3 (i vnéjsi trojuhelnik): m = 3n — 6 — klasické maximum (triangulace). Pro k = n (vnéjsi
sténa C,, vnitfek triangulovany = vnéjskové rovinny graf): m = 2n — 3 — minimum. Celkem
[2n-3<m<3n-6|

Stupné 3 a 4 — pro ktera n? Princip sudosti dava ), deg = 3n + 4n = 7n = 2m, takze 7n musi
byt sudé, tedy n je sudé. Vrchol stupné 4 vyzaduje alespon 5 vrcholi celkem, 2n > 5, kombinaci
s paritoun > 4.

Konkrétni konstrukce pro n = 4 (tj. 8 vrcholu, 4 stupné 3, 4 stupné 4, m = 14): vezmeme
krychli Qs (8 vrcholt {0, 1}°, 12 hran, 3-regularni, rovinna) a ptidame do ni dvé diagonaly v
dvojici protilehlych ctvercovych stén. Konkrétneé:

« diagonala {000, 011} ve sténé tvofené vrcholy {000,001, 011,010} (prvni bit = 0);

« diagonala {100, 111} v opacné sténé {100, 101, 111, 110} (prvni bit = 1).
Tyto dvé stény nesdili zadny vrchol. Konce obou diagonal (celkem 4 riazné vrcholy:
000,011,100, 111) ziskaji +1 ke stupni; zbylé 4 vrcholy (001,010, 101, 110) zGstanou se stup-
ném 3. Po pridani:

+ 4 vrcholy stupné 4 (oba konce kazdé diagonaly),

+ 4 vrcholy stupné 3,

e m=12+2 =14
Rovinnost: krychli nakreslime rovinné (jedna sténa jako vnéjsi obrys, opa¢néa jako vnitini
¢tverec), diagonala ve vnitfni sténé zlistane uvnitf ni, diagonala ve vnéjsi sténé se nakresli ve
vnéjsim prostoru — diagonaly se nekfizi mezi sebou ani s hranami Qs.

Obecna konstrukce pro sudé n > 4 (pozadovana v zadani). Vezmeme hranol nad C,: dvé
kruznice agay ... a,_q abyby ... b1 a ,pticky“ a;b;. M4 2n vrchold, je 3-regularni a rovinny (vnéjsi
kruZnice g;, vnitini b;, pficky mezi nimi); jeho bo¢ni stény jsou ¢tyfuhelniky a;a;, 1b;, 1b; (indexy
modulo n). Do kazdé druhé bo¢ni stény, tj. proi = 0,2,4,...,n — 2, pfidime diagonalu a;b; ;.
Tyto stény nesdileji zadny vrchol (sténa i pouziva indexy i a i + 1), takZze kazdy z 2 - g =n
konct diagonal ziska stuperi 4 a zbylych n vrcholt ma stupen 3. Kazda diagonéala vede uvnitf
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své stény, graf zastava rovinny. Pro n = 4 je hranol krychle a dostavame krychli se dvéma
diagonalami v protilehlych sténach jako vyse.
Zaver: graf existuje, pravé kdyz n je sudé an > 4.

5 Barevnost grafa

Hledame, kolika ,barvami® (¢isly z [k]) 1ze obarvit vrcholy tak, aby zadna hrana nespojila dva vrcholy
stejné barvy. Toto ¢islo y(G) je jeden z nejstudovanéjsich invarianti grafii; pro nas jsou dulezité jeho
elementéarni vlastnosti a vztah ke klikovosti w(G).

& Definice — Dobré obarveni, barevnost

Dobré obarveni grafu G = (V, E) pomoci k barev je funkce ¢ : V — [k] takova, ze pro kazdou hranu
{u, v} € E plati c(u) # c(v). Barevnost (chromatické ¢islo) y(G) je nejmensi k, pro které existuje dobré
obarveni G pomoci k barev.

@ Video: Wrath of Math, Vertex Colorings and the Chromatic Number of Graphs (definice dobrého
obarveni a chromatického ¢isla s priklady).

»Konfliktni“ = sousedni; ,barva“ = ¢asovy slot / misto / kategorie. Barevnost je tedy
minimalni pocdet kategorii, do kterych se vrcholy daji rozdélit bez konflikta. Klasické aplikace:
rozvrhovani zkous$ek (vrchol = pfedmét, hrana = sdileny student), pfidélovani frekvenci, alokace
registri kompilatorem.

© Poznamka. [Hodnoty barevnosti standardnich grafi1]
« x(P,) = 2 pron > 1 (alespon jedna hrana, alternujeme 1-2-1-2...); y(Py) = 1 (cesta délky 0 =
jeden izolovany vrchol);
« x(C,) = 2 pro sudé n, y(C,) = 3 pro liché n > 3;
« x(K,) = n (zadné dva vrcholy nesmi mit stejnou barvu);
« ¥(G) =1 < Gnema hrany; y(G) <2 < G je bipartitni (resp. bez liché kruznice).

w Véta— Ctyi‘barevné véta — bez dukazu

Kazdy rovinny graf ma y(G) < 4. Tento odhad je tésny (naptiklad K, je rovinny a ma barevnost 4).

© Poznamka. Dilkaz étyfbarevné véty (Appel-Haken 1976, Robertson-Sanders-Seymour-Thomas
1997) je velmi technicky a pocitacové asistovany; v ramci kurzu se uvadi jen znéni. Snazsi (a dilezity)
je dukaz pétibarevnosti pomoci existence vrcholu stupné < 5: induktivné vrchol odebereme, podgraf
obarvime 5 barvami a vracejici se vrchol obarvime zbylou barvou (pfipadné , prohozenim tfid“ pres
Kempeho fetézec, pokud je vSech 5 sousedii rizné obarvenych).

5.1 Vztah barevnosti a klikovosti

& Definice — Klikovost

Klikovost w(G) je maximalni k, pro které G obsahuje K} jako podgraf.

W Véta — Dolni odhad barevnosti klikovosti

Pro kazdy graf G plati

x(G) = w(G).



https://www.youtube.com/watch?v=3VeQhNF5-rE
https://www.youtube.com/watch?v=3VeQhNF5-rE

Diikaz (nepovinny - trivialni). Obsahuje-1i G podgraf Kj, musi byt jeho k vrcholii obarveno navzajem
ruznymi barvami, takze y(G) > k. O

Cs s 3-obarvenim (¢isla v krouzcich = barvy 1, 2, 3): w(Gs) = 2, ale y(Cs) = 3.

@ Intuice. Nerovnost y(G) > w(G) je obecné ostra. Klasicky piiklad: licha kruznice Cyp,q mé o = 2
(zadné tii vrcholy netvoii trojuhelnik), ale y = 3 (sudou kruZnici lze obarvit dvéma barvami stfidave,
lichou ne). Existuji dokonce grafy s libovolné velkym rozdilem y — w — naptiklad Mycielského
konstrukce dava grafy bez trojuhelnikt (w = 2) s libovolné velkym y.

P’ Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 4: Barevnost konkrétniho grafu

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 4 — Barevnost grafu)
Zadani.
(1) Definujte barevnost grafu.
(2) Jaka plati omezeni pro barevnost rovinnych grafii?
(3) Urcete barevnost nasledujiciho grafu.

Graf z otazky (vrcholy a, ..., j); jeho barevnost uréujeme v bodé (3).

Reseni.
(1) x(G) = nejmensi k, pro které existuje funkce c: V — [k] s c(u) # c¢(v) pro kazdou hranu
{u,v} € E.

(2) Rovinny graf ma y < 4 (¢tyfbarevna véta); odhad je té€sny (napf. Ky).
(3) Konkrétni graf (10 vrcholt g, ...,j) ma y = 4. Horni odhad konstruktivné: vrcholy a,b,...,j
obarvime po fadé barvami
4,3,2,1,2,1, 4,3, 4,3,

coZ je dobré obarveni 4 barvami, tedy y < 4 (alternativné rovnou ze ¢tyrbarevné véty, nebot
graf je rovinny). Dolni odhad: graf obsahuje 5-cyklus s pfipojenym univerzalnim vrcholem (tj.
ykolo“ Ws); Ws ma y = 4, protoze 5-cyklus chce 3 barvy a centralni univerzalni vrchol musi
mit ¢tvrtou. Dohromady y = 4.
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6 Hranova a vrcholova souvislost (Mengerova véta)

V této sekci prejdeme od ,,souvislost ano/ne” ke kvantitativni otazce nakolik je graf souvisly: kolik nejméné
hran (resp. vrcholi) je tfeba odebrat, aby se graf rozpadl. Mengerova véta pak hluboce propoji tento
minimalni pocet odebiranych objekti s maximalnim poctem disjunktnich cest mezi dvojici vrcholt.

& Definice — Hranovy iez, vrcholovy fez

Bud G = (V, E) graf. Mnozina hran F C E je hranovy fez, pokud graf (V, E \ F) je nesouvisly. Pro
dva vrcholy u, v je F hranovy u-v rez, pokud v (V, E \ F) neexistuje cesta z u do v.

Mnozina vrcholdt A C V \ {u, v} je vrcholovy u-v fez, pokud v indukovaném podgrafu G[V \ A]
neexistuje cesta z u do v. Mnozina A C V je vrcholovy rez, je-li G[V \ A] nesouvisly (tj. A je vrcholovy
u-v fez pro néjaké u, v).

& Definice — Hranova a vrcholova souvislost

Hranova souvislost grafu G je k,(G) = min{|F| : F je hranovy fez}. Pro nesouvisly G je k,(G) = 0
(prazdna mnozina je fez).

Vrcholova souvislost je k,(G) = min{|A| : A je vrcholovy fez} pro G # K,, a k,(K,,) = n — 1 (iplny
graf nema vrcholovy fez ve smyslu definice; konvence). Pro nesouvisly G je k,(G) = 0.

Graf je t-hranové souvisly, je-li k,(G) > t; analogicky pro t-vrcholové souvisly.

©® Poznamka. Ve vrcholovém u-v fezu nesmi lezet u ani v, jinak by dosaZitelnost trivialné pferusilo
uz odebrani samotného u. Pro Uplné grafy K,, definujeme zvlast, protoze v K, nelze najit vrcholovy
fez (mezi dvéma vrcholy se vzdy najde pfima hrana, kterou zadné odebrani vrcholu neovlivni).

k.(G) = ,nakolik tlusty je graf hranové®, k,(G) = ,nakolik tlusty je vrcholové“. Cesta
P, ma k, = k, = 1 (odeber jednu hranu, resp. jeden vnitini vrchol). Kruznice C, ma k, = k, = 2.
Hyperkrychle Q; ma k, = k, = d.

W Véta — Vztah k, <k, <&

Pro kazdy graf G s |V| > 2 plati
ky(G) < k(G) < 6(G),

kde 6(G) = min,, deg(v) je minimalni stupen.

Obé nerovnosti dohromady jsou znamé jako Whitneyho nerovnost (1932). Druha (k, < 6)
je snadna: odebranim vSech § hran z vrcholu minimalniho stupné se vrchol izoluje, je to tedy hranovy
fez velikosti §. Prvni (k, < k,) je hlubsi. Naivni napad ,za kazdou hranu minimalniho hranového
fezu F odeberme jeden jeji konec* zavisi na volbé koncii: v Cy = viwwivy s fezem F = {v;vy, v3v,}
volba {v;, w3} graf rozdéli, ale volba sousednich {v,, v3} ne (zbude hrana v;v;). Formalni dtkaz k, < k,
se proto vede indukei podle po¢tu hran (Valla-Matousek, str. 20). Opa¢na nerovnost obecné neplati:
,motylek“ (dva trojihelniky se spole¢nym vrcholem) mé k, = 1 (odebrani spole¢ného vrcholu), ale

k, = 2.
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6.1 Mengerova véta

& Definice — Hranové a vrcholové disjunktni cesty

Dvé cesty z u do v jsou hranové disjunktni, pokud nemaji Zadnou spole¢nou hranu. Jsou vrcholové
disjunktni, pokud nemaji Zadny spole¢ny vnitini vrchol (krajni vrcholy u, v samoziejmé sdili).

W Véta — Mengerova véta — hranova verze

Pro kazdé dva riizné vrcholy u, v grafu G plati: maximalni pocet hranové disjunktnich cest z u do v
je roven minimalni velikosti hranového u-v fezu.

W Véta — Mengerova véta — vrcholova verze

Pro kazdé dva ruzné nesousedni vrcholy u, v grafu G plati: maximalni pocet vrcholové disjunktnich
cest z u do v je roven minimalni velikosti vrcholového u-v fezu.

@ Video: Wrath of Math, Intro to Menger’s Theorem (0bé verze: maximalni pocet disjunktnich cest =
minimalni Fez, hranové i vrcholové).

a4

— o———

@
a3

3 vrcholové disjunktni u-v cesty. Cervené vrcholy {a,, a,, a;} tvoti vrcholovy u-v fez velikosti 3 (po jejich
odebrani mezi u a v nevede cesta).

[Princip dukazu (pfevod na toky).] Mengerova véta se elegantné dokaze pres hlavni vétu
o tocich (kterou potkame v dalsi sekci). Idea pro hranovou verzi:
(1) Z grafu G vytvofime orientovanou sit G’: kazdou hranu nahradime dvéma Sipkami v obou
smérech, vSechny kapacity = 1. Zdroj z = u, stok s = v.
(2) Spustime Ford-Fulkerson; vznikne celo¢iselny tok f s w(f) = t. Po drobné Gpravé (zruseni
»vzajemné rusicich se“ jednicek) ma tok hodnoty 0/1 a tvofi t hranové disjunktnich cest z u do v.
(3) Hlavni véta o tocich: max w(f) = min c(R). Minimalni fez v G’ pak odpovida minimalnimu
hranovému u-v fezu v G.
Pro vrcholovou verzi: kazdy vrchol x (kromé u, v) rozstépime na dva vrcholy x’, x” propojené hranou
kapacity 1; vstupni hrany jdou do x’, vystupni z x”. Toky < 1 skrz x”x” pak modeluji omezeni ,pies
vrchol smi projit jen jedna cesta®, a véta o tocich da vrcholovou verzi.

P’ Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢&. 3: Souvislost na grafu sestic 0/1

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 3 — Souvislost grafii)
Zadani. G ma 64 vrcholi = $estice {0, 1}°. Hrany:
+ (a) dvojice lisici se pouze v 1. soufadnici (perfektni parovani velikosti 32);
« (b) dvojice se shodnymi prvnimi 2 znaky (iplné grafy uvniti kazdé ze 4 skupin {00+, 01+ %=
%, 10% % %%, 11%***} na 16 vrcholech);
« (c) tii konkrétni hrany {111010, 101100}, {101100,010110}, {010110, 111011}.
Ukoly: (1) vyslovte Mengerovu vétu (o vrcholové souvislosti a fezech) véetné pottebnych pojmi;
(2) uréete pocet hranové disjunktnich cest mezi u = 000000 a v = 111111; (3) najdéte minimalni
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hranovy a vrcholovy u-v fez. (Originalni PDF SZZ podzim 2023 v této otazce nemd nacrt reSent,
rozbor niZe je vlastni.)
Reseni.

(1)

Mengerova véta (vrcholova verze). Pro dva rizné nesousedni vrcholy u, v grafu G je maxi-
malni pocet vrcholové disjunktnich u-v cest roven minimalni velikosti vrcholového u-v fezu
(vrcholovy u-v fez = mnozina vnitfnich vrcholi, po jejimZz odebrani nevede z u do v cesta;
cesty jsou vrcholové disjunktni, nesdileji-li Zadny vnitini vrchol). Analogicka hranova verze
(bez pfedpokladu nesousednosti) ztotoziluje hranové disjunktni cesty s hranovym fezem - tu
vyuZijeme v bodech (2) a (3).

Topologicky rozbor grafu (kli¢ k feseni). Vrcholy se déli do 4 ,,;skupin® podle prvnich 2
bitt: Sog, So15 S10> S11, kazda po 16 vrcholech.

« Hrany (a) jsou perfektni parovani ptes 1. bit: spojuji vrchol 0 s 1, tedy zachovavaji 2.
bit. To znamena, ze (a)-hrany jdou jen mezi Sy <> S a Sp; <> Si1. Mezi dvojici {Sgg, S10} @
{S01,S11} Zadna hrana (a) nevede.

« Hrany (b) zistavaji uvnitt kazdé skupiny (dplny graf Kie).

« Hrany (c) jsou jediné, které propojuji dvojice pres 2. bit:

- {111010, 101100}: S;; > S;¢ (pfes vrchol 101100 € S¢);
— {101100,010110}: S;g <> S; (pies 101100);
— {010110,111011}: Sy; « Sy; (pFes 010110 € Sp,).

Dusledek (tizké hrdlo). Vrchol u € Syy. Z dvojice {Syg, S10} se do dvojice {Sy;, S11} (kde lezi
v) da prejit pouze hranou (c), jejiz jeden konec lezi v {Syg, S1o}. Takovych hran jsou jen dvé:
{101100, 111010} a {101100,010110} — obé prochazeji vrcholem 101100. (Tfeti hrana (c) ma
oba konce v {Sy1, S11} a pro nas prechod neslouzi.) Vrchol 101100 je tedy ,,uzké hrdlo“ mezi u a
V.

Min vrcholovy fez = 1. Staci odebrat vrchol : po jeho odebrani nezbude z {Sy, S0}
do {Sy1, S11} Zadny most (jedina zbyla hrana (c) je {010110,111011}, ale ze Sy, se do jejiho
pocate¢niho vrcholu 010110 € Sy; nedostaneme). Tedy u a v jsou rozpojeni.

Z Mengerovy vrcholové véty plyne: max pocet vrcholové disjunktnich u-v cest = 1. Pfiklad
jediné takové cesty:

(@) ®) (© ®)
000000 — 100000 — 101100 — 111010 — 111111.

Min hranovy rez = 2. Staci odebrat 2 hrany (c) incidentni s 101100:
R = {{101100, 111010}, {101100,010110}}.

Po jejich odebrani zbude mezi dvojicemi {Sy, S1o} a {So1, 11} pouze hrana (c) {010110, 111011},
jejiz konec 010110 € Sy; je ze Syo nedosaZitelny (zadna hrana (a) ani (b) nevede ze Syg do Sp1)-
Z Mengerovy hranové véty plyne: max pocet hranové disjunktnich u-v cest = 2. Konkrétni dvé
hranové disjunktni cesty:

(a) ® (© ®
P; - 000000 — 100000 — 101100 — 111010 — 111111,

®) (@) (© (@) ®
P, : 000000 — 001100 — 101100 — 010110 — 110110 — 111111.

Obé cesty prochazeji vrcholem 101100 (vrcholové nejsou disjunktni), ale pouzité hrany se
neopakuji. Ze nejde rozsifit na 3 hranové disjunktni cesty, plyne z toho, e z vrcholu 101100
vedou jen 2 hrany do {Sy;, S11} (obé hrany (c) — prvni a druha), a obé musi byt v cestach pouzity.
Zaveéry:

« Max hranové disjunktnich u-v cest = , min hranovy fez = .
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« Max vrcholové disjunktnich u-v cest = , min vrcholovy fez = .
(3) Viz vyse — min hranovy fez ma velikost 2, min vrcholovy fez velikost 1.
Pouceni. Stupen deg(u) = deg(v) = 16 se zda slibny, ale obecny horni odhad k < deg je v této tloze
daleko od reality. Skute¢nou souvislost mezi u a v limituje ,,iizké hrdlo* (vrchol 101100 a dvé hrany
(c), které z néj vedou). Pointou tlohy je rozpoznat tuto topologickou strukturu, ne mechanicky
aplikovat stupen.

7 Orientované grafy, silna a slaba souvislost

E Definice — Orientovany graf

Orientovany graf (digraf) je dvojice G = (V, E), kde V je kone¢na neprazdna mnozina vrcholid a
E CVxV\{(v,v) : v € V} mnozina (orientovanych) hran. Hrana (u,v) € E je Sipka z u do v,
u je jeji pocéatecni, v koncovy vrchol. Vstupni stuperi deg (v) = [{u : (u,v) € E}|, vystupni stuperi
deg+(v) =u : (v,u) € E}.

& Definice — Podkladovy graf, orientovana cesta

Podkladovy graf digrafu G vznikne ,,zapomenutim orientace® (kazda Sipka se pfevede na neorien-
tovanou hranu, vicenasobné hrany se sloué¢i). Orientovana cesta z u do v je posloupnost vrchola
Vo = UV, ..., Ve = v takova, ze (v;_1,v;) € E pro kazdé i a vrcholy se neopakuji.

& Definice — Slaba a silna souvislost

Digraf G je
(1) slabé souvisly, pokud jeho podkladovy (neorientovany) graf je souvisly;
(2) silné souvisly, pokud pro kazdé dva vrcholy u, v € V existuje orientovana cesta z u do v (a tedy
izvdou).

(o

Vlevo: silné souvisly digraf (orientovany cyklus). Vpravo: jen slabé souvisly — z w; vede orientovana
cesta do vSech ostatnich, ale z w;, ani wy se zpét do w; nedostaneme.

Silna souvislost je striktné silnéjsi vlastnost nez slaba: kazdy silné souvisly digraf je
slabé souvisly (orientované cesty daji neorientované), ale opa¢né to neplati. Priklad: ,cesta po
jednosmeérkach” vy — v; — v, je slabé souvisla, ale ne silné (z v, se zpét do vy nedostaneme).

© Poznamka. [Komponenty silné souvislosti] Vrcholy Ize rozdélit na t¥idy podle relace ,u,v
jsou v jedné silné souvislé komponenté“ (u je orientované dosazitelny z v a naopak). Tato relace je
ekvivalence; jeji tridy jsou komponenty silné souvislosti. Kontrakce kazdé komponenty do jednoho
vrcholu dava tzv. kondenzaci digrafu, ktera je vzdy acyklicka (DAG); tu pouziva fada algoritmt (napf.
Kosaraju nebo Tarjan), v poZadavcich jsou ale jen samotné pojmy slabé/silné souvislosti.

B Piiklad — Rozhodnuti silné vs. slabé souvislosti

Zadani. Rozhodnéte pro digrafy
« H; s vrcholy {a, b, ¢} a sipkami {(a, b), (b, ¢), (¢, a)},
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« H, s vrcholy {a, b, ¢} a sipkami {(a,b), (b, c)},
zda jsou silné souvislé, slabé souvislé, nebo ani jedno.
Reseni.

(1) Hj: orientovana kruznice. Z a vede orientovana cesta do b, ¢ (pfes hrany); z b do c,a; z ¢ do a, b.
Silné souvisly (a tedy automaticky i slabé).

(2) H,: orientovana cesta. Z a vede cesta do b a ¢, ale z ¢ neexistuje orientovana cesta zpét do a
(zadna sipka nevede od c). Neni silné souvisly. Podkladovy graf je neorientovana cesta a-b-c (3
vrcholy, 2 hrany), ktera je souvisla, takze H, je slabé souvisly.

Komponenty silné souvislosti H: {a}, {b}, {c} (kazdy vrchol sam). Kondenzace = fetézec {a} — {b} — {c}
— acyklicky DAG.

8 Toky v sitich (Ford-Fulkerson)

Sit je orientovany graf s vyznatenym zdrojem z a stokem s a s kapacitami na hranach. Tok udava,
kolik protece kazdou hranou, a to tak, aby platil Kirchhofftiv zakon (pfitok = odtok ve vSech vrcholech
kromeé z, s) a Zadna hrana se nepfetizila. Hlavni vysledek je véta max-flow = min-cut; Ford-Fulkersontiv
algoritmus ji navic pfevadi na konstrukci.

8.1 Sit, tok, fez

& Definice — Sit

Sit je ¢tvefice (G, z, s, ¢), kde G = (V, E) je orientovany graf, z,s € V jsou dva ruzné vrcholy (zdroj a
stok) ac: E — R{ je kapacita (kazda hrana je ohodnocen4 nezapornym realnym ¢islem).

& Definice — Tok

Tok v siti (G, z, s, ¢) je funkce f: E — R{ spliujici:
(1) Kapacitni omezeni. Pro kazdou hranu e € E plati 0 < f(e) < c(e).
(2) Kirchhoffiiv zakon. Pro kazdy vrchol u € V \ {z, s} plati

Y frw= Y fuy)

(xu)eE (u,y)EE

Velikost (hodnota) toku f je

wif)= ), f@x)- ), flx2),

(Z’X)EE (X,Z)EE

tj. Cisty odtok ze zdroje. Lze ekvivalentné pocitat Cisty pfitok do stoku (plyne z Kirchhoffova zakona).

Sit si predstavme jako soustavu jednosmérnych vodovodnich trubek: c(e) je maximalni
prutok trubkou, f(e) skuteény okamzity priatok. Trubkou nesmi téct vic, nez kolik je jeji kapacita, a
v kazdém uzlu (kromé zdroje a stoku) musi pfitéct stejné, kolik odtece (,,neni to déravé*“). Velikost
toku je ,mnozstvi vody, co odejde ze zdroje* = ,co pritece do stoku*.
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3/4 3/4
2.

z < s
2/3 2/3
>
b 2/5 d

Sit s tokem velikosti w(f) = 3 + 2 = 5. Hrany oznac¢ené f/c (tok / kapacita); modré hrany nesou
nenulovy tok. Ve vrcholech a, b, c, d plati Kirchhoffuv zdkon (pfitok = odtok).

& Definice — Rez sité

Rez mezi z a s v siti (G, z,s,¢) je mnozina hran R C E takova, Ze v upravené siti (G, z,s,c) s
G’ = (V, E \ R) neexistuje orientovana cesta ze z do s. Kapacita fezu je ¢(R) = Y, g c(e).

Pro kazdé rozdéleniV = ALUBsz € A, s € Bje elementarni fez S(A,B) ={(x,y) €E : x€ A, y € B}
tvofen hranami vedoucimi z A do B.

© Poznamka. Kazdy fez obsahuje elementarni fez: vezmeme A =vrcholy dosazitelné ze z v
(V,E\ R), pak S(A,V \ A) C R. ProtoZe kapacity jsou nezadporné, ma tento elementarni fez kapacitu
nejvyse c(R); minimalni kapacitu fezu tedy vzdy realizuje néjaky elementarni fez. Rezf1 je konecné
mnoho (jsou to podmnoziny E), takze minimum v hlavni vété existuje.

W Véta — Hlavni véta o tocich / max-flow = min-cut

V kazdé siti je velikost maximalniho toku rovna kapacité minimalniho fezu:

s = s

[Princip dikazu] Nerovnost max w(f) < minc(R) je snadna: pro libovolny tok f a
libovolny (elementarni) fez S(A, B) plati

w(f) = f(A,B) — f(B, A) < f(A,B) < (A, B) = c(R),

protoze f(B, A) > 0 a f(e) < c(e) na kazdé hrané. Tedy maximalni tok je nejvyse roven minimalnimu
fezu.

Rovnost (obtiznéjsi ¢ast) se dokazuje konstrukei: vezmeme tok bez zlepsSujici cesty (existuje diky
existenci max. toku); pro néj sestrojime fez R stejné kapacity rozdélenim vrchold na ty, do kterych
vede ze zdroje zlepsujici cesta, a zbytek. Detaily v sekci Ford-Fulkerson nize.

W Véta — Existence maximalniho toku - bez diikkazu

V kazdé siti (G, z, s, ¢) existuje maximalni tok, tedy tok f* s w(f*) > w(f) pro kazdy tok f.

© Poznamka. Tvrzeni neni zcela trivialni: tokd je nekoneéné mnoho a jejich velikosti jsou obecna
realna &isla (interval typu (0, 1) na realné ose nema maximum). Diikaz se vede pies kompaktnost
mnoziny vSech toka v RIE 3 spojitost funkce w, takZe w na kompaktu nabyva maxima. Pro racionalni
(zvlasté celociselné) kapacity je ditkaz jednodussi - vyplyne z koneénosti Ford-Fulkersonova algoritmu
(viz dale). Pozadavky M4 vyslovné uvadéji, ze tuto vétu uvadime bez dikazu.
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8.2 Ford-Fulkersonuv algoritmus

Princip: dokud existuje cesta ze zdroje do stoku v tzv. rezervni siti (vznikne ze sité tak, ze kazdé hrané e s
tokem f(e) ptifadime rezervu c(e) — f(e) vpied a f(e) zpét), posli po této cesté co nejvic dodatetného
toku, tj. minimum rezerv na cesté (tim se aspon jedna rezerva vynuluje).

E Definice — Rezervni (residualni) sit, zlepsujici cesta

Pro tok f definujeme rezervni sit Gy: na kazdé hrané e = (u,v) € E s f(e) < c(e) uvazujeme rezervu
vpred c(e) — f(e) > 0; pokud f(e) > 0, uvazujeme i rezervu vzad (zpétnou hranu (v, u) s kapacitou
f(e)). Zlepsujici cesta je orientovana cesta ze z do s v Gy s kazdou rezervou > 0. Hodnota zlepsent je
& = min (rezervy na cesté).

@ Video: WilliamFiset, Max Flow Ford-Fulkerson (hledani maximalniho toku Fordovym—Fulkersonovym

algoritmem pres rezervni sit a zlepSujici cesty).
a
°
y\ //2/
z ze 1 ®s
/ \ )
\.
.

b

(a) Sit s tokem f, w(f) =2 (b) Rezervni sit G; se zlep3ujici cestou

(a) Hrany oznacené f/c (tok / kapacita); modré hrany nesou nenulovy tok (f(z,a) = 2, f(a,s) = 2), ¢erné jsou
prazdné. Tok spliuje Kirchhoffiv zakon ve vSech vnitfnich vrcholech.

(b) Sedé gipky jsou nenasycené rezervy — vpied s kapacitou c(e) — f(e) (napt. z — a mé rezervu 3 — 2 = 1), vzad
(zpétné) s kapacitou f(e) (napt. a — z ma rezervu 2 pro ,,vraceni ¢asti toku). Cervené je vyznacena zlepsujici
cesta z — b — s se zlepSenim ¢ = min(2, 4) = 2. Novy tok dostaneme poslanim 2 jednotek po této cesté, w(f)
vzroste z 2 na 4.

Klicova myslenka: zpétné hrany v rezervni siti umoznuji zrusit ¢ast drive poslaného toku,
pokud se ukaze, Ze byl rozvrzen ,ne nejlépe“. Bez zpétnych hran by algoritmus mohl uviznout v

lokalné optimalnim, ale globalné suboptimalnim toku.

W Véta — Ford-Fulkersonuv algoritmus

(1) Zaéni s tokem f = 0.

(2) Najdi v rezervni siti G¢ néjakou zlepsujici cestu P se zlepSenim ep > 0. Pokud Zadné neexistuje,
vrat f jako maximalni tok.

(3) Aktualizuj f podél P: hrany ve sméru cesty zvétsi o ep, hrany proti sméru (zpétné) zmensi o ep.
Vrat se k bodu 2.

W Véta — Korektnost a koneénost FF pro celoéiselné kapacity

Pro sit s celo¢iselnymi kapacitami Ford-Fulkersonuv algoritmus skon¢i v kone¢ném poctu kroki a
vrati maximalni tok. Vraceny tok je celociselny.
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,Konecnost“: kazda zlepsujici cesta zvedne w( f) aspon o 1 (rezervy jsou cela nezaporna
Cisla, takZe minimum je > 1). Velikost toku je omezena kapacitou libovolného fezu, tedy kone¢nou
hodnotou. ,Korektnost“: pokud neexistuje zlepsujici cesta, vezmeme A = {v : v Gy vede ze z do v
cesta s kladnymi rezervami} a sestrojime fez S(A,V \ A). Na hranach z Ado V \ A je f(e) = c(e)
(nasycené), na hranach zpét f(e) = 0, takze w(f) = ¢(S(A,V \ A)) — tok je roven kapacité fezu, a
podle slabsi ¢asti véty je proto maximalni (a tento fez je minimalni).

© Poznamka. Pro iraciondlni kapacity FF nemusi konvergovat (existuji ptiklady, kdy bézi do
nekonecna a tok konverguje k hodnoté mensi nez maximum). Pro racionalni kapacity konec¢nost
plyne pfenasobenim jmenovatelem na celociselny pfipad. Modernéjsi varianty FF (Edmonds-Karp,
ktera hleda nejkratsi zlepsujici cestu BES) bézi v polynomialnim ¢ase O(V E?) a funguji i pro realné
kapacity.

P Piiklad — FF na malé siti

Zadani. V siti s vrcholy z,a,b,s a hranami (z,a) : 2, (z,b) : 1, (a,b) : 1,(a,s) : 1,(b,s) : 2
(kapacity) najdéte maximalni tok.
Reseni.
(1) Start f = 0. Zlepsujici cesta z > a — s s ¢ = 1. Aktualizace: f(z,a) = 1, f(a,s) = 1, w(f) = 1.
(2) Rezervni sit: hrana (z,a) rezerva 1 vpied; (z,b) rezerva 1; (b, s) rezerva 2. ZlepSujici cesta
z > b — s s e = 1. Aktualizace: f(z,b) = 1, f(b,s) = 1, w(f) = 2.
(3) Rezervni sit: hrana (z,a) stale rezerva 1; (a,b) rezerva 1; (b,s) rezerva 1. Zlepsujici cesta
z —>a—b— sse=1. Aktualizace: f(z,a) = 2, f(a,b) = 1, f(b,s) = 2, w(f) = 3.
(4) Rezervni sit uz nema z-s cestu (hrana (z, a) nasycena, (z, b) nasycena). Maximalni tok je w(f) =
3.
Ovéfeni pies minimalni fez: rozdéleni A = {z}, B = {a,b, s} dava S(A, B) = {(z,a),(z,b)} s c(S) =
2 + 1 = 3. Hodnota toku = kapacita fezu.

8.3 Shrnuti toku

Pro aplikace (napf. Mengerova véta, parovani v bipartitnich grafech, problém maximalniho pfifazeni) si
zapamatujme tento postup: ulohu pfevedeme na hledani maximalniho toku ve vhodné zkonstruované
siti, spustime Ford—Fulkerson a celo¢iselnost vrati kombinatorické feseni (disjunktni cesty / parovani /
pfifazeni).

Shrnuti

O Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Stru¢ny vyéet klicovych definic,
vét a vzorct okruhu M4. Zkratky: n = V|, m = |E|, ¢ = po¢et komponent, §(G) = minimalni stupen.
Zakladni pojmy a rodiny grafii.
+ Graf G = (V, E); stupeni deg(v) = pocet hran incidentnich s v. Princip sudosti: ), . deg(v) = 2m
(kazda hrana pfispiva do dvou stupriit); zvlasté: pocet vrcholt lichého stupné je vzdy sudy.
« Izomorfismus G = H: bijekce ¢ : V(G) — V(H) zachovavajici hrany. Invarianty: n, m, skore
(posloupnost stupnt), pocet trojuhelniki.
« Doplnék G: stejné vrcholy, dopliikové hrany. Bipartitni graf: V. = AU B, E C A x B - obarvitelny
2 barvami < neobsahuje lichou kruZnici.
. K,: ('2’) hran, (n — 1)-regularni; Ki.n: mn hran; cesta P, délky n: n + 1 vrchold, n hran; kruznice
Cy:n 2 3.
Souvislost, vzdalenost, eulerovsky tah.
« Komponenta = maximalni souvisly podgraf; vzdalenost dist(u, v) = délka nejkratsi cesty (metrika:
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trojuhelnikova nerovnost, dist(u,v) = 0 < u =v).

« Eulerovsky graf: G (bez izolovanych vrchold) ma uzavieny eulerovsky tah < G je souvisly a
vSechny vrcholy maji sudy stupen. (Eulerovsky tah projde kazdou hranou pravé jednou; vrcholy
se opakovat smi.)

Stromy.

« Strom = souvisly acyklicky graf; list = vrchol stupné 1; les = acyklicky graf (komponenty jsou
stromy).

« 5 ekvivalentnich charakteristik stromu: (1) souvisly a acyklicky; (2) mezi kazdymi dvéma
vrcholy pravé jedna cesta; (3) souvisly, odebrani libovolné hrany porusi souvislost; (4) acyklicky,
pfidani libovolné hrany vytvoti kruZnici; (5) souvisly am =n — 1.

« Kazdy strom s n > 2 vrcholy ma alespon 2 listy. Strom na n vrcholech ma pfesné n — 1 hran; les
o n vrcholech a k komponentach méa n — k hran.

Rovinné grafy (Eulerova formule).

« Rovinny graf = existuje nakresleni v roviné bez kfiZeni. Stény = komponenty dopliku nakreslen;
vnéjsi sténa je pravé jedna (neomezena).

+ Eulerova formule: pro souvisly rovinny graf n — m + s = 2; pro ¢ komponentn —m+s =1+c.

+ Horni mez na hrany (z EF dvojim pocitanim hranic stén: 3s < 2m): m < 3n — 6 (pro n > 3);
pro graf bez trojuhelnikt (kazda sténa > 4 hrany): m < 2n — 4 (pro n > 3; aplikuje se na kazdou
komponentu s > 3 vrcholy).

« 2-souvisly rovinny vnitiné triangulovany (vniténi stény = Cs, vnéjsi = Ct): m = 3n — 3 — k, tedy
2n—-3<m<3n-6.

+ Dusledky: kazdy rovinny graf mé vrchol stupné < 5; K5 (m = 10 > 9 = 3-5—6) a K33
(m=9>8=2-6—4) nejsou rovinné. Kuratowského véta (bez dikazu): G je rovinny
neobsahuje podgraf, ktery je délenim K5 nebo K 3.

Barevnost grafil.

« Dobré obarvenic: V — [k]: ¢(u) # ¢(v) pro kazdou hranu {u, v}. Barevnost y(G) = min takové
k; klikovost w(G) = velikost nejvétsi kliky.

« x(G) > w(G) (v klice Ky nutno k barev). Nerovnost obecné ostra: Cs ma w = 2, y = 3.

e x =1 < 7adné hrany; y < 2 < bipartitni; y(C,) = 2 (sudé n), y(G,) = 3 (liché n);
)g(Kn) =n

« Ctyfbarevna véta (bez diikazu): rovinny = y(G) < 4; odhad tésny (K, rovinny). Pétibarevnost
rovinnych: snaze, pies existenci vrcholu stupné < 5 + Kempeho fetézce.

Hranova a vrcholova souvislost (Mengerova véta).

« Hranové souvislost k,(G) = min hranovy fez; vrcholova k,(G) = min vrcholovy fez (k,(K,) = n—1
konvenci). Vzdy k,(G) < k.(G) < 6(G).

+ Mengerova véta — hranova verze: pro libovolné dva rtizné vrcholy u, v: max pocet hranové
disjunktnich u-v cest = min hranovy u-v fez.

+ Mengerova véta — vrcholova verze: pro dva rizné nesousedni vrcholy u, v: max pocet vrcholove
disjunktnich u-v cest = min vrcholovy u-v fez. (Vrcholovy fez A C V \ {u, v}; vrcholové disjunktni
= bez spole¢ného vnitrniho vrcholu.)

« Princip diikazu: pfevod na toky (kazdou hranu kapacity 1; vrcholova verze: rozstépit kazdy
vnitfni vrchol x na x”, x” s hranou kapacity 1).

Orientované grafy.

« Orientovany graf: hrany jsou usporadané dvojice (u, v); vstupni/vystupni stupen. Slaba souvis-
lost: podkladovy neorientovany graf je souvisly. Silna souvislost: Yu, v existuje orientovana
cesta u — viv — u. Silné komponenty = maximalni silné souvislé podgrafy.

Toky v sitich (Ford—Fulkerson).

« Sit (G, z,s,¢): orientovany graf, zdroj z, stok s, kapacity ¢ : E — R;. Tok f: kapacitni omezeni
f(e) < c(e) a Kirchhoffav zakon Y5, f = Y. ¢ f vV kazdém v # z,s. Hodnota toku w(f) = ¢isty
odtok ze z.
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« Rez R: mnozina hran, po jejimz odebrani nevede cesta ze z do s; kapacita c(R) = Y. < c(e).

+ Hlavni véta (max-flow = min-cut): max ; w(f) = ming c(R). Existence maximalniho toku bez
dikazu.

« Ford-Fulkerson: augmentujici cesta v rezervni siti (rezerva vpted c(e) — f(e), zpétna hrana
(v,u) s kapacitou f(e)); zvysit tok o min kapacitu. Pro celoé¢iselné kapacity terminuje pseudo-
polynomialné (O(w* - m), kde w* je velikost maximalniho toku); Edmonds—Karp (BFS) dava
Oo(n -m?).

Zdroje

T. Slama: Diskrétni matematika, zapisky z pfednasky NDMI002 (pfednasejici M. Mares), MFF UK,
2019/20 (primarni zdroj vykladu zakladnich pojmt, stromt, rovinnych graft, barevnosti a
orientovanych grafi).

https://slama.dev/poznamky/diskretni-matematika/

T. Valla, J. Matousek: Kombinatorika a grafy I, skripta, MFF UK, 2008 (kap. 2 toky v sitich a
Fordtv-Fulkersontiv algoritmus, kap. 3 mira souvislosti a Mengerova véta).
https://iuuk.mff.cuni.cz/~valla/kg.html

J. Matousek, J. Nesettil: Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum; anglicky Invitation to Discrete
Mathematics, 2. vydani, Oxford University Press, 2008 (u¢ebnice k obéma pfedmétiim; stromy,
rovinné grafy, barevnost, souvislost a toky).

Videa odkazovana v textu: Reducible, Introduction to Graph Theory: A Computer Science Perspective;
Wrath of Math, What are Planar Graphs?, Vertex Colorings and the Chromatic Number of Graphs a
Intro to Menger’s Theorem; 3Blue1Brown, Euler’s Formula and Graph Duality; WilliamFiset, Max Flow
Ford Fulkerson (YouTube, odkazy u pfislusnych témat).

MFF UK: pozadavky ke statni zavéreéné zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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