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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otdzky z minulych termint SZZ (2023-2026) zatazené
do okruhu M5. U otazek s obrazkem je grafika ofiznutéd z origindlntho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselnd data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zverejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nacrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otdzce neobsahuje. Vlastni
doplnéni k oficidlnim nacrtim jsou uvedena v oddéleném bloku Doplnujici vysvétlend.

1 Pravdépodobnost

(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 4 — Pravdépodobnost)
Zadani.

1. Napiste vétu o linearité stfedni hodnoty (nedokazujte ji).

2. Ve skupiné n lidi kazdy hodi (férovou) Sestisténnou kostkou. Kazda dvojice lidi, ktefi hodili
stejné cislo, ziska jeden bod. Ozna¢me Y pocet bodu ziskanych jednou predem vybranou
dvojici. Urcete stfedni hodnotu veli¢iny Y.

3. Ozna¢me X celkovy pocet ziskanych bodu za vsechny dvojice (jeden ¢lovék muze skérovat
ve vice dvojicich). Urcete stfedni hodnotu veli¢iny X.

NAacrt reseni.
(V PDF origindlu bez ndcrtu; ndsledujici reseni doplnéno, numericky ovéreno simulaci.)

1. Linearita stredni hodnoty. Pro libovolné ndhodné veli¢iny X1, ..., X, definované na témz
pravdépodobnostnim prostoru a konstanty ai,...,a,,b € R plati

E(Zn: a; X; + b) = zn: a; E(X;) +b.
i=1 i=1

Specidlné E(X; + -+ X)) = E(X1) + -+ - + E(X,,) bez ohledu na nezdvislost jednotlivych
velicin.


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

2. Veli¢ina Y nabyva hodnot 0 nebo 1 — je to indikator jevu ,, vybrana dvojice hodila stejné
C¢islo®. Z 36 stejné pravdépodobnych usporadanych vysledkti dvou hodi kostkou méa 6 shodu
(oba 1, oba 2, ..., oba 6), tedy

PY =1)= 2 = . E(Y):l-P(Y:1)+O-P(Y:0):.

3. Oznacme pro kazdou dvojici {3,j} C {1,...,n}, i < j, indikator Y;; shody dvojice. Pak
X = Z{i,j} Y;;, soucet je pres viech (}) dvojic. Pro kaZdou dvojici stejné jako v bodé (2)
plati E(Y;;) = 1/6. Veliciny Y;; nejsou nezdvislé jako celek (po dvou sice ano, ale kdyz
Yij = Yjr = 1, je nutné i Yy, = 1), ale linearita stredni hodnoty nezévislost , nepotrebuje’.

Tedy
ny 1 n(n—1
B(X) = S B(vy) = (1) 4 |2l
— 2) 6 12
{7}
Kontrola: pro n =2 je E(X) = 1/6, coz sedi s bodem (2); pro n = 10 je E(X) =90/12 =
75.

2 Centralni limitni véta

(Redlna otdzka: léto 2025, ¢. 4 — Centralni limitni véta)
Zadani.

1. Napiste znéni Centralni limitni véty.

2. Predpoklddejme, ze program jeden vstup zpracovava nahodnou dobu se stredni hodnotou
100 ms a smérodatnou odchylkou 20 ms. Pouzijte Centralni limitni vétu pro odhad pravdé-
podobnosti, Ze zpracovani sto vstupu bude trvat vice nez 10.3 s. Napiste presnou formuli
pomoci @ a také vycislete pomoci tabulky nize.

3. Vysvétlete, jaké jsme udélali predpoklady (zélezi na tom, jaké je rozdéleni doby béhu
programu?) a jak jsou realistické.

x | -25 -20 -15 -1.0 —-05 0.0 05 10 15 20 25
®(z) | 0.01 002 007 016 031 05 069 084 093 098 0.99

NAaért reseni.

1. Znéni véty: Necht X1, Xo, ... jsou stejné rozdélené n.n.v. se sttedni hodnotou u a rozptylem
o2. Ozna¢me

(X1 4+ X,) —np

Y. —
" Vn-o

Pak
Y, L N(0,1).

Neboli, pokud F;, je distribuc¢ni funkce Y,,, tak

lim F,(z) = ®(x) pro kazdé x € R.

Rikéme, 7e posloupnost Y, konverguje k N(0,1) v distribuci.



2. Oznac¢me X; dobu béhu pro -ty vstup. To, ze X1 + - - - + Xq90 > 10.3 je ekvivalentni tomu,

ze
10.3 - 100-0.1

—— = 1.5.
v/100 - 0.02

Podle CLV je P(Yi90 < 1.5) = ®(1.5). Proto hledané pravdépodobnost je priblizné 1 —
®(1.5) =~ 1 —0.93 = 0.07, neboli zhruba 7 %.

Y100 >

3. CLV nepiedpokldda nic specidlniho o rozdéleni jednotlivych X; (pokud jsou veli¢iny stejné
rozdélené s koneénou stfedni hodnotou a rozptylem). Predpokladdame ale nezdvislost — to
miize byt problém; pokud je napriklad pocita¢ pretizen, bude na vSech vstupech pomalejsi.
Také nahrazujeme limitou hodnotu pro n = 100, to ale typicky pri aplikaci CLV neni
problém.

Doplriugici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndacrtu):

e Presnd formule. Jednotky sjednotime na sekundy: p = 0.1, ¢ = 0.02, n = 100. Pro
Sn=X1 4+ X, je

P(SIOO > 103) — P(YIOO > M

o) 1_q)(10.3—100~0.1

v/100 - 0.02
Presnéjsi hodnota ®(1.5) ~ 0.9332 dava ~ 0.067; tabulka v zadani zaokrouhluje na 0.07.

) =1- B(1.5).

e Zdlezi na rozdéleni doby behu? V limité ne: CLV plati pro libovolné rozdéleni s kone¢nou
stfedni hodnotou a nenulovym konec¢nym rozptylem, staci znat p a o. Pro konecné n = 100
ale tvar rozdéleni ovliviiuje, jak presnd aproximace je; u silné zeSikmeného rozdéleni (napft.
obcasné velmi dlouhé béhy) byva chyba v chvostu, na ktery se tu ptame, veétsi.

o Stejné rozdéleni. Kromé nezavislosti predpokladame, ze vSechny vstupy maji stejné rozdéleni
doby zpracovéani. To je rozumné, pokud vstupy nejsou systematicky rizné naroéné (napr.
ruzné velké).
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