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Zdroje 22

Uvod

Tento materil pokryva okruh M5 — Pravdépodobnost a statistika (pfedmét NMAI059 Pravdépodobnost
a statistika 1, kombinatorické zéklady z NDMI002 Diskrétni matematika). Vyklad stoji na skriptech
R. Sémala k NMAI059 (verze LS 2024/25) a dopliikové na fesenyich cvicenich K. Krale, M. Marese a R. Sémala
(NMAI059, 2021), odkud ¢erpame typové tlohy a tahakovou formu. Znaceni a hloubka odpovidaji kurzu
pro informatiky.

Véty uvadime se znénim, doplnéné intuici; kratké dikazy, které pomahaji pochopeni, jsou oznacené
jako nepovinné. Centralni limitni vétu uvadime bez dukazu (znéni a aplikace), zdkon velkych ¢isel se
znénim a kratkym odvozenim z Cebysevovy nerovnosti. Do vykladu jsou zafazeny obé fesené realné
otazky SZZ k okruhu (léto 2023: linearita stfedni hodnoty, léto 2025: centralni limitni véta); pohromadé
jsou i v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Pravdépodobnostni prostor je trojice (Q, &, P), kde Q je mnozina elementarnich jevii, & C 2%
je prostor jevii (o-algebra) a P : F — [0, 1] je pravdépodobnost. Jevy zna¢ime A, B,C € &, doplnék jevu
A° = Q\ A. Nahodné veli¢iny zna¢ime X, Y, Z (pismenem X(w), ale skoro vzdy piSeme jen X). Distribu¢ni
funkce: Fy(x) = P(X < x). Diskrétni pravdépodobnostni funkce (PMF): px (k) = P(X = k). Spojita hustota
(PDF): fx(x). Stiedni hodnota: E(X), rozptyl: var(X), smérodatna odchylka: o(X) = /var(X), kovariance:
cov(X,Y). Standardni rozdéleni: X ~ Bern(p), Bin(n, p), Geom(p), Pois(1), Exp(1), N(y, 0). Symbolem
® rozumime distribu¢ni funkci standardniho norméalniho rozdéleni N(0, 1).

@ Video: Playlist Essence of probability (neoficialni vybér videi kanalu 3Blue1Brown; série dava vizualni
intuici k pravdépodobnosti; na konkrétni dily odkazujeme u jednotlivych témat niZe).

1 Pravdépodobnostni prostor, jevy, podminéna pravdépodobnost, Bayes

Zacneme od modelu ndhodnosti — pravdépodobnostniho prostoru - a od zakladnich pravidel pro poci-
tani s P. Pak zavedeme podminénou pravdépodobnost, nezavislost a Bayesuv vzorec, ktery umi ,,obratit“
podminovani.

1.1 Pravdépodobnostni prostor

& Definice — Pravdépodobnostni prostor

Pravdépodobnostni prostor je trojice (Q, #, P), kde:
(1) Q # @ je libovolna mnozina, prvky se nazyvaji elementarni jevy (vysledky).
(2) F c 29%je prostor jevii (oc-algebra): obsahuje @ a Q, je uzavieny na doplnék a na spocetna
sjednoceni.
(3) P: F — [0,1] je pravdépodobnost: P(Q) = 1 a pro kazdou posloupnost po dvou disjunktnich
jevit Ay, Ay, ... plati P(U; 4;) = X P(4)) (spocetna aditivita).

Mnozina Q popisuje, ,,co se muze stat*: pro hod kostkou Q = {1, ..., 6}, pro hod sipkou
na ter¢ Q jednotkovy kruh v roving, pro nekoneénou posloupnost hodt minci Q = {0, 1}N. Prostor
jevi fika, ,,éemu umime piifadit pravdépodobnost“: pro koneéné nebo spocetné Q obvykle F = 29
(v8echny podmnoziny). Pro Q = R se musime omezit na borelovskou o-algebru — ne kazdé podmno-
ziné R dovedeme ptiradit délku konzistentné. Spocetna aditivita je hlavni axiom: dovoluje pocitat
s nekone¢nymi posloupnostmi jevl (napf. seéist P(X = k) pres vSechna k € IN u geometrického
rozdéleni nebo pfejit k limité v lim,._, o, Fx(x) = 1), coZ by samotna konecéna aditivita nezarucila.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLiAulSm0XXgvCGe63mrAkda9UQ9478YQv
https://www.youtube.com/playlist?list=PLiAulSm0XXgvCGe63mrAkda9UQ9478YQv

O Poznamka. Klasicky a geometricky prostor. Kdy? je |Q| < o a viechny vysledky jsou stejné
pravdépodobné (,,symetrické®), fikdme prostoru klasicky a P(A) = |A|/|Q|. Kdyz Q C R? mé koneénou
kladnou miru (délku, obsah, objem) a pravdépodobnost je imérna mife, mluvime o geometrickém
prostoru a P(A) = m(A)/m(Q).

1.2 Pravidla pro pocitani s pravdépodobnosti

Z axiomu snadno odvodime zékladni pravidla, ktera neustale pouzivame:

W Véta — Zakladni pravidla

V pravdépodobnostnim prostoru (Q, #, P) pro libovolné A, B € # plati:
1) P(®) =0a P(A) =1—P(A).
2) Monotonie: A C B = P(A) < P(B).
3) Sjednoceni dvou: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).
)

(
(
(
(4) Subaditivita (Booleova nerovnost): P(|J; 4;) < ¥; P(A).

Diikaz (nepovinny — vSe plyne z disjunktni aditivity).

(1) P(®) = 0: ze spocetné aditivity pro @ = @ U@ U ... je P(®) = Yioq P(®), coZ je koneéné jen pokud
P(@) = 0. Dale Q = A U A€ je disjunktni rozklad, takze 1 = P(Q) = P(A) + P(A°).

(2) Pro A C Brozkladame B = A U (B \ A) disjunktné, takze P(B) = P(A) + P(B\ A) > P(A).

(3) Rozkladdame AU B = (A\ B)U (AN B) U (B \ A) disjunktné; se¢tenim P(A) + P(B) pfes tentyz
rozklad dostaneme P(A U B) + P(A N B).

(4) Zdisjunktneéni: pro B; = A;\ U Aj je U; Ai = | B; a P(B) < P(A;) (monotonie); spocetnou
aditivitou pak P({J; 4;) = Y; P(B) < X; P(A)).

[

W Véta — Princip inkluze a exkluze

Pro jevy Aq,..., A, € F

P(O A,-) > ](—1)|5|+1P(ﬂ Ai).

i=1 @#SC[n ieS

Pron = 2 je to pravidlo (3) vyse. Obecny tvar pfidava + korekce na vicenasobna prekryti
- analogie inkluze-exkluze pro velikosti mnozin (viz okruh M3). Detailni rozbor v M3.

1.3 Podminéna pravdépodobnost a nezavislost

KdyZ pozorujeme néjakou informaci B (,,vim, Ze nastalo B“), ziZime prostor na B a pfeskalujeme pravdé-
podobnosti tak, aby v ném znovu daly 1.

E Definice — Podminéna pravdépodobnost

Pro jevy A,B € & s P(B) > 0 definujeme

P(ANB)

P(A|B) = =5

© Poznamka. Funkce A — P(A | B) je opét pravdépodobnost na (Q, %). Pro P(B) = 0 se
podminéni pravdépodobnost touto definici nezavadi.




Podminéni jevem B ,,z0zi“ vybérovy prostor na B (jen ¢erveny kruh). P(A | B) je podil plochy primniku
A N Bvudi plose celého B, tj. jaka ¢ast B lezi zaroven v A.

B Definice — Nezavislost jevii

Jevy A, B jsou nezavislé, pokud P(A N B) = P(A) P(B). Pro P(B) > 0 to je ekvivalentni s P(A |
B) = P(A). Kone¢na kolekce jevl Ay, ..., A, je (navzajem) nezavisla, pokud pro kazdou podmnozinu
S C [n] plati P(Nics Ai) = [Tics P(A).

Pozor: po dvojicich nezavislé + navzajem nezavislé. Klasicky protipfiklad: dva hody
férovou minci; A = ,,v prvnim hodu padl orel®, B = ,,ve druhém hodu padl orel®, C = ,padly rtzné
strany“. Kazdy z jevii ma pravdépodobnost 1/2 a kazdy prunik dvou z nich 1/4, takze po dvojicich
jsou nezavislé, ale PLAN BN C) = 0 # 1/8 = P(A)P(B)P(C).

1.4 Bayesuv vzorec a véta o uplné pravdépodobnosti
Casto chceme ,obratit* podmifiovani: zname P(piiznak | pfi¢ina) a hleddme P(pfi¢ina | ptiznak). To je
Bayes.

@ Video: 3Blue1Brown, dil Bayes theorem, the geometry of changing beliefs (geometricky pohled na
Bayese pres plochy jevii; chytre vysvétluje i lékarsky test).

W Véta — Véta o uplné pravdépodobnosti

Necht jevy B, ..., B, tvoii rozklad Q (po dvou disjunktni, | ; B; = Q, véechny s P(B;) > 0). Pak pro
libovolny jev A

P(A) =) P(A|B)P(B)).
i=1

* Véta — Bayesuv vzorec

Za stejnych pfedpokladi a pro A s P(A) > 0 plati pro kazdé j

P(A|B)P(B)  P(A|B)P(B))
YL P(A|B)P(B)  P(A)

P(B; | A) =

Citatel: ,piiznak a hypotéza B; nastaly soucasné“, P(A N B;) = P(A | B;)P(B;). Jmeno-
vatel: ,pfiznak nastal viibec”, rozloZeny ptes viechny hypotézy. Apriorni pravdépodobnost P(B;)
se ptenasobi vérohodnosti P(A | B;) a normuje P(A) -~ dostaneme aposteriorni pravdépodobnost
P(B; | A).

P Piiklad — Test nemoci

Zadani. V populaci ma nemoc prevalenci P(N) = 1%. Test ma senzitivitu P(poz | N) = 0,99 a
falesnou pozitivitu P(poz | N€) = 0,05. Jaka je pravdépodobnost, Ze pacient s pozitivnim vysledkem
opravdu nemoci trpi?


https://www.youtube.com/watch?v=HZGCoVF3YvM
https://www.youtube.com/watch?v=HZGCoVF3YvM

Reseni. Bayes:

P(poz | N)P(N) 0,99 - 0,01 ~ 10,0099 _

= = ~[0,167]
P(poz | N)P(N) + P(poz | N)P(N€) ~ 0,99 -0,01+0,05-0,99  0,0594

P(N | poz) =

Tedy jen = 16,7 % pozitivné testovanych je skute¢né nemocnych — nizka priora ,,zdédi“ vétsinu

pozitivnich vysledka z falesné pozitivity.

nemoc N

0,0099 0,0001 0,0495 0,9405

Bayestv strom pro test nemoci. Prvni drovei: priorni pravdépodobnosti P(N) = 0,01 vs. P(N¢) =
0,99. Druhé droven: podminéné P(poz | N) = 0,99, P(poz | N°) = 0,05. Hodnoty u listd jsou
soudiny podél cesty, tj. P(N N poz) = 0,0099 a P(N® N poz) = 0,0495. Se¢tenim pies ,poz* listy:
P(poz) = 0,0594. Bayes: P(N | poz) = 0,0099/0,0594 =~ 0,167.

@ Video: 3BluelBrown, dil The medical test paradox, and redesigning Bayes’ rule (pro¢ i velmi presny
test dava pri nizké prevalenci hodné falesné pozitivnich — presné efekt z prikladu vyse; zavadi i tvar Bayese
pres Sance).

2 Nahodné veliciny, stredni hodnota, rozptyl, nerovnosti

Néhodna veli¢ina je ¢iselna informace odvozena z nahodného experimentu - formalné funkce X : Q — R.
Rozdéleni n.v. popisujeme bud distribucni funkci (univerzalné), nebo pravdépodobnostni funkci (diskrétni
pfipad), nebo hustotou (spojity ptipad).

2.1 Nahodné velic¢iny a distribu¢ni funkce

& Definice — Nahodna velicina, distribuc¢ni funkce

Nahodna veli¢ina (n.v.) na prostoru (Q, #, P) je zobrazeni X : Q — R takové, ze pro kazdé x € R je
{w e Q : X(w) < x} € F. Distribucni funkce je Fxy(x) = P(X < x).

W Véta — Vlastnosti distribuéni funkce

Fx je neklesajici, zprava spojita, lim,_, o, Fx(x) = 0, lim,_, ;o Fx(x) = 1. Navic Pa < X < b) =
Fx(b) — Fx(a) proa < b.

B Definice — Diskrétni a spojita n.v.

N.v. X je diskrétni, pokud nabyva nejvyse spocetné mnoha hodnot x;, x5, ... N.v. X je spojita, pokud

D , , s x . g ;
existuje nezaporna hustota fx takova, ze Fx(x) = [”_ fx(t)dt pro vSechna x. Pravdépodobnostni
funkce diskrétni n.v. je px(k) = P(X = k).



https://www.youtube.com/watch?v=lG4VkPoG3ko
https://www.youtube.com/watch?v=lG4VkPoG3ko
https://www.youtube.com/watch?v=lG4VkPoG3ko

@ Video: 3BluelBrown, dil Why “probability of 0” does not mean “impossible” (pro¢ u spojité veliciny
P(X = x) = 0 a presto ma hustota smysl).

Fx je univerzalni popis — funguje stejné pro diskrétni i spojity ptipad. Pro diskrétni je
Fx schodovita: skoky v bodech x; o vysku px(x). Pro spojity je Fx hladka a Fx(x) = fx(x) skoro
vSude. Hustota neni pravdépodobnost: fx(x) mize byt > 1; pravdépodobnost je az f: fx(x)dx =
P(a< X <b).

PMF Bin(10, 0,4)
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Diskrétni rozdéleni Bin(10, 0,4). Vlevo: PMF py (k) = (1:)0,4’“ 0,6'°7, vrchol u k = 4 = np (hodnota
=~ 0,251). Vpravo: CDF je schodovita; v kazdém celoé¢iselném bodé skok o vysku py(k), mezi nimi
konstantni. Fx(10) = 1.

Hustota N(0,1) CDF N(0,1)
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Standardni normalni rozdéleni N(0, 1). Vlevo: hustota ¢(x) = \/%76”‘2/ %, modfe vybarvena oblast [—1,1]
ma miru &(1) —®(—1) = 0,683 (pravidlo 10). Vpravo: CDF @ je hladka S-ktivka, ®(0) = 1/2 (¢arkované).

2.2 Stfedni hodnota a jeji vlastnosti

& Definice — Stiredni hodnota

Pro diskrétni n.v. X s hodnotami {x;} definujeme E(X) = ) ; x; px(x;), existuje-li suma absolutné.
Pro spojitou n.v. s hustotou fx E(X) = ffooo x fx(x) dx, existuje-li integral absolutné. Obecné pro

g: R—RE@EX)) = Y, g(x)px(x) resp. [, g(x) f(x) dx.

W Véta — Linearita stiedni hodnoty

Pro libovolné n.v. X,Y (na témzZe prostoru), které maji stfedni hodnotu, a konstanty a,b € R plati

E(aX +bY) = a E(X) + bE(Y).

Specidlné E(X +Y) = E(X) + E(Y) bez ohledu na nezavislost a E(c) = ¢ pro konstantni n.v.



https://www.youtube.com/watch?v=ZA4JkHKZM50
https://www.youtube.com/watch?v=ZA4JkHKZM50

Linearita je jeden z nejsilnéjsich nastrojii kombinatorické pravdépodobnosti: chceme-
li E(X) pro slozitou veli¢inu, rozlozime ji na souéet jednoduchych (¢asto indikatori jeva, I4) a
seteme stfedni hodnoty. Indikator ma E(I4) = P(A), takze ,pocet Gspéchii = soucet indikatort
a E(pocet Gspécht) = )’ P(uspéch;).

B Definice — Nezavislost nahodnych veli¢in

N.v. X,Y jsou nezavislé, pokud jsou jevy {X < x} a{Y < y} nezavislé pro vSechna x,y € R, tj.
P(X < x,Y <y)=PX < x)P(Y < y). Pro diskrétni n.v. je to ekvivalentni s P(X = x,Y =
y) = P(X = x) P(Y = y) pro vSechna x, y. Veli¢iny X, ..., X, jsou nezavislé, pokud analogicky
P(X; < x1,..., X, < x,) = [[; P(X; < x) pro v8echna xy, ..., x;,.

W Véta — Stiedni hodnota souéinu nezavislych n.v.

Pro nezavislé n.v. X,Y s kone¢nou stfedni hodnotou plati

E(XY) = E(X) E(Y).

Obecné pro nezavislé Xi, ..., X, je E(I[; X;) = [ [; E(X)).

©® Poznamka. Bez predpokladu nezavislosti tvrzeni obecné neplati. Priklad: X € {—1,+1} stejné
pravdépodobné, Y = X. Pak E(X) = E(Y) = 0, ale E(XY) = E(X?) =1 # 0.

* Véta — Markovova nerovnost

Pro nezapornoun.v. X >0aa >0
E(X
P(X >a) < Q
a

L

Ditkaz (nepovinny - jeden fadek). Z X > a - Lix>4 (na jevu {X > a} je X > g, jinde X > 0) plyne
E(X) > aP(X > a). O

Markov dava velmi hruby chvostovy odhad pomoci jediného ¢isla E(X) — bez znalosti

rozptylu. Casto nestaéi (napt. pro a = 2E(X) dostaneme jen ,nejvyse polovina®, coz je malo), ale je
univerzalni. KdyZz znadme rozptyl, dostaneme silnéjsi Cebysevovu nerovnost niZe.

Markovova nerovnost: P(X > a) < E(X)/a pro X ~ Exp(1),a = 2

1 T

X

Markovova nerovnost pro X ~ Exp(1), E(X) = 1, a = 2. Markovav odhad: P(X > 2) < 1/2 = 0,5.
Skute¢na hodnota: P(X > 2) = fzw e dx = e7% = 0,135 (vybarvena plocha). Markov tedy nadhodnocuje
témér 4x — ukazuje, Ze je velmi hruby.



2.3 Rozptyl a kovariance

E Definice — Rozptyl, smérodatna odchylka, kovariance

Pro n.v. X s kone¢nou E(X) = u definujeme
var(X) = E((X — p)?) = E(X?) — 12, o(X) = Jvar(X).
Pro dvojici n.v. X,Y

cov(X,Y) = E((X — EQX))(Y — E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y).

W Véta — Vlastnosti rozptylu

(1
(2
(
(

var(aX + b) = a® var(X) pro a,b € R (posunuti neovlivni rozptyl, skdlovani étvercové).
var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2 cov(X,Y).

Obecné pro X, ..., X, var(},; X;) = X; var(X;) + 2 Yicj cov(X;, X;).

Pro nezavislé n.v. je cov(X;, X;) = 0, takze var(},; X;) = ¥, var(X)).

3
4

~— ~— ~— ~—

Bod (4) je nejéastéji pouzivany: pro pramér X, = % >.; X; nezavislych veli¢in se stejnym
rozptylem o2 mame var(X,) = 0 /n. Rozptyl priméru tedy klesa jako 1/n a smérodatna odchylka
jako 1/4/n. To je divod, pro¢ ,,vic méfeni = lepsi odhad* — pfesnost (smérodatna odchylka) se ale
zlepSuje jen jako 1/4/n, ne jako 1/n.

© Poznamka. cov(X,Y) = 0 neimplikuje nezavislost. Priklad: X ~ N(0,1),Y = X2, Pak
cov(X,Y) = E(X®) — E(X)E(X?) = 0—0 = 0, ale X a Y jsou deterministicky zavislé (Y je funkci X).

Z Markovovy nerovnosti aplikované na (X — y1)? vyplyne ptimo siln&jsi chvostovy odhad pomoci rozptylu.
Cebysevovu nerovnost v pozadavcich explicitné nenajdeme, ale tvoti jediny krok v diikazu zdkona velkych
Cisel (sekce 4), proto ji zavadime.

w Véta— Cebyéevova nerovnost

Pro n.v. X s koneé¢nou stiedni hodnotou y a rozptylem o2 a pro k > 0

2
o
P(X —pl > k) < 7

Ditkaz (nepovinny - aplikace Markovovy). P(IX — p| > k) = P((X — p)? > k?) < E(X — p)*)/k* =
o2 /K% O

Linearitu stfedni hodnoty a praci s indikatory procvicuje nasledujici realné otazka SZZ.

P Piiklad — SZZ léto 2023 &. 4: Linearita stiedni hodnoty (hod kostkou ve skupiné)

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 4 — Linearita stredni hodnoty)
Zadani.
(1) Uvedte vétu o linearité stfedni hodnoty (nedokazujte).
(2) Ve skupiné n lidi kazdy hodi férovou kostkou. Kazda dvojice, ktera hodila stejné ¢islo, ziska
bod. Y = bod jedné pfedem vybrané dvojice. Uréete E(Y).
(3) X = celkovy pocet bodt pies viechny dvojice. Urcete E(X).
Reseni.
(1) Prolibovolné n.v. Xj, ..., X,, na témZe prostoru a konstanty ay, ..., a,, b € Rplati E (Zz @G X; +b) =




2 GE(X;) +b.

(2) Y €10, 1} je indikator jevu ,vybrana dvojice hodila stejné ¢islo“. Tento jev nastava s pravdé-
podobnosti P(Y = 1) = 6/36 = 1/6 (z 36 stejné pravdépodobnych vysledkt dvou hodi méa 6
shodu). Tedy E(Y) =P(Y = 1) = .

(3) X = X Yij, kde soucet je pres vSech () dvojic a Y;; je indikator shody dvojice {i, j}. Z bodu (2)
méme E(Y;;) = 1/6 pro kazdou dvojici (velic¢iny Y;; jsou sice po dvou nezavislé, ale jako celek
ne: ;5 = Ya3 = 1 vynuti Y13 = 1; linearita nezavislost nevyzaduje). Tedy

EX) = Y B(Yy) = (Z> 2s n(n1; D|
i

3 Konkrétni rozdéleni

V tomto bloku zopakujeme Sest standardnich rozdéleni: ¢tyfi diskrétni (Bernoulliho, binomické, geomet-
rické, Poissonovo) a dvé spojita (exponencialni, normalni). U kazdého uvedeme kdy ho pouzit, PMF/hustotu,
stfedni hodnotu a rozptyl a klicové vztahy.

3.1 Bernoulliho a binomické
& Definice — Bern(p), Bin(n, p)

X ~ Bern(p) pro p € [0, 1] je indikator Gspéchus P(X = 1) = p, P(X = 0) = 1—p. X ~ Bin(n, p) pro
n € N je pocet ispéchit v n nezavislych Bernoulliho pokusech, tedy X = Y-, X;, kde X; iid Bern(p).
PMF:

n

P(X:k):(k

)p"(l -pyr* k=01,..,n

W Véta — Stiedni hodnota a rozptyl

EBern(p)) = p,  var(Bern(p)) = p(1 - p),
E(Bin(n, p)) = np, var(Bin(n, p)) = np(1 — p).

Vzorce staci odvodit pro Bernoulli a sé¢itat: E(X;) = p (linearita), var(X;) = E(Xiz) —p?=
p— p? = p(1— p). Pro Bin(n, p) pak E = n - p (linearita) a var = n- p(1 — p) (nezavislost).

@ Video: 3BluelBrown, dil Binomial distributions (vizualizace (Z) pk(l - p)”_k a tvaru rozdéleni).

3.2 Geometrické

& Definice — Geom(p)

X ~ Geom(p) pro p € (0, 1] je pocet nezavislych pokusii pottebnych k prvnimu uspéchu (pocitame i
ten Gspésny). PMF:
PX=k)=(1-p)lp, k=1,23,..

W Véta — Stiedni hodnota a rozptyl geometrického

L-p

E(Geom(p)) = l var(Geom(p)) = —;
P p



https://www.youtube.com/watch?v=8idr1WZ1A7Q

Pfi pravdépodobnosti ispéchu p se na prvni uspéch pramérné ¢eka 1/ p pokusu. Pro
p = 1/6 (hod Sestky) pramér 6. Geometrické ma pamétovou viastnost (memoryless): P(X > m +k |
X >m) = P(X > k) - dosavadni nedspésné pokusy ,nezvysuji $anci Gspéchu pristé«.

© Poznamka. Pozor na konvenci: néktefi autofi definuji Geom(p) jako pocet netispéchii pred
prvnim uspéchem (hodnoty 0,1,2,...), coZ posune E o 1 dol.. Sdmalova skripta i my pouZzivime
»pocet pokust véetné tispésného“, tj. E = 1/p.

3.3 Poissonovo

& Definice — Pois(1)

X ~ Pois(1) pro A > 0 je pocet vyskytt udalosti v daném intervalu, kde parametr A je pramérny
(o¢ekavany) pocet vyskytu za tento interval. PMF

udava pravdépodobnost prave k vyskyti; k je tedy nezaporné celé ¢islo, na jehoZz pravdépodobnost se
ptame. Faktor e je normalizaéni konstanta zajistujici Yo P(X =k) = 1(plynez Y5, 2K /Kt = ehy.

| r

W Véta — Stiedni hodnota a rozptyl Poissonova

E(Pois(1)) = A, var(Pois(1)) = A.

Poisson modeluje ,pocet vzacnych nezavislych udalosti v daném intervalu“: pocet
zékazniki za hodinu, pocet preklept na strance, pocet emaill za den. Vznika jako limita Bin(n, A/n)
pro n — oo — proto pro ,n velké, p malé, np rozumné“ aproximujeme Bin(n, p) Poissonem se A = np.

3.4 Exponencialni

& Definice — Exp(})
X ~ Exp(4) pro A > 0 ma hustotu

le™ x>0

fx(x) = g B

0 x<0

aCDF Fy(x)=1-— e pro x > 0.

W Véta — Stiedni hodnota a rozptyl exponencialniho

E(Exp(A)) = % var(Exp(A)) = %

-

Exponencialni je spojity protéjSek geometrického: doba ¢ekani na prvni udalost v Poisso-
nové procesu s intenzitou A. Také ma pamétovou vlastnost: P(X > s+t | X >s) = P(X > t) - mezi
vSemi spojitymi rozdélenimi je tim charakterizovano.
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3.5 Normalni (Gaussovo)

& Definice — N(y,0?)

X ~ N(p,02) pro i € R, 62 > 0 ma hustotu

1 (x — p)?
@) = e ). xeR

Standardni normalni je N(0, 1) s hustotou ¢(x) = \/%e_xz/ 2 a CDF ®(x) = ffoo o(t) dt.

W Véta — Stiedni hodnota, rozptyl a linearni transformace normalniho

ENGo®) =g, var(N(s0%) = o2,
Pokud X ~ N(y,0?), pak proa,b €R,a # 0

aX +b~ N(ay +b, a*c?).

Specialné Z = (X — p)/o ~ N(0, 1) - standardizace.

Normalni rozdéleni je vsudyptitomné kvuli centralni limitni vété (nize) — soucty mnoha
nezavislych veli¢in se mu blizi. Pravidla 10 /20 /30: P(|X — p| < o) = 0,683, P(|X — p| < 20) = 0,954,
P(|X — u| < 30) = 0,997. Hodnoty @ se nevyjadiuji v uzaviené formé a pouziva se tabulka nebo
numericky vypocet.

@ Video: 3BluelBrown, dil Why 7 is in the normal distribution (odkud se v hustoté bere \/21r a pro¢ je tvar
pravé e_xz/z).

® Poznamka. Souhrnna tabulka.
Rozdéleni nosié PMF / hustota E(X) var(X)
Bern(p) {01} pPra-pt* P p(1=p)
Bin(n, p) {0,....n} (DpFa - pr* np np(1 - p)
Geom(p) UL By e § (a-pf'p 1/p (1-p)/p?
Pois(A) {0,1,2,..} e *Ak/k! A A
Exp(1) [0, 00) e 1/1 1/22
1 1/ x—p\2
N(y,o? R exp(—L(X=H 2
(15" L e-1) :
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https://www.youtube.com/watch?v=cy8r7WSuT1I
https://www.youtube.com/watch?v=cy8r7WSuT1I

Geom(0,3) (PMF) Pois(3) (PMF)

04 *
R 03l | R 0.2 s
e e
T 02| N 1 = o1| 1
0.1} H : H
0— H \H [0aa T T 0 \H 1 HD = T T
0 5 10 15 0 5 10 15
k k
Exp(1) (hustota) N(0,1) vs. N(0,4) (hustota)
T
1 i — N(0,1) ||
~ - ,4
o N(0,4)
g.\ 05 [ . Q . -
0 ! ! \ ! -~
0 1 2 3 4 5 2 4

Katalog standardnich rozdéleni. Vlevo nahofe: Geom(0,3) — exponencialné klesajici PMF, E = 1/0,3 =
3,33. Vpravo nahofte: Pois(3) — vrchol u k = 2,3 (oba s p = 0,224), E = var = 3. Vlevo dole: Exp(1)
— spojité klesani, E = 1. Vpravo dole: N(0, 1) vs. N(0,4) — $irsi rozdéleni ma vétsi rozptyl (6% = 4 vs.
o? = 1); maximalni vyska 1/v270?.

4 Limitni véty: zakon velkych c¢isel a centralni limitni véta
Dveé klicové véty, které popisuji chovani prameéru ,,velkého poctu nezavislych veli¢in. Zakon velkych

¢isel (ZVC) tika kam pramér konverguje (k p), centralni limitni véta (CLV) tiké jak rychle (po normalizaci
k N(0,1)).

4.1 Zakon velkych cisel

W Véta — Slaby zakon velkych ¢isel

Necht X, X;, ... jsou nezavislé stejné rozdélené n.v. (i.i.d.) s koneénou stfedni hodnotou y a rozptylem
02, Oznatme X, = % YL, X;. Pak pro kazdé € > 0

lim P(|X, —ul >¢) = 0.

n—oo

Ditkaz (nepovinny - aplikace Cebysevovy). E(X,) = u (linearita), var(X,) = 02 /n (nezavislost). Cebysev:
P(IX, — p| > &) < var(X,)/e? = 0% /(ne?) — 0. O

O Poznamka. Konvergence v pravdépodobnosti. Posloupnost n.v. Y, konverguje v pravdépo-
P o
dobnosti k Y (piseme Y, — Y), pokud pro kazdé ¢ > 0 plati P(|Y,, — Y| > ¢) — 0. Slaby ZVC tedy

_ P .
tika pravé X, — p. Tento rezim konvergence (slabsi neZ po hodnotach) pouzivame dale v definici
konzistence odhadu.

ZVC formalizuje ,,empiricky pramér se ustali na sttedni hodnoté*“. Pokud hazime férovou

minci, podil orlt (=empiricky pramér indikatori) se blizi k 1/2. Pozor: nerikd, ze pocet orli minus
n/2 se zmensuje; ten naopak (typicky) roste jako /n.
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Zakon velkych éisel: tfi trajektorie X, pro fair mince

1 T T T T T T T T 7

. béh 1
= B béh2 | |
5 0.75 beh 3
=) =0
B 05 p---yl-- M) Tt ——=
&
nF 0.25 | 1
0 | [ | [ |
10° 10! 102 103

n (pocet hodu, log osa)

ZVC ilustra¢né. T¥i nezavislé simulace hazeni férovou minci (béh 1, béh 2, béh 3). Pro malé n silné
kolisaji (napt. pfi n = 10 podil orlti snadno 0,2 nebo 0,8), s rostoucim n se vSechny tfi blizi k p = 0,5
(¢arkovana ¢ara). Pii n = 2000: X = 0,484, 0,509, 0,515.

4.2 Centralni limitni véta

W Véta — Centralni limitni véta, CLV

2

Necht X, X,,... jsou ii.d. n.v. s konecnou stfedni hodnotou p a rozptylem o“ > 0. Ozna¢me

standardizovany prumér i
_ XA A X)) g Xy —p

Jno a/\n-

d
Pak Y, konverguje v distribuci k N(0, 1), znaceno Y,, — N(0, 1): pro kazdé x € R

Y

lim P(Y, < x) = ®(x).
n—>oo

@ Video: 3Blue1Brown, dil But what is the Central Limit Theorem? (vizualné pro¢ se standardizované
soucty i.i.d. veli¢in blizi N(0, 1); Galtonova deska, role ji a o).

@ Video: 3Blue1Brown, dil Convolutions — why X + Y in probability is a beautiful mess (rozdéleni souctu
nezavislych velicin je konvoluce jejich rozdéleni; opakovana konvoluce hladi libovolné rozdéleni do zvonu —
mechanismus za CLV, viz panel n = 2 niZe).

© Poznamka. Konvergence v distribuci Y, i Y znamena, Ze distribu¢ni funkce Fy bodové
konverguje k Fy v kazdém bodé, kde je Fy spojita. Pro Y ~ N(0,1) je Fy = ® spojita vSude, takze
dostavame bodovou konvergenci lim,, Fy (x) = ®(x) ve vSech x € R. Neni to konvergence ndhodnych
veli¢in po hodnotach - konverguji jen jejich rozdéleni.

Klicova vlastnost: rozdéleni pivodnich X; je libovolné (jen s koneénym rozptylem). Po
selteni a standardizaci dostaneme univerzalné N(0, 1). To je dvod, pro¢ je normalni rozdéleni tak
casté: cokoliv vznika souctem mnoha drobnych nezavislych pfispévka (méfici chyby, doba béhu,
vyska populace) ma rozdéleni blizké normalnimu. Rychlost konvergence zavisi na ptivodnim rozdéleni
- pro symetricka a hladka staci n = 20—30, pro silné vychylena (napf. exponencialni) typicky n = 100.

© Poznamka. Aplikaéni forma. Pokud s¢itame S, = X; + - + X,, pak S, = N(npy, no?) pro
velka n, neboli P(S, < s) = ®((s — nu)/(Jno)). Tohle je tvar, ktery pouzivame pii vypoétech.
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https://www.youtube.com/watch?v=zeJD6dqJ5lo
https://www.youtube.com/watch?v=zeJD6dqJ5lo
https://www.youtube.com/watch?v=IaSGqQa5O-M
https://www.youtube.com/watch?v=IaSGqQa5O-M
https://www.youtube.com/watch?v=IaSGqQa5O-M

T T
04 b N 0.4 B
0.2 * 0.2 *
0 : 0 :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
z z
n=10 n =100
I I I I I I
04 * 04 *
0.2 = 0.2 =
0 0—
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
z z

CLV ilustra¢né. Histogramy standardizovaného priméru Y, = Jn(X, — 1) pro X; ~ Exp(1) (1 = o = 1);
5-10* simulaci pro kazdé n. n = 1: silné vychylené (Exp). n = 2: stale zesikmené. n = 10: téméf symetrické,
ale vrchol posunut. n = 100: prakticky neodliSitelné od N(0, 1) (Cervena kiivka = teoreticka hustota ¢).

Znéni CLV a jeji aplikaci procvicuje nasledujici realna otazka SZZ.

B Piiklad — SZZ léto 2025 ¢. 4: Centralni limitni véta (doba béhu programuy)

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 4 — Centralni limitni véta)
Zadani.
(1) Uvedte znéni Centralni limitni véty.
(2) Program zpracovava jeden vstup ndhodnou dobou se stfedni hodnotou 100 ms a smérodatnou
odchylkou 20 ms. Odhadnéte pomoci CLV pravdépodobnost, Ze 100 vstupt zabere vice neZ
10,3 s. Pouzijte tabulku ®: ®(1,5) = 0,93.
(3) Jaké predpoklady jsme udélali a jak jsou realistické?
Reseni.
(1) (Viz znéni vyse) Xi, Xy, ... iid. s E(X;) = pavar(X;) = o?; pak ¥, = (G + -+ X)) -
nu)/(Jno) i N(0, 1), tedy lim,,_, o, Fy (x) = ®(x) pro kazdé x.
(2) Oznacme X; dobu zpracovani i-tého vstupu (v sekundach). y = 0,1, o = 0,02, n = 100. Hledame

10,3 — 100 - 0,1) _ P(YIOO S %) = P(Yy0 > 1.5).

1100 - 0,02 0,2

Podle CLV P(Y;p9 < 1,5) = ®(1,5) = 0,93, takze

P(S190 > 10,3) = 1 —®(1,5) = 1 — 0,93 = (= 7%).

P(SIOO > 10,3) = P(YIOO >

(3) Piedpoklady CLV: (a) doby jsou nezavislé; (b) jsou stejné rozdélené s koneénou y a o2. Konkrétni
tvar rozdéleni nas nezajima - to je sila CLV. Realistické? Nezavislost je ¢asto porusena: pokud
je pocitac pretizen, vSechny vstupy se zpomali spolec¢né. Stejné rozdéleni je rozumné, pokud
vstupy nemaji systematicky riiznou naro¢nost. Nahrada limity koneénym n = 100 je u CLV
obvykle bezpe¢na, pokud ptivodni rozdéleni neni extrémné zeSikmené.

5 Bodové odhady

Piedpokladame model: pozorovani Xj, ..., X, jsou ii.d. z rozdéleni Fy, kde 0 je neznamy parametr (napi.
stfedni hodnota, rozptyl, parametr Bernoulliho). Z dat chceme zrekonstruovat hodnotu 6, kterou ,nevi-

14



dime* pfimo, jen skrze ndhodna pozorovani.

B Definice — Nahodny vybér, statistika, bodovy odhad

Nahodny vybér rozsahu n je n-tice i.i.d. veli¢in X, ..., X, se spoleénym rozdélenim Fy. Statistika
je libovolna (méfitelna) funkce vybéru T = T(Xj, ..., X,,); jako funkce ndhodnych veli¢in je sama
néhodnou veli¢inou. Bodovy odhad parametru 6 je statistika én = én(Xl, ...» Xy), jejiz hodnotu
pouzivame jako odhad neznamého 0.

Statistika smi zaviset jen na datech, ne na neznamém 6 - jinak by ji neslo z pozorovani
spocitat. Dobry bodovy odhad je takovy, ktery je ,,co nejbliz“ skute¢né 6; co presné ,,blizko* znamena,
upresiuji vlastnosti nize (nestrannost, konzistence, MSE).

5.1 Vlastnosti odhadu

& Definice — Nestrannost, konzistence, MSE

Necht én je odhad parametru 6. ) )
(1) 6, je nestranny (unbiased), pokud Eg(6,) = 0 pro kazdé 8. Vychyleni (bias) je Ey(6,) — 6.
. . P .
(2) 0, je (slabé) konzistentni, pokud 6, — 0 pro n — oo, tj. P(|6, — 0| > ) — 0 pro kazdé ¢ > 0.
(3) Stredni kvadraticka chyba (MSE): MSE(én) = Eg((én - 0)2) = Varg(én) + (bias(én))Z.

Nestrannost fika ,,v priméru pies opakované experimenty trefime spravné“. Konzistence:
,,$ rostoucim poctem dat se k 6 blizime*. MSE: kompromis mezi vychylenim a rozptylem; nékdy se
vyplati mit trochu vychyleny odhad, pokud ma vyrazné mensi rozptyl (typicky pfiklad: regularizace
v ML).

W Véta — Vybérovy pramér a vybérovy rozptyl

Pro i.i.d. vzorek Xi, ..., X, z rozdéleni s u = E(X;) a 0® = var(X)):
(1) Vybérovy primeér X, = % Y'; X; je nestranny odhad p: E(X,,) = p. Je i konzistentni (ZVC).
(2) var(X,) = o?/n.
(3) Vybérovy rozptyl S? = n%l Y.(X; — X,,)? je nestranny odhad o2 (jmenovatel n — 1, ne n!).

© Poznamka. Jmenovatel n— 1 ve vybérovém rozptylu se nazyvéa Besselova korekce. ,Naivni“ verze
s jmenovatelem n podhodnocuje o2, protoze ve vypoétu nahrazujeme neznamé y odhadem X,,, coz
,ubere stupeni volnosti®. E(% (X - Xn)z) = "7_10'2, kdezto E(S?) = o2.

5.2 Metoda maximalni vérohodnosti (MLE)

PoZadavky jmenuji ,alespon jednu metodu pro tvorbu bodovych odhadia“. Volime metodu maximalni
vérohodnosti (MLE), vedle metody momentt jednu ze dvou metod ve Samalovych skriptech a v praxi nej-
pouzivanéjsi. Princip: zvolime 0 tak, aby maximalizovala pravdépodobnost (resp. hustotu) pozorovanych
dat pfi tomto 6.

& Definice — Vérohodnostni funkce, MLE

Pro i.i.d. vzorek xq, ..., x;, a parametrickou rodinu { fyp} (PMF nebo hustota) definujeme vérohodnostni

funkci
LG5 %1, -, %) = [ ] o).
i=1
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Odhad metodou maximalni vérohodnosti (MLE) je

éMLE = arg meax L(O; xy, ..., x,) = arg méax 0(0; x1, ..., %),

kde ¢ =logL = Y ;log fy(x;) je log-vérohodnost.

Logaritmovani méni sou¢in na soucet — snazsi derivovani. Maximalizujeme € obvykle
ptes 9€/360 = 0 a kontrolou znaménka druhé derivace. MLE méa fadu hezkych teoretickych vlastnosti:
za rozumnych podminek je konzistentni, asymptoticky nestranny a asymptoticky normalni (s rozptylem
danym ,Fisherovou informaci“).

B Piiklad — MLE pro Bernoulliho parametr

Zadani. Provedeme n nezavislych Bernoulliho pokusii s nezndmou pravdépodobnosti tspéchu p a
pozorujeme k uspécht. Najdéte MLE pro p.
Reseni. Pozorovani xi, ..., x, € {0, 1}, k = ), x;. Vérohodnost L(p) = pk(l —p)"_k. Log-vérohodnost
t(p) = klog p + (n — k)log(1 — p). Derivace:

&t _k_n-k
dp p 1-p

R k
=0 = k(1-p)=n-kp = PMLE =

Pro 0 < k < n je druha derivace —k/p? — (n — k)/(1 — p)* < 0, takZe jde o maximum. (Pro k = 0
je L(p) = (1 — p)"* klesajici a maximum je v p = 0, pro k = n je L(p) = p" rostouci a maximum je
v p = 1; vzorec k/n tedy plati i tehdy.) MLE je vybérovy priamér indikatori, coz je intuitivni: nejlepsi
odhad pravdépodobnosti ispéchu je relativni ¢etnost tispéchi.

B Piiklad — MLE pro Poissonovo A

Zadani. Pozorujeme xy, ..., x, € IN; z Pois(1). Najdéte MLE.

Reseni. L(1) = [, e /x), 8(A) = —nd + (Xi%)log A — X log(x!). Derivace 9t/dA = —n +
(Xix)/A = 0, takze AMLE = %, (druhé derivace — ¥ x/A? < 0, pokud ¥, x; > 0). Opét vybérovy
prumér, protoze E;(X) = A. Obecné ale MLE primérem byt nemusi: napf. pro rovnomérné rozdéleni
na [0, 6] je éMLE = max; x;.

6 Intervalové odhady

Bodovy odhad da jedno ¢islo a nefika, jak je spolehlivy. Intervalovy odhad misto jednoho ¢isla da ndhodny
interval [0}, 6], ktery neznamé 6 pokryje s pravdépodobnosti (alespori) 1 — a. Pozadavky chtéji metodu
zaloZzenou na aproximaci normalnim rozdélenim (pomoci CLV).

E Definice — Konfidenéni interval

Konfidencni interval (CI) pro parametr 6 s hladinou spolehlivosti 1 — a € (0, 1) je dvojice statistik
0;, < 0y (zavisi na X, ..., X,,) takova, zZe pro kazdé 0

R0 <0<fy)>1-a.

6.1 CI pro stiedni hodnotu pfi znamém o

Pro i.i.d. vzorek z rozdéleni s rozptylem o2 mame z CLV X, = N(y, 02 /n). Standardizaci Z, = (X, —
\n/o = N(0,1). Hleddme symetricky interval kolem y s pokrytim 1 — a. Protoze N(0, 1) je symetrické
kolem nuly, rozdélime ,,nepokrytou* pravdépodobnost & rovnomérné do obou ocast po /2. Ozna¢me
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2y /2 kvantil N(0, 1) drovné 1 — a/2 (§j. ®(z,/5) = 1 — a/2); pak P(|Z| < z,/5) =1 —a pro Z ~ N(0,1).
Aplikovano na nas Z,:

Sﬂé)_(n+za/zi)z1—a.

Jn

> o
P(|Zn| < Za/z) =l-a <= P(Xn _Za/Zﬁ

W Véta— CI pro stiedni hodnotu, 0 znamé

Pii i.i.d. vzorku s kone¢nym rozptylem o? je

pfiblizny (1 — ar)-konfiden¢ni interval pro p. Pro a = 0,05 je zj 925 = 1,96.

Sitka CI = 2z, /50 //n. Klesa jako 1//n, tedy abychom zuzili interval 10x, potfebujeme
100x vic dat. Zavisi na spolehlivosti 1 — a (vyssi spolehlivost — §irsi interval) a na o (vyssi Sum —
§irsi interval).

© Poznamka. Interpretace 95 % CIL Nihodny je interval (jeho meze zavisi na vzorku), pevné je
neznamé p. Vyznam ,,95 %“: kdybychom experiment opakovali mnohokrat, = 95 % takto vypoctenych
intervalll by obsahovalo skute¢né p. Nelze fict ,,s pravdépodobnosti 95 % lezi p v tomto konkrétnim
intervalu“ — po vypoctu uZ neni nic ndhodné.

Konfidenéni intervaly: 20 simulaci z N(10, 4), n = 25, 95 % CI

20 T } T T T T ‘I T T T T I} T T ‘F
E } I H\ : } }I |
8 157 } } I : l } } |
g, | = e —
& | ‘ | P : | | |
g ‘ | }:I | I ‘ |
ICEEEAR L } T : I — } N
O i ‘ {1 - | ‘ 1

17 | }: | | | I | | | |

| | | | | |
86 88 9 92 94 96 98 10 10.2 104 10.6 10.8 11 11.2 114
hodnota

20 nezavislych 95 % konfidenénich intervalt X, + 1,96 - 2/+/25 = X, + 0,784 ze vzorkii o velikosti n = 25
z N(u = 10,0% = 4). Zelené intervaly obsahuji u = 10, ¢erveny (. 2) ho mine. Pokryti 19/20 = 95 % tu
nahodou piesné odpovida teoretické hladiné (v jiném béhu simulace by mohlo vyjit napt. 18/20 nebo
20/20). Sika v3ech intervalil je stejna (o0 znamé), lisi se jen poloha stfedu X,,.

6.2 CI pro Bernoulliho parametr

V praxi ¢asto chceme CI pro podil p (preferenéni volby, podil chybnych vyrobka). Pro X; ~ Bern(p) je
X, = k/n bodovy odhad a var(X;) = p(1 — p). Z CLV:

k/n—p

V(= p)/n

Po nahrazeni neznamého p(1 — p) odhadem p(1 — p) (Slutského véta) mame ptiblizny CI

~ N(0,1).
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© Poznamka. Tato aproximace funguje dobte, pokud np > 5an(1 — p) > 5 (cca ,aspon 5 ispéchit
a 5 nedspéchi”). Pro malé vzorky existuji pfesnéjsi metody (Wilson, Clopper-Pearson), které nejsou
v rozsahu okruhu.

7 Testovani hypotéz

Misto odhadu konkrétni hodnoty zde rozhodujeme ano/ne otazku: data podporuji, nebo zamitaji, néjakou
hypotézu? Klasicky priklad: ,je tato mince férova?“, ,je novy lék G¢innéjsi nez placebo?“

7.1 Zakladni ramec

E Definice — Nulova a alternativni hypotéza, testova statistika

« Nulova hypotéza Hy: ,,defaultni, konzervativni“ tvrzeni o parametru (,,nic nového se nedéje®).
Napi. Hy : p = 1/2 pro férovou minci.

Alternativni hypotéza H;: tvrzeni, které plati, pokud zamitneme Hj,.

Testova statistika T = T(Xj, ..., X;,): funkce dat, jejiz rozdéleni za platnosti Hy zname.

« Kriticky obor W: mnozina hodnot T, pro které Hy zamitame.

& Definice — Chyby 1. a 2. druhu, hladina vyznamnosti

o Chyba 1. druhu (,falesné zamitnuti“): zamitneme H,, ackoliv ve skute¢nosti plati. Jeji pravdépo-
dobnost zna¢ime a = P(T € W | Hy) a nazyvame hladina vyznamnosti (signifikance).

o Chyba 2. druhu (fale$né ptijeti“): nezamitneme H,, a¢koliv ve skute¢nosti neplati (plati Hy).
Jeji pravdépodobnost zna¢ime f = P(T € W | Hy).

« Sila testu (power): 1 — f = P(T € W | H;) — pravdépodobnost spravného zamitnuti.

a si volime (typicky a = 0,05 nebo 0,01) a podle ni stanovime kriticky obor. § vyplyne z
volby «, velikosti vzorku n a skute¢né polohy v H;. Vztah: pfi fixnim n se snizenim a zvysSuje f (uzsi
kriticky obor — méné falesnych zamitnuti, ale i méné skute¢nych objevir). Jediny zptisob, jak snizit
oboji soucasné, je zvétsit vzorek.

Chyby 1. a 2. druhu: Hy: T ~ N(0,1), H, : T ~ N(3,1)

T T Ho j H1 T T
04 |- ! RN
g |
O | \
: | :
= 02 - )// \\\ .
0 1 | [ : ! SN
-3 -2 -1 0 c 3 4 5 6

T (testova statistika)

Chyby 1. a 2. druhu pro jednostranny test. Hy : T ~ N(0, 1) (modry zvonec), H; : T ~ N(3,1) (¢erveny,
posunuty). Kriticka hodnota ¢ = zj45 = 1,645 (¢arkovana ¢ara), kriticky obor W = [c, o).

pod H, vpravo od ¢ ma miru a = 0,05 (chyba 1. druhu). pod H, vlevo od ¢ ma miru
f = ®(c—3) = d(—1,355) = 0,088 (chyba 2. druhu). Sila testu 1 — § = 0,912.
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7.2 p-hodnota

& Definice — p-hodnota

p-hodnota pozorovani t° = T(x, ..., x,) je pravdépodobnost (za Hp), Ze bychom dostali vysledek
minimalné tak extrémni jako pozorovany. Pro jednostranny test ve sméru velkych hodnot: p =
P(T > t°Ps | Hy).

Rozhodovaci pravidlo: p < @ = zamitame H,. Stejné jako porovnani t°° € W, ale
p-hodnota dava navic kvantitativni informaci - ,,jak silné* data H, porusuji. Casté nedorozuméni:
p-hodnota neni pravdépodobnost, ze Hy plati. Je to pravdépodobnost dat alespon tak extrémnich
jako pozorovana, za predpokladu, Ze Hy plati.

7.3 Priklad: test férovosti mince

P Piiklad — Test férovosti

Zadani. Hodili jsme minci n = 100krat a padlo 65 orla. Je mince férova (p = 1/2) na hladiné
a = 0,057

Reseni. Hy: p=1/2, H; : p # 1/2 (oboustranny test).

Testova statistika. Ozna¢me K pocet orli ve n = 100 hodech. Za H; je K ~ Bin(100,1/2) s E(K) =
npy = 50 a var(K) = npy(1 — po) = 25. Standardizace pies CLV dava

K — —
_ Mo _8-50_5 71 N(®0,1)zaH,
npo(1—po) 25

Kriticky obor. Pro oboustranny test W = {|T| > 2,5} = {|T| > 1,96}. Pozorujeme |T| = 3 € W,
takZze Hy zamitame.

p-hodnota. p = P(IN(0,1)| > 3) = 2(1 — ®(3)) = 2-0,00135 = 0,0027. To je vyrazné mensi nez 0,05,
takzZe silné zamitnuti.

Zavér. Na hladiné o = 0,05 (i 0,01) data nepodporuji hypotézu férové mince.

T

(1)

a2 a2

—1,96 1,96 3

Kriticky obor oboustranného testu pfi @ = 0,05 jsou oba ocasy za +1,96 (vybarvené, dohromady
mira 0,05). Pozorovana hodnota T = 3 lezi daleko v pravém ocasu (3 > 1,96), takze H, (férova
mince) na hladiné 5 % zamitame.

© Poznamka. Obecny z-test pro stiedni hodnotu. Test férovosti je specialni piipad. Pro i.i.d.
vybér se znamym rozptylem o a Hy : p = jiy pouzijeme statistiku T = (X, — yo)Jn/o, ktera je
za Hy podle CLV pfiblizné N(0, 1). Oboustranny kriticky obor je {|T| > z,/,}, jednostranny (proti
Hy: p > ) {T > z,}. Test je tedy ,,obraceny* konfidené¢ni interval: Hy na hladiné @ zamitneme
oboustranné pravé tehdy, kdyz pig nelezi uvniti (1 — a)-CI X,, + z, /0 //n.
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7.4 Test dobré shody (chi-kvadrat) — nad ramec pozadavku

© Poznamka. Nasledujici véta je nad ramec pozadavkii okruhu (testovani hypotéz vyzaduje jen
zakladni ramec, chyby a hladinu). Uvadime ji jako konkrétni pfiklad testu z pfednasky NMAI059;
statistické testy véetné chi-kvadrat testu dale rozviji okruh Strojové uceni.

W Véta — Chi-kvadrat test dobré shody

Mgéjme rozdéleni do K kategorii s teoretickymi pravdépodobnostmi py, ..., px za Hy O, p; = 1).
Pozorovali jsme ¢etnosti Ny, ..., Nx zn = ), N; pokust. Statistika

K
2 _ (M - npi)2
X — —_—
i=1 np;
ma za H; pro velka n rozdéleni )(12(_1 (chi-kvadrat s K — 1 stupni volnosti). Zamitame Hy, pokud
X2 2 x%_ 1_, (kvantil trovné 1—a). Aproximace se obvykle povazuje za dostate¢nou, kdyz vsechny
ocekavané Cetnosti np; > 5.

Kazdy ¢len (N; — np;)?/(np;) stovnava pozorovanou a ocekavanou ¢etnost v kategorii i.
Velky rozdil v nékteré kategorii vyrobi velky ptispévek. Stupné volnosti jsou K — 1 (ne K), protoze
jeden vztah ), N; = n ubira stupen volnosti.

Shrnuti

O Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (prehled k SZZ). Telegraficky vycet kli¢ovych definic,
vét a vzorct okruhu M5. Obé realné SZZ otazky (1éto 2023: linearita E; 1éto 2025: CLV + aplikace)
jsou v bloku Stfedni hodnota a Limitni véty.

Pravdépodobnostni prostor a zakladni pravidla.

« Trojice (Q, #, P): Q — elementarni jevy, & — o-algebra jevd, P: & — [0, 1] — pravdépodobnost
se spocetnou aditivitou (P(| J 4;) = Y, P(4;) pro disjunktni A;) a P(Q) = 1.

« Klasicky prostor: P(A) = |A|/|Q| (symetricky, koneény Q); geometricky: P(A) = m(A)/m(Q).

« Odvozena pravidla: P(@) = 0; P(A°) = 1 — P(A); monotonie A C B= P(A) < P(B); P(AUB) =
P(A) + P(B) — P(A n B); subaditivita P(|_J A;) < )., P(A;).

« Inkluze-exkluze: P(U?:1 A) = ZS¢®(—1)|S|+1P(HES A)).

Podminéna pravdépodobnost, nezavislost, Bayes.

« P(A| B) = P(A N B)/P(B) pro P(B) > 0; multiplika¢ni pravidlo P(A N B) = P(A | B)P(B).

« Nezavislost: A, B nezavislé < P(A N B) = P(A)P(B) (< P(A | B) = P(A) pro P(B) > 0).
Kolekce Ay, ..., A, navzajem nezavisla < kaZdd podmnoZina spliiuje podminku souéinu — po
dvojicich nestaci!

« Véta o uplné pravdépodobnosti: rozklad By, ..., B, prostoru Q: P(A) = ), P(A | B;)P(B;).

« Bayesuv vzorec: P(B; | A) = P(A | Bj)P(B;) / >, P(A | B)P(B;) - ,obrati“ podminovani
(apriorni x vérohodnost, normalizovano).

Nahodné veliciny a jejich popis.

« N.v. X : Q — R; distribuéni funkce Fx(x) = P(X < x): neklesajici, zprava spojita, Fy(—o0) = 0,
Fx(+0)=1;Pla< X <b) = Fx(b) — Fx(a).

« Diskrétni: PMF py (k) = P(X = k); Fx je schodovita, ) px(k) = 1.

- Spojita: hustota fy > 0s Fx(x) = [ fx(t)dt; Pla< X <b) = ff fx; fx neni pravdépodobnost
(muaze byt > 1).

Stredni hodnota a rozptyl.
« E(X) = Y1 k px(k) (diskrétni) resp. [ x fx(x) dx (spojita), existuje-li absolutné.
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« Linearita stfedni hodnoty (SZZ 1éto 2023): E(}; a;X; + b) = Y,; ,E(X;) + b — bez ohledu na
nezavislost. Indikator: E(I4) = P(A), takze pocitani pfes indikatory funguje i pro zavislé n.v.

« Nezavislost n.v.: P(X < x,Y < y) = P(X < x)P(Y < y) pro vSechna x, y (diskrétni: P(X =
xY =y)=P(X =x)P(Y = y)).

« Stiedni hodnota soué¢inu nezavislych: E(XY) = E(X)E(Y) (bez nezavislosti obecné neplati;
z E(XY) = E(X)E(Y) naopak nezavislost neplyne).

« Markovova nerovnost (pro X > 0,a > 0): P(X > a) < E(X)/a.

« Rozptyl: var(X) = E((X - ,u)z) = E(X?) — E(X)?%; o(X) = \/var(X); var(aX + b) = a? var(X).

« Rozptyl souctu: var(X +Y) = var(X) + var(Y) + 2 cov(X,Y); pro nezavislé cov = 0, takze
var(Y; X)) = ¥, var(X;) a var(X,) = 02 /n. Pozor: cov = 0 = nezavislost.

. Cebysevova nerovnost: P(|X — y| > k) < 0% /k? (z Markova na (X — p1)?).

Konkrétni rozdéleni (E a var).

« Bern(p): {0, 1}, PMF p(1 — p)'=%; E = p, var = p(1 — p).

» Bin(n, p): pocet ispéchti v n nezavislych Bernoulli pokusech, PMF (}) P - p) K E = np,
var = np(1 — p). Aproximace Poissonem pro n velké, p malé, A = np rozumné.

« Geom(p): pocet pokust do prvniho tispéchu (v¢. ispésného), PMF (1 — p)k_lp; E=1/p,var =
(1— p)/p?. Pamétova vlastnost: P(X > m+k | X > m) = P(X > k).

« Pois(A): pocet vzacnych udalosti, PMF e_/lﬂtk/k!; E= A var = A

« Exp(A): hustota Ae™** (x > 0), CDF 1 — ¢ **; E = 1/, var = 1/A%. Pamétova vlastnost (spojity
protéjsek Geom).

« N(p,02): hustota o exp(—( xg0)? ); E = p, var = o?. Standardizace: (X — p)/o ~ N(0,1);
CDF @ (tabulkovana). Linearni transformace: aX + b ~ N(ap + b,a’c?). Pravidla 16/20/30:
68 %/95 %/99,7 %.

Limitni vety.

« Zakon velkych ¢isel (ZVC): Xy, X, ... iid.s E(X;) = p, var(X;) = 0 = X, LA o, tj. P(| X, — p| >
€) — 0 pro kazdé £ > 0. Ditkaz: Cebysev + var(X,) = 0?/n — 0.

« Centralni limitni véta (CLV) (SZZ léto 2025): X;, Xy, ... iid. s 02 > 0=7Y, =
N(0, 1), tj. lim,,_,o, P(Y, < x) = ®(x) pro vSechna x. Rozdéleni X; je libovolné!

« Aplikaéni forma CLV: S, = X; + - + X, = N(ny,no?), tedy P(S, < s) = <I>((s - n,u)/(\/ﬁa)).
Piedpoklady: nezavislost + stejné rozdéleni + kone¢né y, 2. Konkrétni tvar rozdéleni nezalezi.

Bodové odhady.

« Nestrannost: E(Q ) = 0; konzistence: 9 —> 0; MSE = Var(9 ) + bias®.

« Vybérovy pramér X,: nestranny + konzistentni odhad p (ze ZVC), var(X,) = o2 /n.

« Vybérovy rozptyl S? = — — ¥ (X; — X,)%: nestranny odhad o2 (Besselova korekce — jmenovatel
n—1,nen!).

« MLE: § = arg maxy €(0), kde £(0) = Y, log fy(x;) (log-vérohodnost). Pro Bern(p): p = k/n; pro
Pois(1): A = %,- MLE je (za podminek regularity) konzistentni a asymptoticky normalni.

Intervalové odhady (z CLV).

« CIpro p (o znam): X, + z,, 5//n, kde ®(z,/5) = 1 — a/2; pro a = 0,05: zg 935 = 1,96.

+ CI pro Bernoulliho podil: p + z, /5 p(1 — p)/n (funguje pro np > 5, n(1 - p) > 5).

« Sitka CI « 1/4/n (pro 10x uzsi CI potieba 100x vic dat); vyssi spolehlivost 1 — & 1= §irsi interval.

« Interpretace: interval je ndhodny; 1 — « je podil intervaltl pies opakované experimenty, které 0
obsahuji — ne pravdépodobnost pro konkrétni interval.

S,—ny 9
= -
Jno

Testovani hypotéz.
« Ramec: H; (nulova, konzervativni) vs. H; (alternativni); testova statistika T se danym rozdélenim
za Hy; kriticky obor W — mnozina hodnot T, pro které H, zamitame.
« Chyba 1. druhu (falesné zamitnuti): « = P(T € W | Hy) — hladina vyznamnosti; typicky
a = 0,05 nebo 0,01.
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« Chyba 2. druhu (falesné prijeti): § = P(T ¢ W | Hy); sila testu 1 — . SniZeni & (pfi fixnim n)
zvyS$uje f — lze snizit oboji jen zvétsenim n.

. p-hodnota: p = P(T > t°° | H,) (jednostranny); zamitame H, pfi p < a. p-hodnota neni
pravdépodobnost, ze H plati.

« Postup z-testu pro stiedni hodnotu: statistika T = ((X, — pp)vn)/o, za Hy je T =~ N(0,1);
kriticky obor oboustranny {|T| > 25}

« Chi-kvadrat test dobré shody (nad ramec): y2 = Y. (N; — np,)?/(np;) ~ xo_, za Hy.

Zdroje

« R. Samal: NMAI059 Pravdépodobnost a statistika 1, skripta k pfednasce, MFF UK, verze 14. 6. 2025
(primarni zdroj vykladu: pravdépodobnostni prostor, ndhodné veli¢iny, rozdéleni, limitni véty,
odhady a testovani hypotéz).
https://iuuk.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/2425/PSt1/skripta.pdf

« K. Kral, M. Mares, R. Samal: ReSend cviceni: NMAI059 Pravdépodobnost a statistika 1, MFF UK, 2021
(sbirka fesenych tloh ke cvicenim; typové dlohy).

« Videa odkazovana v textu: 3Blue1Brown, Bayes theorem, the geometry of changing beliefs; The
medical test paradox, and redesigning Bayes’ rule; Binomial distributions a Why “probability of 0” does
not mean “impossible” (série Probabilities of probabilities); Why r is in the normal distribution; But
what is the Central Limit Theorem?; Convolutions: Why X+Y in probability is a beautiful mess
(YouTube, odkazy u pfislusnych témat).

« MFF UK: poZzadavky ke statni zavérecné zkousce (Informatika, Be.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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