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Uvod

Tento material pokryva okruh M6 — Logika (pfedmét NAIL062 Vyrokova a predikatova logika). Vyklad
stoji na skriptech prednasejiciho dr. Jakuba Bulina (NAIL062 Vyrokova a predikatova logika: zapisky z
prednasky, zimni semestr 2025), jejichz struktura i obsah jsou pfevzaty z dfivéjsich prednasek P. Gregora
a z uéebnic A. Nerode, R. Shore Logic for Applications a M. Ben-Ari Mathematical Logic for Computer
Science. Znaceni a hloubka odpovidaji kurzu pro informatiky.

Logika ma dvé patra: vyrokovou logiku (atomy jsou nedélitelné , prvovyroky* bez vnitini struktury)
a predikatovou logiku prvniho fadu (atomy mluvi o individuich pomoci relaci, funkeci a kvantifikator).
Obé patra prochazime paralelné ve Ctyfech vrstvach: syntaxe (jak vypadaji formule), sémantika (co
znamenaji, kdy plati), dokazatelnost (jak platnost ovéfit syntaktickym vypoétem) a metavéty (korektnost,
uplnost, kompaktnost, rozhodnutelnost), které obé vrstvy spojuji.

Role dukazi. Pozadavky okruhu vyslovné zadaji schopnost vést formalni dikaz v nékterém dokazo-
vacim systému (tablo metoda, rezoluce, Hilbertovsky kalkul), kdezto u vét o kompaktnosti a Gplnosti jen
znéni, porozumeéni vyznamu a pouziti. Tablo a rezoluéni postupy proto rozepisujeme do detailu (krok po
kroku, celé stromy), zatimco metavéty komentujeme intuici, naértem myslenky a aplikacemi. Do vykladu
je zafazena feSena realna otazka SZZ k okruhu (1éto 2024: model teorie); je i v samostatném dokumentu
Priklady otazek. Pouzité zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Prvovyroky (vyrokové proménné) znaime p, q,r, vyrokové formule feckymi pismeny ¢, ¥, x;
binarni spojku zastupuje [] € {A,V,—, ©}. Teorie je mnozina formuli T, jeji prvky jsou axiomy. V
predikatové logice je signatura (%, F ) (relacni a funkéni symboly s aritami; konstanty jsou nularni
funkee), struktura of = (A, %, F ) s neprazdnou doménou A. Sémantické vyplyvani (platnost) piseme
E, syntaktickou dokazatelnost . Tfidu modelu teorie T zna¢ime M(T), mnozinu dusledka Csq(T), teorii
struktury Th(&/). Prazdna klauzule je []. Sjednocujeme znaceni s okruhy M2 (algebraické struktury), M3
(relace, ekvivalence) a M4 (grafy jako struktury), na néz misty odkazujeme.

1 Syntaxe a normalni formy (CNF, DNF, PNF)

Syntaxe popisuje, jak formule vypadaji — jako konec¢né napisy vzniklé podle gramatickych pravidel,
bez ohledu na vyznam. Kli¢ova je induktivni definice a stromova struktura, diky niz je kazda formule
jednoznacné Citelna.

1.1 Jazyk a formule vyrokové logiky

& Definice — Jazyk a vyrok

Jazyk vyrokové logiky je neprazdna mnozina P prvovyroki (vyrokovych proménnych), obvykle
spocetna. Vyrok (vyrokova formule) v jazyce P je prvek nejmensi mnoziny VFp takové, Ze

(1) kazdy prvovyrok p € P je vyrok;

(2) je-li ¢ vyrok, je vyrokem i (—¢);

(3) jsou-li ¢,y vyroky, je vyrokem i (¢[]¢) pro[] € {A,V,—, <}
Podvyrok je podfetézec, ktery je sim vyrokem. Teorie je libovolna mnoZina vyroka T C VFp.

Definice je induktivni: vyroky jsou presné ty konecné napisy, které vzniknou koneéné
mnoha aplikacemi pravidel z prvovyrokt. Vnéjsi zavorky a méné zavorek piseme dle priority —

(nejvyssi) > A,V > —, < (nejnizsi); A, V asociuji doprava. Tataz data lze zapsat prefixové (polsky) i
postfixové — podstatna je stromova struktura, ne fetézec znaku.



& Definice — Strom vyroku

Strom vyroku Tree(¢p) je zakofenény uspofadany strom: prvovyrok p ma jediny vrchol s navéstim
p; vyrok (—¢”) ma kofen — s jedinym synem Tree(¢’); vyrok (¢’ []i”) ma kofen [] s levym synem
Tree(¢’) a pravym Tree(y”). Podstromy odpovidaji podvyrokam.

Strom vyroku ¢ = ((p V ~q) < (r — (p A q))). Kofen je hlavni spojka <, listy jsou prvovyroky;
Var(¢p) = {p, q,r}. Kazdy podvyrok je podstrom.

1.2 Jazyk a formule predikatové logiky

Vyrokova logika nevidi dovnitf atomut. Predikatova logika prvniho fadu mluvi o individuich (prvcich
néjaké domény): vyjadiuje jejich vlastnosti a vztahy (relace), sklada je funkcemi a kvantifikuje pres
,vsechna® (V) a ,néjaké” (3) individuum.

E Definice — Jazyk, termy, formule

Jazyk predikatové logiky je dan signaturou (£, %) (disjunktni mnoziny rela¢nich a funkénich
symbolul s aritami; konstantni symbol je funkéni symbol arity 0) a idajem, zda jde o jazyk s rovnosti
(smi se uzivat predikat =). K dispozici jsou navic spoc¢etné mnoho proménnych x, y, z, ..., spojky,
zavorky a kvantifikatory (Vx), (3x).
« Termy: kazda proménna a kazdy konstantni symbol je term; je-li f € F aritynaty,...,t, termy,
je termem i f(tq,...,1,).
« Atomicka formule: R(y, ..., t,) pro n-arni R € & (¢i =), t; termy.
« Formule: kazda atomicka formule je formule; jsou-li ¢, ¢ formule, jsou jimi i (—¢), (p[1¢); je-li ¢
formule a x proménna, jsou formulemi i ((Vx)p) a ((3x)e).

Termy jsou ,,jména prvka“ (vyhodnoti se na prvek domény), formule maji pravdivostni
hodnotu. Term i formuli zachycuje strom (vnitfni vrcholy = funké¢ni/relaéni symboly a spojky,
kvantifikator ma jako — jediného syna). Pozor: termy jsou ¢isté syntaktické — 1 + 1 je term v jazyce
aritmetiky, ale jeho ,hodnota“ 2 termem neni.



(a) strom termu (S(0) + x) - y (b) strom formule (¥x)(x - y < (S(0) + x) - )
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Stromy termu a formule v jazyce aritmetiky (S, +,, 0, <). V (b) je Vx kofen s jedinym synem; listem jsou
proménné a konstanta 0.

B Definice — Volné a vazané proménné, oteviena a uzaviena formule

Vyskyt proménné x ve ¢ (list stromu s navéstim x) je vazany, je-li uvnitt podformule tvaru (Vx)y ¢i
(3x)¢; jinak je volny. Proménna je volna ve ¢, ma-li volny vyskyt. Zapisem ¢(x, ..., x,,) minime, ze
X1, .- » Xy jSOU vSechny volné proménné. Formule je oteviend, neobsahuje-li kvantifikator, a uzavrena
(sentence), nema-li volnou proménnou.

Pravdivostni hodnota formule zavisi jen na ohodnoceni volnych proménnych; sentence
ma proto v dané struktufe hodnotu nezéavisle na ohodnoceni — proto v logice hraji hlavni roli.
Pojmy ,oteviena“ a ,uzaviend“ jsou nezavislé: x+y < 0 je oteviena neuzaviena, (Vx)(Vy)(x+y < 0)
uzaviena neoteviena, (Vx)(x+y < 0) ani jedno, (0+1=1) oboji. Pozor: ,,nema vazanou proménnou*
# ,oteviend“ (protipiiklad (Vx) 0=1).

& Definice — Instance a varianta

Term t je substituovatelny za x do ¢, pokud po nahrazeni vSech volnych vyskytt x termem ¢
nevznikne novy vazany vyskyt zadné proménné z t; vysledek je instance ¢(x/t). Varianta vznikne
pfejmenovanim vazané proménné: podformuli (Qx)y nahradime (Qy)y/(x/y), je-li y substituovatelna
za x do i a nema v ¢ volny vyskyt.

Substituovatelnost brani ,,zachyceni* proménné. Do ¢(x) = (Fy)(x+y=1) (,existuje
1—x“) nelze dosadit t = y: (3y)(y+y=1) uz tika ,1 je sudé“. Reseni: nejdfiv piejmenovat vizané
proménné na zcela nové (varianta), pak dosadit. Priklad varianty: (Vy)(x < y) ma variantu (Yw)(x <
w) (pfejmenovani y — w), ale ne (Vx)(x < x) — to by zachytilo volné x. Konstantni termy jsou
substituovatelné vzdy.

1.3 Normalni formy vyrokové logiky: CNF a DNF

& Definice — Literal, klauzule, CNF, DNF

Literal je prvovyrok p nebo jeho negace —p. Klauzule je disjunkce literald, elementarni konjunkce je
konjunkce literalt. Vyrok je v konjunktivni normalni formé (CNF), je-1i konjunkci klauzuli, a v dis-
junktivni normalni formé (DNF), je-1i disjunkci elementarnich konjunkei.

© Poznamka. Prazdna klauzule (disjunkce niceho) je nesplnitelna, znacime ji[]; prazdna elemen-
tarni konjunkce je pravdiva. Rozhodovani zdarma: vyrok v CNF je tautologie pravé tehdy, kdyz




kazda klauzule obsahuje dvojici opac¢nych literalti; vyrok v DNF je splnitelny pravé tehdy, kdyz ne
kazda elementarni konjunkce obsahuje opa¢nou dvojici.

W Véta — Existence normalnich forem

Ke kazdému vyroku existuje ekvivalentni vyrok v CNF i ekvivalentni vyrok v DNF.

Dvé cesty k normalni formé. (1) Sémanticky (z pravdivostni tabulky): pro vyrok ¢
nad koneénym P s mnozinou modeltt M(¢) je

oone= \ APP eewr= N\ T,

vEM(p) peP vEM(p) pEP

kde p! = p, p° = ~p: DNF ma po jedné elementarni konjunkci na kazdy model, CNF po jedné klauzuli
zakazujici kazdy nemodel. (2) Upravami: odstran <>, — (¢ — ¢ ~ —¢ V ¥), zatla¢ - k listam (de
Morgan), pak distribuuj.

B Piiklad — Pievod do CNF a DNF dvéma zpiusoby

Zadani.

Pievedte ¢ = p < (g v —r) do CNF i DNF (a) sémanticky, (b) ekvivalentnimi pravami.
Reseni.

(a) Sémanticky. Z pravdivostni tabulky ode¢teme modely a nemodely:

p g rlqvor|oe|

0 0 0 1 0 | nemodel
0 0 1 0 1 | model
0 1 0 1 0 | nemodel
0 1 1 1 0 | nemodel
1 0 0 1 1 | model
1 0 1 0 0 | nemodel
1 1 0 1 1 | model
1 1 1 1 1 | model

Ctyti modely (kazdy d4 jednu elementarni konjunkci do DNF), étyti nemodely (kazdy jednu klauzuli do CNF).

Modely jsou tedy M(¢) = {(0,0,1),(1,0,0),(1,1,0),(1, 1, 1)} (zapis (p, q,r)), nemodely zbylé ¢ty¥i
trojice. Odtud

opNE = (CpAgAT)V(PA-gGA-T)V(PAGA-T)V(PAGAT),

ocNE = (pVaVI)AN(PVqVI)AN(pV gV -r)A(=pVqV-r).

(b) Upravami.

pe@vn~(p->gvn)Ar(gv-r-p)
~(pvgv-r)a(=(gv-r)vp)
~(EpvagVv-r)A((ngAr)Vop) (de Morgan, dvojita negace).

Pro CNF distribuujeme posledni zavorku: (g A7) V p ~ (=g V p) A (r V p), tedy

loonE = (P VgV ) APV ) A(p V7).

Pro DNF roznasobime druhou zavorku ((—g A r) V p) prvni a vynechame sporné ¢leny:

looxe = (P AV (PA-T)V(opA-gAD)]




© Poznamka. Obé CNF z (a) a (b) jsou ekvivalentni, ale riizné dlouhé: sémanticka metoda dava
,uplné* klauzule (kazda obsahuje vSsechny proménné), ipravy daji kratsi. V praxi je CNF dileZitéjsi nez
DNF (ptirozené popisuje systém mnoha jednoduchych podminek a je spole¢nym vstupem algoritmu
nize).

© Poznamka. Pouziti — problém SAT. CNF je vstupem pro problém splnitelnosti SAT: rozhodnout,
zda ma dany vyrok v CNF model. SAT je prvni dokazany NP-aplny problém (Cook-Levin; viz
okruh I2). Rozhoduje se bud rezoluci (vyrok je nesplnitelny pravé tehdy, kdyz z jeho klauzuli 1ze
odvodit prazdnou klauzuli[ ], sekce 4), nebo prohledavanim s navratem - algoritmem DPLL (jednotkova
propagace + vétveni), na némz stoji praktické SAT solvery. Nékteré tvary jsou snadné: 2-SAT (klauzule
s nejvyse dvéma literaly) i Horn-SAT (nejvyse jeden pozitivni literal v klauzuli) se rozhodnou
v linearnim case. Detailné tyto algoritmy probira okruh S1.

1.4 Prenexni normalni forma (PNF)

V predikatové logice je ,,normalnim tvarem“ prenexni forma: vSechny kvantifikatory vepredu, zbytek
otevteny. Slouzi jako mezikrok ke skolemizaci (sekce 3) a k rezoluci.

& Definice — Prenexni normalni forma

Formule je v prenexni normalni formé (PNF), je-li tvaru

(Q1x1)(Q2x2) -+ (QnXn) @7

kde kazdy Q; € {V,3} a ¢’ je otevrena (oteviené jadro). Pfedponu kvantifikatort zveme kvantifikato-
rovy prefix. Jsou-li vSechny Q; = V, je formule univerzalni.

W Véta — Pievod do PNF

Ke kazdé formuli existuje ekvivalentni formule v PNF.

Kvantifikatory ,,vytykidme“ ven podle pravidel (niZe x neni volna v ¢, Q je opa¢ny
kvantifikator):

=(0x)p ~ (Qx)=¢, Q)9 AY ~ (Qx)@ AY), (@) VY ~ (Qx) (@ V i),
(Qx)p) > ¢ ~ (@) > ¥), ¥ = ((Q0)p) ~ Q)Y — ¢).

Klicova past: v antecedentu implikace se kvantifikator preklopi (protoze (Qx)p — ¢ ~ ~(Qx)pV{ ~
(Ox)—¢ V). Podminku ,,x neni volna v ¢“ si vynutime prejmenovanim vazané proménné (variantou).

B Piiklad — Pfevod do PNF

Zadani.
Prevedte do PNF formuli ((Vz)P(x, z) A P(y, z)) — =(3x)P(x, ).

Reseni. Postupujeme zleva, u kolize pfejmenujeme vizanou proménnou:
((¥2)P(x,2) A P(y,2)) > ~(3)P(x, )

~ ((VwP(x,u) A P(y,2)) > (Vx)=P(x, y) (

~ (Yw)(P(x,u) A P(y,2)) = (Vv)~P(v,y) (
~ (EIu)((P(x, u) A P(y, z)) — (Vv)=P(v, y)) (Vu z antecedentu = pieklopi na Ju)

~ (EIu)(Vv)(P(x, u) A P(y,z) = —P(v, y)) (

z—u uvnitf kvant.; ~(3x) ~ (Vx)-)

vytknuti Vu z A; x > v)

vytknuti Vv z konsekventu).




Vysledek je v PNF s prefixem (3u)(Vv). Proménné x, y, z jsou ve vstupni formuli volné (nejsou nikde
kvantifikované), proto zistavaji ve vysledku volné; vytykame jen vazané u, v. Generalni uzavér
(sentence) je (Vx)(‘v’y)(‘v’z)(EIu)(Vv)(P(x, u)AP(y,z) - —P(v, y)), kde se volné x, y, z teprve uzaviou
V.

© Poznamka. PNF neni jednoznaéné (pravidla lze aplikovat v rizném potadi). Vyplati se vytykat
prednostné kvantifikatory, ze kterych se stanou existencni: ¢im méné V jim pfi skolemizaci pfedchazi,
tim niz8i aritu ma Skolemova funkce (Zadny = konstanta). Pofadi oviem volime jen mezi nezdavislymi
kvantifikatory z raznych podformuli (jako Ju a Vv vyse); (Vx)(Fy)e a (3y)(Vx)p nad toutéz matici
ekvivalentni nejsou, pfehazovat je tedy nelze.

2 Sémantika: model, splnitelnost, tautologie, disledek

Sémantika dava formulim vyznam: pfifadi jim pravdivostni hodnotu a tim definuje, kdy formule plati,
kdy je splnitelna a co z teorie vyplyva. Ve vyrokové logice je vyznam dan ohodnocenim prvovyrok,
v predikatové strukturou.

2.1 Sémantika vyrokové logiky

E Definice — Model vyroku a teorie

(Pravdivostni) ohodnoceni, neboli model jazyka P, je funkce v: P — {0, 1}. Pravdivostni hodnotu
slozeného vyroku spocteme po stromu od listti (pomoci tabulek spojek). Vyrok ¢ plati vv (v je model
®), piseme v F ¢, je-li jeho hodnota 1; mnozinu modelt zna¢ime M(¢). Ohodnoceni je model teorie T,
piSeme v & T, plati-li v ném kazdy axiom; M(T) = (),er M(¢).

B Definice — Sémantické pojmy

Vyrok ¢ (nad jazykem P, s tfidou vSech modelta Mp) je

« tautologie (pravdivy), k ¢, plati-li ve véech modelech: M(¢) = Mp;

« sporny (IZivy), nema-li model: M(¢p) = @;

« nezavisly, je-li @ C M(p) € Mp;

o splnitelny, ma-li model: M(¢) # @.
Vzhledem k teorii T je ¢ pravdivy (disledek T), T k ¢, plati-li ve vSsech modelech T (M(T) € M(¢));
IZivy v T, je-li M(T) N M(¢) = @; nezavisly v T, neni-li ani pravdivy, ani 1zivy v T; splnitelny v T
(konzistentni s T), je-1i M(T) N M(¢p) # @.

Vse je o mnozinach modelil. ¢ je disledek T“ znamen4, Ze modely T jsou podmnoZinou
modeld ¢ - zadny model T nesmi ¢ porusit. Pro T = @ je M(T) = Mp a dusledek splyva s tautologii.
Pojmy ilustruje obrazek: pravdivost = M(¢) vyplni celé pole, spornost = je prazdna, nezavislost = je
vlastni neprazdna ¢ast, dusledek = M(T) leZi uvnitt M(g).

Modely jako podmnoziny pole viech ohodnoceni Mp. Zde M(T) C M(¢), tj. T E ¢ (¢ je dasledek T).
Kdyby M(gp) = Mp, je ¢ tautologie; kdyby M(¢) = @, je sporny; jinak je nezavisly.



& Definice — Dusledky a vlastnosti teorie

Dusledky teorie jsou Csq(T) = {¢ : T F ¢}. Teorie T je spornd, nema-li model (pak v ni plati vse);
bezesporna (splnitelna), ma-li model; kompletni, je-li bezesporna a kazdy vyrok je v ni pravdivy,
nebo 1zivy (zadny nezavisly) — to ve vyrokové logice nastane prave tehdy, kdyz ma jediny model.
(V predikatové logice se ,,jediny model“ zjemni na ,jediny model a7 na elementarni ekvivalenci®,

viz sekci 6.)

© Poznamka. Véta o dedukci (koneéna verze): pro koneénou teorii je ¢ € Csq({¢y, ..., ¢,}) pravé
tehdy, kdyz je (¢; A -+ A @,) = ¢ tautologie. Plyne pfimo z M(¢, ..., ¢,) € M(p) < = (\ @) — o.
Z existence DNF/CNF (sekce 1) navic plyne funkcni dplnost systému {—, A, V}: nad kone¢nym P
vyjadii kazdou booleovskou funkci, a tedy kazdou mnozinu modeli, néjaky vyrok.

B Piiklad — Analyza teorie nad koneéné mnoha prvovyroky

Zadani.
Nad P = {p,q,r} uvazme T = {p Vv qVr, g = r, -r}. (1) Najdéte véechny modely T. (2) Rozhodnéte,
zda je p pravdivy, 1zivy, ¢i nezavisly v T.
Reseni. Postupujeme od nejselektivnéjsiho axiomu (ztzime mnozinu kandidati):
(1) —r vynutir = 0; zbyvaji (p,q,r) € {(0,0,0),(0,1,0),(1,0,0),(1,1,0)}.
q — r ptir = 0 vyzaduje g = 0; zbyvaji (0,0, 0), (1,0, 0).
PV qVrvylouci(0,0,0). Tedy ‘ M(T) ={(1,0,0)} ‘ - jediny model.
(2) V jediném modelu je p = 1, takze M(T) C M(p): p je pravdivy v T (a T je dokonce kompletni,
ma jediny model).

P’ Piiklad — Poéitani nad koneénym jazykem

Zadani. Nad P s |[P| = n = 3 ma bezesporna teorie T pravé k = 2 modely. Kolik je (az na ekvivalenci)
vyroku nezavislych v T?

Reseni. Vyrok az na ekvivalenci uréuje jeho mnozina modeltt M = M(¢p) € Mp, kde [Mp| = 2" = 8.
Nezévislost v T znamena @ = M N M(T) # M(T): na dvou modelech teorie méame 2K — 2 = 2
,netrivialni“ volby priniku, na zbylych 2" — k = 6 ohodnocenich volime libovolné (2°). Celkem

(2k—2). 2%k =2.20 = vyroku nezavislych v T.

2.2 Sémantika predikatové logiky

V predikatové logice nese vyznam struktura: zvoli doménu a realizuje (interpretuje) vSechny symboly
jazyka.

B Definice — Struktura, model jazyka

Struktura (model jazyka L) je of = (A, #Y, F¥): neprazdna doména A; pro kazdy n-arni relacni
symbol R realizace RY C A"; pro kazdy n-arni funkéni symbol f realizace fﬂ : A" > A (pro
konstantu ¢ je ¢ € A).

E Definice — Hodnota termu, pravdivostni hodnota formule

Ohodnoceni proménnych je e : Var — A; e(x/a) zméni hodnotu x na a. Hodnota termu t9]e]: x¥[e] =
e(x), c?le] = ¢, fty,....t)%[e] = fﬂ(tl‘d[e],...,tﬁy[e]). Pravdivostni hodnota H? (p)[e] je dana
induketi:

HY(R(ty, ..., t,))lel =1 = (t7[e],....t7 [e]) € RY,



spojky pres pravdivostni tabulky a pro kvantifikatory

HY ((Vx)p)e] = min HY (p)le(x/a)],  HY(@x)p)le] = max HY (p)[e(x/a)].

Tarského definice: hodnotu formule pocitdme ,zevnitf ven“. Kvantifikator V je ,kon-
junkce ptes viechny prvky domény*“ (proto min), 3 je ,.disjunkce pfes prvky“ (proto max). Pozor
na zaménu symbolu a jeho realizace: ve struktufe (N, -, 3) jazyka (+, 1) je (x + 1) vyhodnoceno jako
e(x) - 3.

& Definice — Platnost, model teorie

o plati v o prie, o & gle], je-li HY (p)[e] = 1. ¢ je pravdiva v of , o ¢ ¢, plati-li pti kazdém e (pro
sentenci na e nezalezi); je IZiva v &, je-li o E —¢. Model teorie T je struktura, v niz plati vSechny
axiomy (& k T); tiida modelt je My (T). Sentence ¢ je pravdiva / IZiva / nezavisla v T pfesné jako
ve vyrokovém piipadé (pfes My (T) a My (¢)); pravdivym sentencim fikame dusledky, Csq; (T).

© Poznamka. Lziva # ,neni pravdiva“: u formule s volnou proménnou miize &/ #p i o ¥~ (nap.
¢ = P(x), kde P je vlastni neprazdna podmnozina). Konkrétné pro A = {0,1} a P = {0}: pfi
e(x) = 0 formule plati, pfi e(x) = 1 neplati, takze P(x) neni pravdiva (neplati pfi kazdém e) ani
17iva (neplati —=P(x) pii kazdém e). Pro sentence uz ,1ziva“ a ,neni pravdiva“ splyvaji. Formule plati
ve strukture prave tehdy, kdyz v ni plati jeji generalni (univerzalni) uzaver.

© Poznamka. Jazyk s rovnosti a axiomy rovnosti. Je-li = v jazyce, zadame, aby se ve viech
uvazovanych strukturach interpretoval jako skutec¢na identita na doméné (relace , byt tyz prvek®).
V dokazovacich systémech, kde je = jen dalsi relacni symbol (tablo, rezoluce), tuto interpretaci
vynutime pfidanim axiomi rovnosti:

o reflexivita: x = x;

« slucitelnost s funkcemi: pro kazdy n-arni funkéni symbol f

xp =Y A Axy =Y > fO,x) = f(n o)

« slucitelnost s relacemi: pro kazdy n-arni rela¢ni symbol R (véetné samotného =)

XI =P A Ay =Y — (R(xl,...,xn) - R(yl,...,yn)).

Symetrii (x = y — y = x) ani tranzitivitu (x = y A y = z - x = z) pfidavat netfeba — plynou
z reflexivity a slucitelnosti aplikované na R rovné =. Tyto axiomy zarudi, ze = < je kongruence;
faktorizaci podle ni vznikne model, kde je = skute¢na identita.

B Piiklad — Struktura jako model teorie

Zadani. V jazyce (E) s rovnosti je teorie grafii Tyrar = {mE(x,x), E(x,y) — E(y,x)} (ireflexivita,
symetrie). Rozhodnéte, zda je struktura & na obrazku jejim modelem, a zda je v ni sentence ¢ =
(Vx)(3y)E(x, y) (,kazdy vrchol ma souseda®) pravdiva.

Reseni. Modely Tgraf jsou presné jednoduché grafy (E¥ je ireflexivnia symetricka relace). Na obrazku
je EY symetricka (hrany kreslime neorientované) a bez smycek, takze € Tyraf- Sentence ¥ je
pravdiva, pravé kdyz zadny vrchol neni izolovany; zde ma kazdy vrchol aspon jednu hranu, tedy
& k¢ (Naopak ve struktufe s izolovanym vrcholem by ¢ neplatila - i/ je v Ty,¢ nezavisla.)




& d

Struktura € = ({a, b, c,d, e}, E¥) jako model teorie grafi: E je symetricka (neorientované hrany)
a ireflexivni (bez smy¢ek), tj. € k {=E(x, x), E(x,y) — E(y, x)}. Zadny vrchol neni izolovany, proto
G £ (Vx)(FY)E(x, y).

W Véta — Platnost pievedena na nesplnitelnost

Je-li T teorie a ¢ sentence (téhoz jazyka), pak

Tk < TU{~¢}nema model.

Diikaz (nepovinny — fetézec ekvivalenci). T U {-¢} nema model < —¢ neplati v zddném modelu T
< (protoZe ¢ je sentence) ¢ plati v kazdém modelu T < T k ¢. O

Tato drobni véta je motor dokazovacich metod: tablo i rezoluce ,,dokazuji* ¢ tak, ze
vyvrati (ukazou nesplnitelnost) T U {—¢} — dtikaz sporem. Pfedpoklad ,,¢ je sentence* je nutny (pro
¢ = P(x), T = {P(c)} véta selze).

3 Extenze teorii: sila, konzervativnost, skolemizace

Casto chceme jednu teorii rozsiFit — pridat axiomy, nebo dokonce nové symboly - a ptat se, jak se zméni
jeji sila. Klicové je, kdy rozsifeni ,nic nového nefekne* o ptivodnim jazyce (konzervativnost) a jak teorii
zjednodusit na otevienou (skolemizace), coZ je vstupni krok rezoluce.

3.1 Extenze a porovnani sily teorii

E Definice — Extenze teorie

Necht T je teorie v jazyce L a T’ teorie v jazyce L’ 2 L.
+ T’ je extenze T, pokud Csq; (T) € Csq;,(T”) (kazdy dusledek T platiiv T”).
- Extenze je jednoducha, je-li L’ = L (beze zmény jazyka).
« Extenze je konzervativni, plati-li navic Csq; (T) = Csq,(T”) N {L-sentence} (v ptivodnim jazyce
T’ nedokéze nic nového).
« Teorie jsou ekvivalentni, jsou-li navzajem svymi extenzemi.

,Vice axiomu = méné modelu = silné&jsi teorie.“ Pro jednoduché extenze (L’ = L) je T’
extenze T pravé tehdy, kdyz My (T”) C M (T). Konzervativni extenze smi pouZivat nové symboly,
ale o starém jazyce fika presné totéz co T — typicky jen zavadi pohodlnou ,zkratku“. To je pfesné
situace extenze o definice.

W Véta — Sémantické kritérium extenze

Necht LC L, Tv L, T vL.Pak:
(i) T’ je extenze T pravé tehdy, kdyz L-redukt kazdého modelu T’ je modelem T;
(ii) je-li T’ extenze T a lze-li kazdy model T expandovat (dointerpretovanim novych symboli)
na model T, je T” konzervativni extenze T.
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© Poznamka. Véta o konstantach (podptirna): rozsifime-li L o nové konstanty cy, ..., ¢, a T pone-
chame, pak pro formuli ¢(x, ..., x,) plati T k ¢ pravé tehdy, kdyz T F ¢(x;/cq, ..., X,/¢,) V rozsifeném
jazyce. ,,Volna proménna“ a ,novéa konstanta nesvazana axiomy“ jsou tedy zameénitelné; tohoto triku
vyuziji ,,svédci“ v tablo metodé (sekce 4).

3.2 Extenze o definice

Nejdulezitéjsi konzervativni extenze zavadi definovany symbol pohodlnou zkratkou.

& Definice — Extenze o definici rela¢niho a funkéniho symbolu

Necht T je teorie v L.
« Definice relacniho symbolu: pro formuli (x;, ..., x,) a novy n-arni relaéni symbol R je T" =
T U{R(x1, v X)) © Y(Xq, .0, X))
« Definice funkcniho symbolu: pro (xy, ..., X,, y) a novy n-arni funkéni symbol f, pokud vT plati
axiom existence (3y)¢ a jednoznaénosti (X, y) AY(x,2) > y=z,je T = TU{f(x1,...,x,) =
y o Y es X, Y}

W Dusledek — Konzervativnost

Extenze o definice je konzervativni (kazdy model T se roz§ifi na model T’, navic jednoznaéné). Pro
kazdou L’-formuli ¢’ existuje L-formule ¢ s T’ £ ¢’ < ¢ — definovany symbol lze vidy ,rozvést®
zpét.

Ekvivalence R(x) < /(%) jednoznacné dourdi interpretaci nového R z modelu T, takze
nepfibudou ani neubudou modely (aZ na novy symbol). U funkce je navic tfeba, aby i definovala
totalni a jednoznacnou relaci — proto axiomy existence a jednoznacnosti (napf. min lze definovat az
nad linearnim uspotfadanim; % az nad télesem charakteristiky # 2).

B Piiklad — Rozvedeni definovaného symbolu

Zadani. Nad teorii uspofadanych grup T jazyka (+,0,<) (s rovnosti) zavedme inverzni prvek —
definici —x = y & x + y = 0 a ostré uspofadani < pomoci < definicix <y & (x < yA-x =y).
Rozvedte formuli —x < y na formuli ptivodniho jazyka.

Reseni. Definovany term —x nahradime novou proménnou z vazanou existenénim kvantifikatorem
(a dodame definujici podminku x + z = 0); definovany predikat < rozepiSeme:

—x <y = (32)(§Z£yAﬁz:y) Ax+z=0).

Z<y zZ==X

Vysledna formule je v jazyce (+,0,<) a je T’-ekvivalentni s —x < y.

3.3 Skolemizace

Skolemizace odstrani existenéni kvantifikatory zavedenim novych funkénich symbola (,,svédka jako
funkci“) a pfevede teorii na otevienou — za cenu, Ze nova teorie je s ptivodni ekvisplnitelnd, ne nutné
ekvivalentni. To staci pro diikaz sporem (rezoluci).

& Definice — Ekvisplnitelnost

Teorie T a T’ (i v riznych jazycich) jsou ekvisplnitelné, pokud plati: T ma model pravé tehdy, kdyz
T’ méa model.
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& Definice — Skolemova varianta

Necht ¢ = (Vxp)- (Vx,)(3y)Y je sentence v PNF, kde pfed (Jy) stoji pravé univerzalni
kvantifikatory (Vx;),...,(Vx,,). Zavedeme novy m-arni funkéni symbol f a nahradime ¢ za
(Vx1) -+ (Vx) ¥(y/ f(x1, ..., %p)). Opakovanim pies viechny existenéni kvantifikatory (vzdy zleva)
vznikne Skolemova varianta ¢°; postupu fikdme skolemizace. Arita kazdého f je pocet univerzalnich
kvantifikatori nalevo od ruseného 3 — nestoji-li nalevo zadny, je f konstanta.

WA Véta — Skolemova véta

Kazda teorie méa otevienou konzervativni extenzi. Specialné kazda sentence ¢ je se svou Skolemovou
variantou ¢° ekvisplnitelna.

»Existuje y* pro kazdou volbu x, ..., x;, znamena, Ze y je funkci téchto x; tu funkeci
pojmenujeme novym f a y ji nahradime (volba svédka = axiom vybéru). Skolemova varianta ¢°
neni ekvivalentni ¢ (mluvi o bohats$im jazyce), ale je s ni ekvisplnitelna, coz pro hledani sporu staci.
Postup: PNF — generalni uzaveér (sentence!) — skolemizace — vypusténi ¥V — CNF. Pozor: skolemizovat
se musi ze sentence — pro (3y)E(x, y) neni E(x,c) Skolemova varianta (naptfed generalni uzavér

(Vx)(3y)E(x, y), pak E(x, f(x))).

P Piiklad — Skolemizace

Zadani. Skolemizujte sentence (a) (Vx)(3y)(Vz)(Iw) P(x, y,z,w) a (b) (3y)(Vx) O(x, y).
Reseni.
(a) Pfed (Fy) stoji (Vx) = y — f(x) (unarni f); pred (Iw) stoji (Vx), (Vz) = w > g(x, z) (binarni
g)- Po vypusténi V:

P(x, f(x),z, g(x, z)) (oteviené jadro Skolemovy varianty).

(b) Pfed (Iy) nestoji zadny V = y — ¢ (konstanta). Vysledek: .
Obé oteviené formule jsou s ptivodnimi sentencemi ekvisplnitelné a Ize je rovnou pfevést do CNF
(mnoziny klauzuli) pro rezoluci.

4 Dokazatelnost: tablo metoda, rezoluce, Hilbert

Dokazovaci systém formalizuje ,,dokazovani“ jako syntaktickou proceduru: ditkaz je kone¢ny objekt,
ktery lze algoritmicky ovéfit. Piseme T + ¢ (,,¢ je dokazatelna z T*). Zadame korektnost (T +— ¢ = T k ¢
- co dokazeme, plati) a idealné uplnost (T F ¢ = T + ¢ — co plati, dokaZeme). Tablo i rezoluce dokazuji
sporem: vyvrati T U {—¢}.

4.1 Tablo metoda ve vyrokové logice

& Definice — Tablo, polozka, tablo dukaz

Polozka je Ty nebo Fy (,,y v hledaném modelu plati/ neplati®). Tablo z teorie T je strom oznackovany
polozkami, ktery vznika z kofene redukcemi (pfipojenim atomického tabla pro polozku na vétvi dle
tabulky niZe) a pfipojenim Ta pro libovolny axiom « € T. Vétev je sporna (znacka ®), obsahuje-li
Ty i Fy; dokoncend, je-li sporna nebo ma vsechny polozky zredukované a obsahuje vSechny axiomy.
Tablo diikaz ¢ z T je sporné tablo s Fo v kofeni (tehdy T + ¢); zamitnuti je sporné tablo s T v kofeni.
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polozka  rozvoj polozka  rozvoj

T=g Fo F=g To
Teny) To, Ty Flony) Fo | Fy
Tevy) Te | Ty Flovy) Fo, Fy
T¢—y) Fo|Ty Flo>y) To, Fy
Tleey) To.Ty | Fo.Fy  Flpoy) Te.Fy | Fo.Ty
Atomicka tabla. Carka ,,,“ = polozky pod sebou na téze vétvi; svislitko ,|“ = rozvétveni. (Pravidla ¢tou ,jak mize

polozka nastat®: F(p — ) jen tak, Ze plati ¢ a neplati /.)

@ Intuice. Tablo hleda protipriklad: do kotene dame Fo (,kéz ¢ neplati“) a rozvijime disledky.
Sporna vétev (®) znamena, ze protipriklad na ni neexistuje; kazda vétev sporna = protipriklad
neexistuje viibec = ¢ plati. Naopak dokoncena bezesporna vétev dava protipriklad: kanonicky model“
v(p) = 1 pravé kdyz je na vétvi Tp.

F(((p — D= P ?)
T((p—q) — p)
F‘p
F(p— q)/ \Tp
T‘p 6‘9
F‘q
®

Tablo ditkaz Peirceova zékona ((p = q) — p) — p. Koten Fy; po redukci F— mame T((p—q)—p) a Fp,
redukce T— vétvi na F(p—q) | Tp. Prava vétev: Tp proti Fp ®. Leva: F(p—q) da Tp, Fq, opét T p proti
Fp ®. Obé vétve sporné = I ¢ (tautologie).

P Piiklad — Tablo: dukaz vs. protipiiklad

Zadani.

(1) Dokazte tablo metodou, Ze {—q, p V g} F p. (2) Tablo metodou rozhodnéte, zda je (-q V p) — p
tautologie.

Reseni.

(1) Kofen Fp; pfipojime axiomy T—q a T(p V q). Redukce T—g ~» Fq. Redukce T(p V q) vétvi
na Tp | Tq: leva Tp proti Fp ®, prava Tq proti Fg ®. Obé sporné = {-q,p V q} + p, tedy
(korektnost) i F p.

(2) Koten F((—q Vv p) — p); redukce F— da T(=q V p) a Fp. Redukce T(~q V p) vétvi na T-q | Tp:
prava T'p proti Fp ®; leva T—q ~ Fq je dokoncena a bezesporna (Fp, Fg). Kanonicky model
v = (p=0,q=0): (g V p) = 1, ale p = 0, takze 1 — 0 = 0 — protipriklad. Formule neni
tautologie.
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(1) sporné tablo = dukaz (2) oteviena vétev = protimodel
Fp F((=q v p) = p)
Tq ds A
T(pvaq) Fp
F‘ q T—|q/ A Tp
RN ! \
w' oo
® ® v
Obé vétve sporné: {-q, p Vv q} - p. Vétev {Fp, Fq} bezespornd = protimodel (0, 0).

4.2 Tablo metoda v predikatové logice

V PL pracuji polozky se sentencemi (formuli i axiomy nahradime generalnimi uzavéry). Spojkové rozvoje
jsou stejné, pribyvaji kvantifikatorova pravidla dvojiho druhu:

typ ,vsichni“ (libovolny termt) typ ,,svédek® (novy konstantni symbol c)

T(Vx)p(x) ~» To(x/t) T(3x)p(x) ~> To(x/c)
F(3x)p(x) ~ Fo(x/t) F(Vx)p(x) ~ Fo(x/c)

»ovédek® (T3, FV): existenci dosvédéi novy konstantni symbol ¢ — pojmenuje onen prvek
(formalné véta o konstantach). ,Vsichni® (TV, F3): smime dosadit libovolny term, a aby byla vétev
dokoncena, musime postupné dosadit v§echny termy (proto tato polozka zustava ,nehotova“ a mize
generovat nekonecnou vétev). V jazyce s rovnosti pfidime axiomy rovnosti (reflexivita a slucitelnost
= s funkcemi i relacemi), které vynuti, Ze = se chova jako identita.

F[(Vx)(P(x) = Q(x)) = ((¥x)P(x) = (Vx)Q(x))]
T (VX)(P(J‘C) - 0(x))
F ((Vx)P(x) L» (Yx)Q(x))
T (Vx‘)P(x)
F (Vx‘)Q(X)
F Q‘(c) svédek: novy ¢
T P(c) wvsichni:t=c

T (P(C) - Q(C)) vSichni: t = ¢
— ~
F P‘(c) T Q‘(c)

® ®
Tablo dikaz (Vx)(P(x) — Q(x)) — ((Vx)P(x) — (Vx)Q(x)). Z FV vznikne svédek FQ(c); polozky
,vsichni“ T(Vx)P a T(Vx)(P — Q) dosadime tyz c. Redukce T(P(c)—Q(c)) vétvi: FP(c) proti TP(c) ®,
TQ(c) proti FQ(c) ®. Obé vétve sporné = formule je dokazatelna.

4.3 Rezoluc¢ni metoda ve vyrokové logice

Rezoluce pracuje s CNF v mnoZinové reprezentaci: klauzule je mnozina literalti, formule je mnozina
klauzuli, prazdna klauzule [ | je nesplnitelna. M4 jediné pravidlo a dokazuje sporem (zamitnutim).
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B Definice — Rezoluéni pravidlo, zamitnuti

Maji-li klauzule C; literal € a C, opacny literal ¢, je jejich rezolventa (ptes €)
C=(C\{Hu(C\{h.

Rezoluéni ditkaz klauzule C z formule S je posloupnost klauzuli konéici C, kde kazda je z S nebo
rezolventou dvou predchozich. Zamitnuti S je rezolu¢ni dikaz [ ]; pak je S nesplnitelna.

Rezoluce je pravidlo fezu: z £V A a £ V B plyne A Vv B (at je £ pravdivy ¢i ne, jedna
z klauzuli to ,nepokryje”, takze plati zbytek). Odvozeni | | znamena, ze pozadavky jsou neslucitelné.
Pozor: nelze fezat pres dvé dvojice naraz - {p, q}, {—p, ~q} daji jen {q, ~q} ¢i {p, ~p} (tautologie), nikoli
[](a jsou splnitelné).

{p.¢} {p.~q} {-p.¢} {=p.~q}

N N

{p} / {-p}
\ /p
[

Rezoluéni strom: zamitnuti nesplnitelné S = {{p, g}, {p, =g}, {-p, g}, {~p, ~q}}. Rez pies q d4 {p} a {-p},
fez pfes p da|[] Listy jsou klauzule z S, kofen je [ ]

P Piiklad — Rezoluéni dukaz v teorii

Zadani.
Rezoluci dokazte, ze z T = {-p — =g, ~q = —r, (r = p) — s} plynes.

Reseni. Podle véty ,platnost = nesplnitelnost® staéi zamitnout T U {-s}. Pfevod do CNF (kriticky je
treti axiom: (r - p) > s~ (rvs) A (-pVs)):

S ={{p.~a} {g. v} {r.sh {op.sh st

Zamitnuti (kazdy krok = fez pfes vyznaceny literal):
/s /r /9
tshinst =k Ihie -t —ah {gh{p. ¢ — {pk;

fshopst 2 Gk (bt 2

Tedy T U {—s} je nesplniteln4, a proto T E s.

frst {ost

\ %

{r} {q. -}
\ /f/
{r.qt {-s} {-=p.s}

{q}
\ / ff/ /,5/
{r}

{-p}
\D// !

Rezoluéni strom zamitnuti S = T U{—s}. Leva vétev fezy pies s,r, g vyrobi {p}, vpravo z {—s} a {-p, s}
vznikne {-p}; fez pies p da[] Klauzule {-s} vstupuje do dvou fezil, proto je listem dvakrat. Listy
jsou klauzule z S, koten je []
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4.4 Rezoluce v predikatové logice

Po skolemizaci (sekce 3) je teorie mnozinou klauzuli s termy a proménnymi. Rezoluce pfibira unifikaci:
pred fezem ztotoznime literaly substituci.

B Definice — Unifikace, rezoluéni pravidlo s unifikaci

Substituce o je nejobecnéjsi unifikace (mgu) mnoziny vyrazi{Ey, ..., Ex}, je-li Ejo = --- = Exo akazda
jina unifikace pres ni ,,vznikne“. Rezolucni pravidlo: klauzule Cy, Cy s disjunktnimi proménnymi,
C; = C{U{Ay,..., A}, Cy = Cj U {—By,...,7B,}; je-li 0 mgu mnoziny {A;, ..., A,, By, ..., By}, je
rezolventou C = C{o U Cy0.

Unifikator mnoziny vyrazu je substituce, ktera je syntakticky ztotozni (E,o = --- = Eo).
Nejobecnéjsi z nich (mgu) je ,nejméné zavazujici“: svaze jen nezbytné a kazdy jiny unifikator 6 z néj
vznikne dodate¢nym dosazenim, 6 = o A. Napt. P(x) a P(y) ma mgu o = {x/y} (vysledek P(y)); také
0 = {x/a, y/a} je unifikuje, ale konkrétnéji (0 = oA s A = {y/a}) — zbyte¢né se upnul na a. V rezoluci
proto bereme vZdy mgu: s konkrétnéjsi unifikaci bychom ztratili obecnost rezolventy a rezoluce by
nebyla uplna (mgu je jednoznacny aZ na pfejmenovani proménnych).
Klauzule maji lokalni proménné (implicitné univerzalné kvantované), proto je pfed fezem pfejmenu-
jeme na disjunktni a pak unifikujeme fezané literaly nejobecnéjsim zptsobem (mgu). Mgu hledame
zleva: porovnavame termy a vynucujeme potfebné rovnosti. Napi. P(f(x), y) a P(f(a), w) unifikuje
o = {x/a, y/w}; naopak x a f(x) unifikovat nelze, protoze x se vyskytuje uvnitt f(x) (tzv. occurs-
check). Na rozdil od vyrokové logiky je dovoleno fezat pres vice literald naraz: po unifikaci se totiz dva
literaly téze klauzule mohou ztotoznit (,,faktorizace*), napt. {P(x), P(y)} se ptes {x/y} slije na {P(y)}.
Korektnost a Giplnost zustavaji (Uplnost se ,,zvedne* z vyrokové pfes Herbrandovu vétu).

B Piiklad — Rezoluce v PL: holi¢uv paradox

Zadani.
»Kazdy holi¢ holi pravé ty, kdo neholi sami sebe.” Dokazte rezoluci, Ze Zadny holi¢ neexistuje. Jazyk
(B, S) (B(x) — ,,x je holi¢“, S(x,y) — ,,x holi y*).
Reseni.
Formalizace.
,Holi¢ holi pravé ty, kdo neholi sami sebe“ dava ekvivalenci S(x, y) <> =S(y, y) platnou pro kazdého
v, jakmile je x holi¢:
T = {(Vx)(B(x) = (¥y)(S(x, y) © =S(y, y)))}-

Dokazované tvrzeni je y = =(3x)B(x) (,,neexistuje holi¢*); podle ,platnost = nesplnitelnost* zami-
tame T U {—/}, kde —¢/ = (Ix)B(x).
Skolemizace a CNF.
Jediny existenéni kvantifikator je v negovaném cili.

« Negovany cil (3x)B(x): pfed 3x nestoji zadny V, svédek je tedy konstanta ¢ — vznikne B(c)

(klauzule Gs).
« Premisa: po rozepsani < a zatazeni B(x) pod Vy je ¢isté univerzalni

(Y)(YY)(BG) = [(SCr, ) = =8, 7)) A (<83, 9) = SGx, )]),

takZe neobsahuje Zadny 3 a skolemizovat neni co (zadné Skolemovy funkce).
Vypusténim V a prevodem jadra premisy do CNF (—B(x) se distribuuje ptes obé implikace) vzniknou
dvé klauzule; po pfejmenovani proménnych na disjunktni (x, y v prvni, u, v ve druhé) dostavame

§ = {B0), 50, ), 5oy} 1B, =5, ), =5 W}, (B}
G G, G
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Rezoluce.

Rez Cy, C, probéhne ptes vsechny jejich S-literdly naraz. Mgu najdeme krok po kroku: ztotoznime
S(x,y) s S(y, y) (vynuti x/y), pak S(u, v) s tymz S(y, y) (vynuti u/y, v/y); tim se i S(v, v) stane S(y, y).
Spole¢né mgu je o = {x/y,u/y,v/y} a vSechny ¢tyfti S-literaly splynou na S(y, y), takze rezolventa
je {~B(y)}. Rez s C; (unifikace {y/c}) da[] Zadny holi¢ tedy nemize existovat.

{=B(x),5(3,y),S(x,»}  {~Bw), ﬂ/S(v, v), ~S(u, v)}
o={x/y,u/y,v/y}
e
{-B(»)} {B(c)}

\ o= {y/c}/
e

il

Rezoluéni zamitnuti holi¢ova paradoxu. Rez C;, C, pies dva literaly (unifikace o je sjednoti na S(y, y))
da {=B(y)}; po fezu s {B(c)} vznika ] U hran jsou pouzité unifikace.

4.5 Hilbertovsky kalkulus

© Poznamka. Hilbertovsky kalkulus je téeti systém: pevna schémata axiomu (logickych tautologii,
napf. ¢ = (y — ¢); v PL navic (Vx)p — ¢(x/t)) a jediné odvozovaci pravidlo modus ponens (z ¢
a ¢ — ¥ odvod ¥); v PL jesté pravidlo generalizace. Ditkaz je posloupnost formuli, kazda axiom nebo
odvozena z predchozich. Je korektni a uplny, ale dikazy se hledaji pracné — hodi se spis teoreticky.
Plati véta o dedukci: pro sentenci¢ je T,¢ - < T + ¢ — ¢ (pro formuli s volnou proménnou
by generalizace vétu pokazila).

4.6 Souhrnnai loha: model teorie

Nasledujici realna otazka SZZ propojuje syntaxi (formalizace), sémantiku (model teorie) i dokazatelnost
(hledani modelu vs. zamitnuti).

B Piiklad — SZZ léto 2024 ¢&. 4: Model teorie

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 4 — Model teorie)
Zadani.

(1) Definujte pojmy struktura jazyka L = (R, F ) a model teorieT.

(2) V jazyce L = (Z,S, P) (unarni predikaty: ,slozit zkousku®, , mit Stésti“, , byt pfipraven*)
vyjadrete: (a) Ne kazdy, kdo slozi zkousku, ma stésti, ale kdo ma stésti, zkousku slozi. (b) Stésti
preje pripravenym. (Kdo je pripraven, ma stésti.) (c) Nejaky student byl pripraven, ale zkousku
neslozil.

(3) Pro Ty = {1, 02} a Ty = {@1, 92, 3} najdéte model, nebo formalné dokazte, ze zddny nema.
Reseni.
(1) Struktura o = (A, R¥,F?) je neprazdna doména A s realizacemi: RY C AxR) pro kazdy

rela¢ni symbol a f : A*(f) - A pro kazdy funkéni symbol (konstanta ¢? € A). Model teorie
T je struktura, v niz plati vSechny axiomy T.
(2) Pfirozena formalizace:

¢ = (V0)(Z(x) = S(x)) A (Vx)(S(x) = Z(x)),

¢ (VO(P(x) = S(x)), @5 = B0)(P(x) A ~Z(x)),
kde (dle zadani) Z znadi ,slozit zkousku®, S ,mit stésti“, P byt pfipraven*.
(3) T; ma model: jednoprvkova doména A = {0} s Z¥ = {0}, S = P¥ = @. Ovéieni: ¢, plati (nikdo
neni pfipraven), ¢; plati, protoze (Vx)(S(x) — Z(x)) je vakudzné pravdivé a =(Vx)(Z(x) —
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S(x)) plati, nebot 0 € Z, 0 ¢ S.

T, model nema: z @3 je néjaky a pripraven a neslozil (P(a), =Z(a)). Z ¢, pak S(a), z druhé
casti ¢q (tj. S(a) — Z(a)) dostavame Z(a) — spor s =Z(a). Formalné prevedeme T, na klauzule
(skolemizace + CNF): z p3 = (Ix)(P(x) A =Z(x)) skolemizaci (existenc¢ni svédek — konstanta a)
vzniknou {P(a)} a {—=Z(a)}; z ¢, klauzule {=P(x), S(x)} a z druhé &asti ¢y, tj. (Vx)(S(x) = Z(x)),
po pfejmenovani proménné klauzule {-S(y), Z(y)}. Prvni ¢ast ¢; da skolemizaci (dalsi konstanta
b) klauzule {Z(b)}, {=S(b)}, ty ale k zamitnuti nepotfebujeme. Rezoluci (strom nize) odvodime
[ takZe T, nema model.

{P(a)} {ﬂng), S(x)}
{x/a}
{S(a)} {=S(»), Z(y)}
fy/at”
{Z(a)} {-Z(a)}

No?

Rezoluéni zamitnuti T, (svédek a z ¢;): fezy s unifikacemi {x/a}, {y/a} vedou k [], takze T, nema model.

5 Véty o kompaktnosti a aplnosti

Metavéty spojuji obé patra logiky: korektnost a tiplnost ztotozni dokazatelnost s platnosti, kompaktnost
a Lowenheim-Skolemova véta jsou jejich silné dusledky. U vSech stac¢i znat znéni a vyznam.

5.1 Korektnost a uplnost

WA Véta — O korektnosti a aplnosti

Tablo metoda i rezoluce jsou korektni a uplné: pro kazdou (spocetnou) teorii T a sentenci ¢ plati

T <= Teko.

(Pro rezoluci ve tvaru: mnozina klauzuli je nesplnitelna pravé tehdy, kdyz je rezoluci zamitnutelna.)

Korektnost (= k) je ,bezpecnost*: co dokaZeme, opravdu plati (sporné tablo nemiize
mit model). Uplnost (- = ) je ,,sila“: kazdou platnou véc kalkulus dokaze (z dokon¢ené bezesporné
vétve bychom jinak sestrojili kanonicky model — protiptiklad). Dohromady je dokazatelnost presné
platnost: syntaxe a sémantika ,,vidi totéz“ (viz obrazek).

korektnost: F=k

Syntaxe Sémantika
dokazatelnost T + ¢ platnost T k ¢
tablo - rezoluce - Hilbert modely teorie

<

uplnost: k=
z uplnosti + konecnosti ditkazil plyne véta o kompaktnosti

Korektnost a uplnost ztotoznuji dokazatelnost () s platnosti (k). Tablo dikaz je vzdy konecny, pouZije
tedy jen kone¢né mnoho axiomi - odtud kompaktnost.

© Poznamka. ,Uplnost” a , kompletnost” nezaménovat. Uplnost kalkulu je vlastnost dokazo-
vactho systému: T £ ¢ = T + ¢ (co plati, umime dokazat). Kompletni teorie je vlastnost teorie: o kazdé
sentenci rozhodne - je v ni pravdiva, nebo 17iva (z4dna oteviena otazka; viz sekci 6). Jsou to razné

18



pojmy s matoucné podobnymi nazvy. Pozor zvlast na Godela: ,,véta o neiplnosti“ (sekce 6) fika, ze
dostate¢né silna teorie neni kompletni — popira tedy kompletnost teorie, nikoli tiplnost kalkulu (ta
plati dal).

5.2 Veéta o kompaktnosti

W Véta — O kompaktnosti (vyrokové i predikatové logiky)

Teorie ma model pravé tehdy, kdyz ma model kazda jeji konecna ¢ast.

Jedna implikace je trivialni (model celku je modelem kazdé ¢asti). Druha je obsahem
véty: lokalni splnitelnost (po koneénych kouscich) vynuti globdlni. Diivod (naért): nema-li T model,
je sporna, tedy T I [ ] (iplnost); ale ditkaz je konecny a pouzije jen kone¢né mnoho axiomt 7" C T —
a uz ta konec¢na T’ je sporna. Kompaktnost je most mezi kone¢nym a nekone¢nym.

P Piiklad — Pouziti kompaktnosti

Zadani.
Ukazte, Ze (spoCetné) nekoneény graf G je bipartitni (2-obarvitelny), pravé kdyz je bipartitni kazdy
jeho konecny podgraf.

Reseni. Pro kazdy vrchol v vezméme prvovyrok p, (,,v ma barvu 1“) a teorii

T={p, < p, : {u,v}€EG)}

(,,sousedé maji rizné barvy“). Modely T odpovidaji dvojobarvenim G, tedy G je bipartitni pravé
tehdy, kdyz ma T model. Podle kompaktnosti staci, aby méla model kazda konecna T’ C T. Takova
T’ mluvi o kone¢né mnoha hranach, tj. o kone¢ném podgrafu G’; ten je z pfedpokladu bipartitni,
a jeho obarveni je modelem T’. Tedy T ma model a G je bipartitni. (Stejnou Sablonou se dokaze
k-obarvitelnost nebo rozsireni éasteéného usporadani na linearni.)

Druha slavna aplikace: k Th(IN) (vSem pravdivym sentencim standardni aritmetiky)
pridame konstantu ¢ a axiomy n < ¢ pro vSechna n. Kazda kone¢na ¢ast ma model (c = dost velké
¢islo), takze podle kompaktnosti ma model i celek — nestandardni model aritmetiky s prvkem vétsim
nez vSechna ,jobycejna“ ¢isla.

5.3 Lowenheim-Skolemova véta

W Véta — Lowenheim-Skolem

Kazda bezesporna teorie ve spofetném jazyce ma spocetny model (bez rovnosti spocetné nekoneény;
s rovnosti kone¢ny nebo spocetné nekoneény).

Plyne z tplnosti: dokoncené bezesporné tablo da kanonicky model, jehoz doménou
jsou konstantni termy — a téch je jen spocetné. Dusledek je prekvapivy: i teorie ,,velkych® struktur
(napf. redlnych ¢isel) ma spocetny model. Odtud plyne existence elementarné ekvivalentnich, ale
neizomorfnich struktur: Th((R, <)) ma spocetny model, a ten s nespocetnou (R, <) izomorfni byt
nemuze (konkrétné (Q, <) = (R, <), viz DeLO v sekci 6).
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6 Rozhodnutelnost

Posledni otazka je algoritmicka: umime pro danou teorii strojové rozhodnout, co z ni plyne? Kli¢em je
pojem kompletni teorie a jeho vztah k rozhodnutelnosti.

6.1 Kompletni teorie a kritéria kompletnosti

B Definice — Kompletni teorie, elementarni ekvivalence

Struktury o/, & jsou elementarné ekvivalentni (of = 9RB), plati-li v nich tytéz sentence. Teorie T je
kompletni, je-li bezesporna a kazda sentence je v ni pravdiva, nebo 17iva (taz definice jako ve vyrokové
logice, sekce 2). Ekvivalentné: T je kompletni pravé tehdy, kdyz ma jediny model aZ na elementarni
ekvivalenci.

Kompletni teorie ,,iplné popisuje* svij typ struktury — o zadné sentenci nenechava
otazku otevienou. Pozor: na rozdil od vyrokové logiky to neznamena jediny model (jeden model ma
vzdy nekoneéné mnoho izomorfnich kopii), jen jedinou teorii struktury Th(/).

W Véta — Kritérium kompletnosti pies w-kategoricitu

Je-li teorie T ve spoCetném jazyce w-kategorickd (ma az na izomorfismus jediny spocetné nekoneény
model) a je-li jazyk bez rovnosti, nebo T nema kone¢né modely, pak je T kompletni.

Myslenka: podle Lowenheim-Skolemovy véty je kazdy model T elementarné ekvivalentni
néjakému spocetné nekone¢nému modelu (bez rovnosti vzdy, s rovnosti pro nekoneéné modely —
proto predpoklad, Ze kone¢né modely nejsou). Ten je ale podle w-kategoricity az na izomorfismus
jediny, takZe jsou v§echny modely T navzajem elementarné ekvivalentni — a to je kompletnost. Piiklad:
DeLO (husta linearni uspofadani bez konci, jako (Q, <)) je w-kategoricka (metoda ,,cik-cak*), tedy
kompletni; teorie tak rozhodne kazdou sentenci o hustych linearnich uspofadanich bez koncu.

6.2 Rozhodnutelnost a jeji vztah ke kompletnosti

& Definice — Rozhodnutelna teorie

Teorie T je rozhodnutelnd, existuje-li algoritmus, ktery pro kazdou vstupni sentenci ¢ dobéhne
a odpovi, zda T k ¢. Je rekurzivné axiomatizovand, lze-li algoritmicky rozpoznat, které formule jsou
jeji axiomy.

w Véta— Kompletnost dava rozhodnutelnost

Bezesporna rekurzivné axiomatizovana a kompletni teorie je rozhodnutelna.

Algoritmus: pro vstup ¢ konstruujeme paralelné systematické tablo dikazy pro ¢ (tablo
s Fg) a pro ¢ (tablo s Te). Z kompletnosti je dokazatelna pravé jedna z nich, a diky korektnosti+upl-
nosti a konec¢nosti ditkaza se prislusné tablo po kone¢né mnoha krocich uzavre — algoritmus tak
vzdy dobéhne a odpovi. (Sama rekurzivni axiomatizace dava jen ¢astecnou rozhodnutelnost; teprve
kompletnost zaruéi, Ze se do¢kame i zaporné odpovédi.)



6.3 Priklady rozhodnutelnych a nerozhodnutelnych teorii

Rozhodnutelné Nerozhodnutelné

husta linearni uspofadani (DeLO) predikatova logika obecné (Churchova véta)
Presburgerova aritmetika Th({IN, S, +, 0)) plnéa aritmetika Th(IN) (s + i -)

algebraicky uzavfena télesa Robinsonova/Peanova aritmetika

realné uzaviena télesa (i euklidovska geometrie) Hilbertav 10. problém (diofantické rovnice; pro-
blém, ne teorie)

teorie koneéné struktury (v kone¢ném jazyce)  teorie grup, ZFC

W Véta — Churchova véta

Predikatova logika je nerozhodnutelna: neexistuje algoritmus, ktery by pro kazdou vstupni formuli
(v libovolném jazyce, ten je soucasti vstupu) rozhodl, zda je logicky platna ( ¢).

Dokazuje se redukci z nerozhodnutelného problému (existence ptirozeného feseni diofan-
tické rovnice, Hilberttiv 10. problém): pro sentenci ¢ = (3%) p(x) = (%) platiN F ¢ = F o — ¢,
kde g je konjunkce (kone¢né mnoha) axiomt Robinsonovy aritmetiky Q. Algoritmus na platnost
by tedy rozhodl i Hilbertav problém. Nerozhodnutelnost je vlastnost obecného ptipadu: v jazyce
jen s unarnimi relaénimi symboly (bez funkénich) je platnost rozhodnutelna. Predikatova logika je
ovsem castecné rozhodnutelna (je-li k ¢, tablo to po kone¢né krocich potvrdi) — jen u neplatnych
formuli vypocet nemusi skondit.

W Véta — Godelovy véty o netplnosti

(1. véta) Kazda bezesporna rekurzivné axiomatizovana teorie obsahujici ,,dostatek aritmetiky“ (Ro-
binsonovu aritmetiku), jejimz modelem je standardni N, je neuplnd, tj. neni kompletni: existuje
sentence pravdiva v IN, kterou teorie nedokaze ani nevyvrati. (2. véta) Je-li navic dostate¢né silna
(postaci extenze Peanovy aritmetiky), nedokaze (zformalizovanou) viastni bezespornost.

Aritmetika pfirozenych ¢isel je principialné ,prilis bohata“ na uplné efektivni zachyceni:
pravdivost v IN nelze ztotoznit s dokazatelnosti v Zadné rozumné teorii. Proto Th(IN) ani neni
rekurzivné axiomatizovateln, a je nerozhodnutelna. (Dikazy — diagonalizace, aritmetizace syntaxe —
jsou nad ramec M6; staci znat znéni a smysl.)

Shrnuti

© Poznamka. Kli¢ové vlastnosti a vzorce (piehled k SZZ). Stru¢ny vyéet klicovych definic,
vét a vzorct okruhu Mé6. Zkratky: VL = vyrokova logika, PL = predikatova logika prvniho fadu,
mgu = nejobecnéjsi unifikator.

Syntaxe VL a PL.

« VL: jazyk = neprazdna mnozina prvovyroki P; formule induktivné (p € P; —¢; ¢ []¢); strom
vyroku = strukturalni analyza; podvyrok = podstrom.

« PL: jazyk dan signaturou (%, %) (rela¢ni a funkéni symboly s aritami; konstanta = nularni
funkce). Termy induktivné (proménné, konstanty, f(t,...,t,)). Formule: atomy R(f) nebo =, pak
=, [ (Vx)e, (3x)e.

« Vyskyt proménné x je vazany uvniti (Vx)y nebo (3x)y, jinak volny. Otevienad formule = bez
kvantifikatoru; uzavrena (sentence) = bez volné proménné. Sentence ma hodnotu nezévisle
na ohodnoceni.

21



« Instance ¢(x/t): nahrad volné vyskyty x termem ¢ (podminka substituovatelnosti: t nesmi za-
chytit volnou proménnou). Varianta: pfejmenuj vazanou proménnou (bezpecna piiprava pred
dosazenim).

o Struktura of = (A, R9 F9 ): neprazdna doména A; pro n-arni R: realizace R C A" pro n-arni
f: f“d : A" — A (konstanta ¢ € A). Model teorie T = struktura, v niz plati viechny axiomy.

Normalni formy (CNF, DNF, PNF) a skolemizace.

« Literal = p nebo —p; klauzule = disjunkce literalt; elementarni konjunkce = konjunkce literali.
CNF = konjunkce klauzuli; DNF = disjunkce elem. konjunkci; existuji vzdy ke kazdé formuli.

+ Prevod sémanticky: DNF = jedna elem. konjunkce na kazdy model ( p"(p)); CNF = jedna klauzule
na kazdy nemodel (pl_"(f’)). Pfevod upravami: eliminuj <, —; zatla¢ - k listim (de Morgan);
distribuuj.

+ Prazdna klauzule [ ] je nesplnitelna; prazdna elem. konjunkce je tautologie. CNF tautologie <=
kazd4 klauzule obsahuje opaé¢né literaly; DNF splnitelné <= 3 elem. konjunkce bez opa¢nych
literalt. CNF je vstupem SAT (NP-tplné; fesi se rezoluci nebo DPLL).

« PNF (prenexni): tvar (Q;x;) - (Q,x,) ¢’, kde Q; € {V, 3} a ¢’ oteviena. Postup: eliminuj <, —;
flip ~Q ~ Q—; vytahuj kvantifikatory ven. Kli€ova past: V v antecedentu implikace se preklopi
na 3 ((vx)g) = ¥ ~ @)@ — V).

- Skolemizace: sentence - PNF — nahrad kazdé (3y) (pfed nimz stoji Vx, ..., Vx,,) novym
m-arnim funkénim symbolem f(xy, ..., %,) (m=0: konstanta) — vypust zbylé V. Vysledek je
ekvisplnitelna oteviena teorie (ne ekvivalentni); nutno skolemizovat ze sentence.

Sémantika: model, platnost, diisledek.

« VL: ohodnoceni v: P — {0, 1}, hodnota vyroku rekurzivné po stromu; v £ ¢, M(¢), M(T) =
(N M(¢,). PL: Tarskiho rekurze - H ((Vx)¢)[e] = minge 4 H (p)[e(x/a)]; 3 je max.

« Tautologie  ¢: M(¢) = Mp; sporny: M(¢) = @; nezavisly: vlastni neprazdna ¢ast; splnitelny:
M(p) # @. Kategorie jsou vzajemné vylu¢né (vyjma splnitelnost).

« Dusledek T F ¢: M(T) € M(¢) (kazdy model T je modelem ¢). Klicova ekvivalence: T ¢ —
T U {=¢} nema model - z4klad dukaz sporem (tablo, rezoluce).

« Analyza teorie nad |P| = n: celkem 2" ohodnoceni; teorie s k modely ma (25—2)- nezavislych
vyroku (libovolna volba na 2" — k ohodnocenich mimo M(T), netrivialni na k modelech T).

+ Kompletni teorie = bezesporna a bez nezavislé sentence. VL: pravé tehdy, kdyz ma jediny model;
PL: jediny model aZ na elementarni ekvivalenci (o = AB: tytéZ sentence).
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Extenze teorii.

« Extenze T’ teorie T (jazyk L C L’): Csq;(T) € Csqy,(T”); pro jednoduché extenze (L” = L)
ekvivalentni M(T”) C M(T) (vice axiomll = méné modela = silné&jsi teorie).

+ Konzervativni extenze: o pivodnim jazyce L nedokaze nic nového. Extenze o definice je vidy
konzervativni (kazdy model T se na model T” expanduje jednoznac¢né): rela¢ni R(x) < ¢/(%);
funkéni: nutno axiom existence a jednoznacnosti 7 v T.

o Ekvisplnitelnost: T a T’ (rizné jazyky) maji model oba, nebo zadny. Skolemizace = ekvisplnitelna
(ne ekvivalentni) extenze; staci pro dikaz sporem.

Dokazatelnost: tablo, rezoluce, Hilbert.

+ Obecné schéma: T - ¢ dokazeme sporem — sporujeme T U {—¢} (kofen tabla F¢; vstup rezoluce
T U {—¢} v CNF).

« Tablo VL: polozky Tiy/Fy; atomicka tabla: TA: oba pod sebou; FA: vétvi; TV: vétvi; Fv: oba; T—-:
vétvi (Fo | Ty); F—: T, Fy; T—: Fo; F—: To. Sporna vétev ®: Ty a Fiy na téze vétvi. Dokoncena
bezesporna vétev = kanonicky model v(p) =1 < Tp na vétvi.

« Tablo PL: tytéz spojkové rozvoje + kvantifikatorova pravidla — ,,svédek” (T(3x)p ~> To(x/c),
F(¥x)p ~» Fp(x/c), kde c novy): pfidame konstantu pro existenci; ,,v8ichni“ (T(Vx)p ~> To(x/t)
pro libovolny term ¢, F(3x)p ~> Fp(x/t)): polozka zustava ,nehotova“, opakuje se. Jazyk s rov-
nosti: pfidej axiomy rovnosti.

« Rezoluce VL: CNF v mnozinové repr.; rezolventa C;, C, pies literal & (C; \ {€}) U (G, \ {€});
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zamitnuti = odvozeni []; nesplnitelnd4 < zamitnutelna. Rez vzdy jen pfes jednu dvojici
opacnych literalti (ne pfes dvé zaroven).

» Rezoluce PL: skolemizace + CNF — pfejmenuj proménné klauzuli na disjunktni — najdi mgu
fezanych literald (occurs-check: x nelze unifikovat s f(x)) — rezolventa = zbytky po aplikaci
mgu.

«+ Hilbert: schémata logickych tautologii jako axiomi + modus ponens; v PL navic generalizace.
Véta o dedukei (pro sentenci ¢): T,¢ = < T + ¢ — . Spise teoreticky nastroj.

Veéty o korektnosti, uplnosti a kompaktnosti.

« Korektnost (-=F): co je dokazatelné, plati. Uplnost (F=+): co plati, je dokazatelné. Dohromady
T+ ¢ < Tk ¢.Prorezoluci: S nesplnitelna < S rezoluci zamitnutelna.

« Pozor na zaménu: uplnost kalkulu (k=1 vlastnost dokazovaciho systému) # kompletnost teorie
(o kazdé sentenci rozhodne, vlastnost teorie). Godelova véta o nedplnosti mluvi o nekompletnosti
teorie, ne o kalkulu.

« Kompaktnost: T ma model < kazda kone¢na T’ C T ma model. Plyne z tiplnosti (dtikaz
je koneény = pouzije jen kone¢né mnoho axiomu). Aplikace: nekone¢ny graf bipartitni <
kazdy koneény podgraf bipartitni; existence nestandardniho modelu aritmetiky.

+ Lowenheim-Skolem: bezesporna teorie ve spocetném jazyce ma spocetny model (bez rovnosti
spocetné nekonecny; s rovnosti koneény nebo spocetné nekoneény). Prekvapivy dusledek: i teorie
realnych c¢isel ma spocetny model.

Rozhodnutelnost.

« Kritérium w-kategoricity: teorie ve spocetném jazyce bez rovnosti (nebo bez kone¢nych modeli)
je kompletni, je-li w-kategoricka (jediny spoCetné nekoneény model aZ na =). Priklad: DeLO
(husta lin. uspofadani bez konct, jako (Q, <)) — w-kategoricka, tedy kompletni.

+ Rekurzivné axiomatizovana + kompletni = rozhodnutelna: paralelné budujeme tabla pro ¢ a —¢;
kompletnost zaruci, Ze jedno skon¢i po kone¢né krocich.

« Rozhodnutelné: DeLO; Presburgerova aritmetika Th((IN, S, +, 0)); algebraicky uzavtena télesa;
realné uzaviena télesa; teorie kone¢né struktury (v koneéném jazyce).

+ Nerozhodnutelné: predikatova logika (Churchova véta, jazyk je soudasti vstupu — redukce
z Hilbertova 10. problému; PL je ale ¢astecné rozhodnutelna: k ¢ tablo potvrdi, zdpornou odpovéd
ne); Th(IN) (plna aritmetika s +, -); Robinsonova/Peanova aritmetika.

+ Godelovy véty o neuplnosti (znéni): (1.) kazda bezesporna rek. axiomatizovana teorie s do-
statkem aritmetiky (a s modelem IN) neni kompletni (existuje sentence pravdiva v IN bez dikazu
i vyvraceni v T); (2.) takovéa teorie nedokaze vlastni bezespornost.

Zdroje

« J. Bulin: NAIL062 Vyrokova a predikatova logika: zapisky z prednasky, MFF UK, zimni semestr 2025
(priméarni zdroj vykladu: syntaxe a sémantika VL i PL, normalni formy, tablo metoda, rezoluce,
extenze a skolemizace, véty o tiplnosti a kompaktnosti, rozhodnutelnost, Gédelovy véty). Existuje
i anglicka verze Propositional and Predicate Logic: Lecture Notes.
https://github.com/jbulin-mff-uk/nail062

« J. Bulin: sady pfikladt ke cvi¢eni NAIL062 se vzorovymi feSenimi (kalibrace hloubky fesenych
prikladi).
https://github.com/jbulin-mff-uk/nail062/tree/main/tutorial/priklady

+ A.Nerode, R. A. Shore: Logic for Applications, 2. vyd., Springer, 1997, a M. Ben-Ari: Mathematical
Logic for Computer Science, 3. vyd., Springer, 2012 (ucebnice, na nichz stoji pfednaska).

« MFF UK: pozadavky ke statni zavérecné zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

23


https://github.com/jbulin-mff-uk/nail062
https://github.com/jbulin-mff-uk/nail062/tree/main/tutorial/priklady
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

	Úvod
	Syntaxe a normální formy (CNF, DNF, PNF)
	Jazyk a formule výrokové logiky
	Jazyk a formule predikátové logiky
	Normální formy výrokové logiky: CNF a DNF
	Prenexní normální forma (PNF)

	Sémantika: model, splnitelnost, tautologie, důsledek
	Sémantika výrokové logiky
	Sémantika predikátové logiky

	Extenze teorií: síla, konzervativnost, skolemizace
	Extenze a porovnání síly teorií
	Extenze o definice
	Skolemizace

	Dokazatelnost: tablo metoda, rezoluce, Hilbert
	Tablo metoda ve výrokové logice
	Tablo metoda v predikátové logice
	Rezoluční metoda ve výrokové logice
	Rezoluce v predikátové logice
	Hilbertovský kalkulus
	Souhrnná úloha: model teorie

	Věty o kompaktnosti a úplnosti
	Korektnost a úplnost
	Věta o kompaktnosti
	Löwenheim-Skolemova věta

	Rozhodnutelnost
	Kompletní teorie a kritéria kompletnosti
	Rozhodnutelnost a její vztah ke kompletnosti
	Příklady rozhodnutelných a nerozhodnutelných teorií

	Shrnutí
	Zdroje

