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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otdzky z minulych termint SZZ (2022-2026) zatazené
do okruhu S1. U otdzek s obrazkem je grafika ofiznuté z origindlnitho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselna data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad
zvefejnénych na webu MFF UK:
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Nacrty oznacené jako doplnéné jsou vlastni, oficidlni sada je k dané otazce neobsahuje.
Vlastni doplnéni k oficidlnimu nacrtu jsou zretelné oddélena. Pojmy a znaceni odpovidaji pred-
naskam predmétu NAIL120 Uvod do umélé inteligence (R. Bartdk, https://ktiml.mff.cuni.
cz/~bartak/ui_intro/) a ucebnici S. Russella a P. Norviga Artificial Intelligence: A Modern
Approach (https://aima.cs.berkeley.edu/).
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1 N-kraloven

(Redlnd otdzka: léto 2022, ¢. 9 — N-krdloven)
Zadani.

Problém N-kraloven (rozmistit N kraloven na Sachovnici N x N tak, aby se neohrozovaly
— za4dné dvé na stejném sloupci, fadku nebo diagonile). (a) Popiste vhodnou abstrakei pro
prohledavaci algoritmus (stavy, pfechodovy model, cilovou podminku). (b) Vyberte vhodny
informovany ¢i neinformovany prohledavaci algoritmus a zduvodnéte. (c¢) Ukazte, jak by se
problém modeloval a fesil jako problém spliiovani podminek (CSP).
Nacért reseni.

(a) Abstrakce pro prohledavani. Stav = ¢asteéné rozmisténi kréloven, napf. jedna v kazdém
z prvnich k sloupct tak, ze se vzadjemné neohrozuji. Po¢atecni stav = prazdnd Sachovnice.
Prechodovy model = pridani kralovny do dalsiho (k+1.) sloupce na radek, kde neohrozuje
zéddnou jiz polozenou kralovnu. Cilovd podminka = rozmisténo N kraloven (vSechny sloupce
zaplnény). Tim, Ze na kazdy sloupec ptijde pravé jedna kralovna, se prohledavaci strom
drasticky zuzi.

(b) Volba algoritmu. Neinformované prohledédvani do hloubky (DFS) s navracenim (backtrac-
king) je vhodné: TeSeni lezi v hloubce N, strom je koneény a DFS je paméfové nenaroc¢né.
Informované metody (A*, heuristiky) se obvykle nevyplati, protoze jde o splnéni podminek
(constraint satisfaction), ne o hledani nejkratsi cesty — vSechna FeSeni jsou ve stejné hloubce
a cena cesty neni relevantni.

(¢) Model jako CSP. Proménné Qi,...,Qn (po jedné na sloupec), doména {1,..., N}
(fadek kralovny v daném sloupci). Podminky pro vSechna i < j: Q; # Q; (ruzné radky)
a |Q; — Q;| # |i — j| (nejsou na spoleéné diagondle). Resf se backtrackingem se $ffenim
podminek (forward checking / AC-3) a heuristikou vybéru proménné MRV.

(V PDF bez ndcrtu resent; ndcrt doplneén k vykladu okruhu.)

2 Barveni grafu, DPLL

(Redlnd otdzka: podzim 2022, ¢. 17 — Barveni grafu, DPLL)
Zadani.
Necht G = (V, E) je neorientovany graf s N vrcholy (|V| = N).
1. Definujte pojem konjunktivni normalni forma (CNF) formule ve vyrokové logice.
2. Navrhnéte formuli ve vyrokové logice, ktera je splnitelna, pravé kdyz je graf G obarvitelny
k barvami. Formuli popiste obecné v CNF pro libovolny graf G a libovolné k > 0.
3. Napiste formuli pro tuplny graf se tfemi vrcholy a pro k = 3. Na této formuli demonstrujte
pouziti algoritmu DPLL.
NaAacrt reseni.
1. Formule je v konjunktivni normdini formeé (CNF), je-li to konjunkce klauzuli, kde kazda
klauzule je disjunkce literdli a literal je vyrokova proménné nebo jeji negace.
2. Zavedeme vyrokové proménné z,. prov € V a c € {1,...,k} s vyznamem ,vrchol v ma
barvu c¢*. Klauzule:
« Kazdy vrchol ma alespon jednu barvu: pro kazdy vrchol v klauzule (zy1 V -+ V 2y k).
o Sousedé nemaji stejnou barvu: pro kazdou hranu {u,v} € E a kazdou barvu ¢ klauzule
(_‘xu,c \ _‘xv,c)-
Formule je konjunkci vsech téchto klauzuli, takze je v CNF. Lze volitelné pridat i podminku
snejvyse jedna barva na vrchol“ (pro kazdy vrchol v a dvojici barev ¢ # ¢ klauzuli
Ty V Ty ), ale pro ekvivalenci splnitelnost = obarvitelnost tyto klauzule nejsou nutné:
pokud vrchol dostane vice barev, stac¢i jednu z nich ponechat.



3. Uplny graf K3 mé vrcholy 1,2,3 a hrany {1,2},{1,3},{2,3}; pro k = 3 mame proménné
Ty sv,c € {1,2,3} (celkem 9 proménnych). Pokryvaci klauzule:

(10 VarpVaes), (z21VaaaVarz), (r31VT32Vrss).

Klauzule ruznosti pro kazdou hranu a barvu, napt. pro hranu {1, 2}:

(mz11Vz21), (mzi2V o), (mx13V weg),

obdobné pro hrany {1,3} a {2,3}. Formule je splnitelné, nebot K3 je 3-obarvitelny (napf.
barvy 1,2, 3 vrcholim 1,2, 3).

Béh DPLL. Rozhodneme z1; = true. Jednotkovou propagaci pies klauzule riznosti hran
{1,2} a {1,3} s barvou 1 (klauzule -z ; V =221 a =x11 V —z3 1 se stanou jednotkovymi)
vynutime xo; = false a x3;1 = false. Rozhodneme x99 = true; jednotkova propagace
vynuti x; o = false (uz splnéno) a x39 = false. Vrcholu 3 pak v jeho pokryvaci klauzuli
po eliminaci x31 a x32 zbyva jediny literal x3 3 (jednotkova klauzule), takze x3 3 = true.
Splnujici ohodnoceni: x1 1,222,233 = true, ostatni false, coz odpovidd obarveni vrcholi
1,2,3 barvami 1,2,3. Roli zde hraje hlavné jednotkovd klauzule (vynucené dosazeni);
backtracking neni pfi tomto poradi rozhodnuti potreba, protoze kazdé rozhodnuti vede ke
konzistentnimu rozsireni.

(V PDF bez ndcrtu resent; ndcrt doplnen k vykladu okruhu.)

3 Planovani

(Redlnd otazka: jaro 2023, ¢. 5 — Pldnovdni (robot, krabice))
Zadani.
Meéjme robota, ktery muze provadét nasledujici akce:
e Jdi — presun na sousedni policko, pokud na ném neni zed; pokud robot nese krabici, nesmi
navic na policko s jinou krabici.
e Seber — sebrani krabice na pozici robota; robot nemuze sebrat dalsi krabici, pokud uz
néjakou krabici nese.
e Poloz — polozeni nesené krabice na pozici robota.
Predpokladejme, ze pocatecni stav svéta je jako na obrazku nize. Robot je znacen pismenem
R, dvé krabice jsou znaceny pismeny A a B. Tmava policka oznacuji zdi, svétla policka jsou volné
mista. Cilem je dostat krabici A na policko oznacené hvézdickou. Muzete dale predpokladat, ze
stav je popsany pomoci predikatt soused(X,Y') vyjadiujici, ze X a Y jsou sousedi a na Y neni
zed (tedy na Y je mozné se z X presunout), na(X, K) vyjadiujici, Ze na pozici X je krabice K, a
robot(X) vyjadiujici, ze robot je na policku X. Znacky v pravém hornim rohu kazdého policka
uvadéji jeho jméno, které muzete pouzit, pokud se na konkrétni policko potrebujete odkazat v
feSeni.



1. Formalizujte zadany problém jako planovaci problém. Pro definovani akei a pocatecniho
a cilového stavu pouzijte predikaty popsané vyse, pripadné dalsi predikaty, které si na-
definujete. Predikaty, které se neméni (soused), nemusite explicitné vypisovat v definici
pocatecniho stavu.

Ndpoveda: Budete potrebovat definovat dvé verze akce pro pohyb — podle toho, jestli robot
nese néjakou krabici nebo ne.

2. Popiste, jak funguje dopredné a zpétné planovani.

3. Napiste néjaky plan, ktery zadany problém fesi.

Reseni. (V PDF bez nacrtu resent; vlastni vzorové resent, pldn ovéren prohleddnim stavového
prostoru. )
(1) Formalizace. Pomocné fluenty: nese(K) (robot nese krabici K), volno(X) (na poli X nelezi
krabice), volnaruka (robot nic nenese). Operétory (precond = effects):
e Jdi(X,Y) — bez krabice: robot(X), soused(X,Y),volnaruka = —robot(X),robot(Y).
o JAiSK(X,Y, K) — s krabici: robot(X), soused(X,Y),nese(K),volno(Y) = —robot(X),
robot(Y). (Nesend krabice zustdva ,v ruce” pres nese(K); predpoklad volno(Y') brani
vstupu na pole s jinou krabici.)

o Seber(X, K): robot(X),na(X, K),volnaruka = —na(X, K),
nese(K), -volnaruka,volno(X).
e Poloz(X,K): robot(X),nese(K),volno(X) = —nese(K),na(X, K),

volnaruka, -volno(X).

Pocatecni stav (jen ménici se fluenty): sp = {robot(Cl),volnaruka,na(Al, A),na(C2,B)} U
{volno(X) : X volné, X # A1,C2}. Cil g = {na(D4, A)}.

(2) Dopredné a zpétné plinovini. Dopfedné (progrese) jde od s vpred: v kazdém stavu generuje
nastupce pouzitelnych akci a prohledava, dokud stav nesplni cil; pracuje s konkrétnimi stavy.
Zpétné (regrese) jde od cile g vzad pres relevantni akce (jejichz efekt prispiva k cili) a pocita
jejich regresni mnoziny, dokud nedosdhne sg; mé mensi faktor vétveni, ale pracuje s mnozinami
stavi.

(8) Pldn. Volna pole jsou A1-A4,B2,C1,C2,C4,D1-D4; kvuli zdem B1,B3,B4,C3 se mapa rozpada
na dvé oblasti spojené jedingm mostem B2 <> C2, na némz lezi krabice B. Robot s krabici pres
néj nesmi, takze naivni ,seber A, odnes do D4“ neexistuje — B je nutné nejdiiv odklidit z mostu.



Validni plan (ovéfeno, 16 akei je minimum):
1. Jdi(C1,C2); 2. Seber(C2,B); 3.JdiSK(C2,B2,B); 4. JdiSK(B2,A2, B);
5. JdiSK(A2,A3, B); 6. Poloz(A3,B) (krabice B odklizena do horni oblasti);
7. Jdi(A3,A2); 8. Jdi(A2,A1); 9. Seber(A1,A);
10. JAiSK(A1,A2, A); 11. JdiSK(A2,B2, A); 12. JdiSK(B2,C2, A);
13. JdiSK(C2,D2, A); 14. JdiSK(D2,D3, A); 15. JdiSK(D3,D4, A); 16. Poloz(D4, A).
Vysledny stav obsahuje na(D4, A), cil je splnén.

4 Skryty Markoviav model

(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 5 — Skryty Markoviv model (HMM))
Zadani.

Definujte skryty Markoviv model (HMM z anglického Hidden Markov Model). Co je Mar-
koviv predpoklad? Jaky je rozdil mezi filtraci (filtering), predikei (prediction) a vyhlazovanim
(smoothing)? Za pouziti vzorce

P(X; | Ery) =aP(E, | X;) Y P(Xy | X;-1) P(Xi-1 | Ery1)
X1

vyreste nasledujici priklad:

Predpokladejme, ze proménnd X; vyjadiuje, jaké je pocasi ve dne i. Kazdy den prsi (X; = P)
nebo je slunecéno (X; = 5). Tuto proménnou nemuzeme primo pozorovat, mame k dispozici pouze
pozorovani E;, zda si nas kolega prinesl dnes destnik (E; = D) nebo ne (E; = N). Podminéné
pravdépodobnosti zmény pocasi z predchoziho dne na dnesek a zavislost pozorovani destniku na
skutec¢ném pocasi uvadéji nasledujici tabulky.

Xi.1 P(X;=P|Xi.1) P(Xi=85]|Xi1) X, P(E;=D|X;) P(E;=N|X;)
P 0.7 0.3 P 0.9 0.1
S 0.3 0.7 S 0.2 0.8

Predpokladejme, Ze ve dne 0 je pravdépodobnost desté P(Xy = P) = 0.5 a slune¢na
P(Xp=95)=0.5. Jakd je pravdépodobnost desté ve druhém dni (P(X2 = P) =7?), pokud prvni
i druhy den pozorujeme, Ze si nas kolega ptinesl destnik (Ey = D a Fy = D)?

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vypocet ovéren numericky.)
HMM a Markoviv predpoklad. Skryty Markoviv model je posloupnost skrytych stavii X; (pocasi €
{P, S}) a pozorovani E; (destnik € {D, N'}), dana priorem P(Xj), pfechodovym modelem P (X} |
X;—1) a senzorovym modelem P(E; | Xy). Markoviv predpoklad: stav zavisi jen na bezprostifedné
predchozim stavu, P(X; | Xo4—1) = P(X; | Xi—1); pozorovani zavisi jen na aktudlnim stavu,
P(E; | Xot, Er.i—1) = P(Ey | Xy).
Filtrace, predikce, vyhlazovani. Filtrace pocité rozdéleni nynéjsiho stavu z dosavadnich pozorovani,
P(X: | Ey.); predikce budouciho stavu P(Xyk | E1t) (K > 0); vyhlazovani minulého stavu
P(Xy | E14) (k <t), které vyuziva i pozdéjsi pozorovani, a je proto presnéjsi nez filtrace v témze
okamziku.
Vigpocet P(X9 = P | By = D, Ey = D) rekurzi (predikce + update senzorem + normalizace),
zaokrouhleno na 4 desetinnéd mista:

o Prior fy = P(Xp) = (P:0,5; S:0,5).

o Den 1 — predikce: P(X;=P)=0,7-0,54+0,3-0,5 =0,5, P(X1=S5) = 0,5.

e Den 1 — update E1=D: (0,9-0,5; 0,2-0,5) = (0,45; 0,10), soucet 0,55, normalizace f; =

(0,8182; 0,1818).
e Den 2 — predikce: P(X2=P) =0,7-0,8182+ 0,3 -0,1818 = 0,6273, P(X,=S5) = 0,3727.



e Den 2 — update E2=D: (0,9 -0,6273; 0,2 -0,3727) = (0,5645; 0,0745), soucet 0,6391, nor-
malizace fo = (0,8834; 0,1166).
Tedy P(Xy = P | Ey=D, Ey=D) ~0,883] Dva po sobé jdouci destniky posili viru v dést z 50 %
na témér 90 %.

5 Problém splnovani podminek (CSP)

(Redlnd otdzka: podzim 2023, ¢. 28 — Problém splriovani podminek (CSP, backtracking, arc
consistency))
Zadani.

Definujte problém spliiovani podminek (CSP z anglického Constraint Satisfaction Problem).
Popiste prohledavani s navracenim (backtracking) jako zpusob feseni CPS. Vysvétlete pojmy
,hranova konzistence® (arc consistency), ,, kontrola dopfedu“ (forward checking) a ,,pohled dopfedu*
(look ahead).

Pomoci CSP modelujte problém Sudoku, tj. problém umisténi ¢isel 1,...,9 do mrizky 9 x 9
takovym zptsobem, Ze se v zadném sloupci, fadku ani boxu velikosti 3 x 3 zadné cifra neopakuje
vice nez jednou. Predpokladejte, ze néktera c¢isla jsou uz v mrizce zadana.

NaAacrt reseni.

o Definice CSP — trojice (proménné, domény, podminky), obecné muize byt pro kazdou
proménnou jind doména, podminek je kone¢né mnoho. Podminka je relace mezi proménnymi,
podmnozina Kartézského souc¢inu domén.

« Popis backtracking, arc consistency, forward checking a look ahead.

— backtracking — priradime hodnotu néjaké proménné a opakujeme dokud nedostaneme
validni feseni nebo spor. V pripadé sporu backtrackujeme a ucinime jiné rozhodnuti.

— arc consistency — podminka (arc, pokud mame pouze bindrni podminky) je konzistentni,
pokud pro kazdou hodnotu z domény existuje hodnota pro ostatni proménné, které
tuto podminku splni. Hodnoty pro které neexistuje ohodnoceni ostatnich proménnych
muzeme z domény vyloucit.

— forward checking — po ohodnoceni proménné x zkontrolujeme ostatni proménné, které
se vyskytuji v podminkéch spolu s . Odstranime nekonzistentni hodnoty.

— look ahead — podobné jako forward check, ale kontrolujeme postupné vsechny podminky,
dokud se néjaké proménné méni doména. Tj. jde o silnéjsi techniku nez forward check.
Obdobné muzeme fict, ze po ohodnoceni proménné se problém udéla arc consistent.

e Model sudoku — kazdé policko je jedna proménné, kazda proménnd méa doménu 1,...,9.
Podminky jsou ,,All Different“ (ptipadné nerovnost po dvojicich) na vhodné podmnoziny
proménnych (tj, sloupce, fadky, 3x3 policka). Typicky mame v sudoku uz zadané néjaka
Cisla, ta muzeme priradit pomoci domén nebo pomoci podminek.

6 Informované prohledavani

(Redlna otdzka: jaro 2024, ¢. 32 — Informované prohleddvani (A*, heuristika, 8-puzzle))
Zadani.

Uvazme hlavolam na obrazku nize. Jedné se o mrizku 3 x 3 s 8 oznacenymi kostickami a
jednim volnym mistem. Nasim cilem je ze zadaného pocatecniho stavu usporadat kosticky do
predem daného cilového stavu, ve kterém jsou kosticky usporadany od 1 do 8 zleva doprava,
shora dola. V kazdém kroku muzeme posunout pravé jednu kosticku na sousedni volné misto.
Navic chceme provést minimalni mozny pocet kroku.



1. Formalizujte zadany problém jako informovany prohledavaci problém. Specidlné popiste,
jak vypada stav, jaky je prechodovy model a jaky je test cilového stavu.

2. Pro vyTeSeni definovaného problému navrhnéte optiméln{ informovany prohledéavaci algorit-
mus. Popiste jeho prubéh (naptiklad pomoci pseudokodu).

3. Navrhnéte heuristickou funkei pro vyse zminény hlavolam. Jaké vlastnosti ma vase heuris-
ticka funkce? Zarucuje pouziti této heuristiky s algoritmem z predchoziho bodu nalezeni
optimalniho feseni? Ndpovéda: Napsali jste algoritmus jako tree search nebo graph search?

NAcrt reseni.

1. Stav je rozlozeni kosticek, prechodovy model je pohnuti jednou kostickou, ¢imz dostanu
jiné rozlozeni (nezapomenout na cenu akce = 1), kontrola cilového stavu zkontroluje, zda
se rozlozeni shoduje se zadanym cilem.

2. A*, je jedno jestli graph search nebo tree search.

3. Napriiklad taxicab distance. U graph search musi byt heuristika monotonni/konzistentni. U
tree search sta¢i pripustnost/spodni odhad. VSechny rozumné heuristiky budou spliiovat
oboje.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Dvé klasické heuristiky pro zadany pocatecni
stav: h; = pocet kostek mimo cilovou pozici (h; = 6, spravné lezi jen 3 a 7) a hy = soucet
manhattanskych vzdalenosti kostek od cile (ha =14+14+0+2+2+4+1+0+ 2 =9 pro kostky 1
az 8). Obé jsou pripustné (jeden tah posune jednu kostku o jedno pole, takze skuteény pocet
taht nepodstieli) i konzistentni (tahem klesne h nejvys o 1, coz je cena kroku); hy > hq, tedy ho
dominuje. P¥ipustnost zarucuje optimalitu A* ve stromovém prohleddvéani, konzistence v grafovém
(s closed listem). Pozndmka k instanci: poc¢atecni stav mé 11 inverzi (liché ¢islo), cilovy 0, a posun
kostky paritu inverzi neméni. Zadand instance proto do cile neni resitelnd; A* (v grafové verzi)
by po prohledani vSech 9!/2 = 181 440 dosazitelnych stavu ohlasil netispéch. Otazka ale konkrétni
feSeni nezada.

7 Bayesovské sité

(Redlna otdzka: léto 202/, ¢. 28 — Bayesouvské sité)
Zadani.

Definujte Bayesovskou sit a napiste, jak se takové sité pouzivaji a jak se konstruuji. Jaky je
vztah mezi Bayesovskou sit{ a dplnou sdruzenou pravdépodobnostni distribuci?

Uvazujte nize zobrazenou Bayesovskou sit se 4 nahodnymi proménnymi Py, ..., P4 a uvedenymi
podminénymi pravdépodobnostnimi distribucemi. Mdme pozorovani Py = F'a Py = T'. Spocitejte,
jaké je pravdépodobnost, ze Py =T, tedy P(PL =T |Ps=F,P,=T).



P(P,=T) P(P,=F)

0.4 0.6

P(P,=TI|P;) | P(P,=F|P;)

P,=T 0.8 0.2

P, = 0.5 0.5

P(P,=T|P,) | P(P,=F|P,) P(P,=T|P,) | P(P,=F|P,)
P,=T 0.2 0.8 P,=T 0.8 0.2
P,=F 03 0.7 P,=F 0.5 0.5

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vypocet ovéren numericky.)
Definice a vztah ke sdruZené distribuci. Bayesovska sif je orientovany acyklicky graf, jehoz
uzly jsou ndhodné veli¢iny, hrana X — Y znaéi pfimy vliv (rodicovstvi) a kazdy uzel nese
tabulku podminénych pravdépodobnosti (CPT) P(X | Parents(X)). Sit plné reprezentuje tiplnou
sdruzenou distribuci sou¢inem CPT:

P(z1,...,x,) = HP(% | Parents(X;)).

)

Pouziva se k odpovidéni na dotazy P(X | evidence); konstruuje se sefazenim veli¢in (idedlné
pric¢iny pred dusledky) a vybérem minimalni mnoziny rodi¢u pro kazdou veli¢inu.

ngpoéet P(PlzT ’ P3:1f77 P4:T) Sit je retéz P1 — P2 — {Pg, P4} (P2 je rodic P3 i P4) Vyséitéme
skrytou Ps:

P(P\=T, Ps=F, P,=T) = P(P,=T) Y _ P(Py | Pi=T) P(Ps=F | P,) P(Ps=T | P,)
P

—0,4[0,8-0,8-0,8+0,2-0,7-0,5] = 0,4 - 0,582 = 0,23280,

P(P\=F, Py=F, P,=T) = 0,6[0,5-0,8- 0,8 + 0,5 - 0,7 - 0,5] = 0,6 - 0,495 = 0,29700.

Normalizace (P(Ps=F, P,=T) = 0,23280 + 0,29700 = 0,52980):

0,23280
P(P=T | P=F, Pi=T) = jlzoocs =[04394] (= 43.9%).

(Pouzito P(Ps=F | P,=T) =1—-0,2=0,8 a P(P3=F | P,=F) =1—-0,3 = 0,7.) Pozorovani
P5, P, tak zvedlo viru v Py=T z apriornich 0,4 na 0,439.

8 Minimax

(Redlnd otdzka: podzim 2024, ¢. 28 — Minimaz (alfa-beta prorezdvdni))
Zadani.



1. Popiste algoritmus Minimax pro hru dvou hraci. Vysvétlete, jaké ma v praxi tento algorit-
mus nedostatky a jak je mozné je resit.

2. Zavedte (popiste) techniku alfa-beta prorezavani.

3. Na nasledujicim ptikladu stromu hry s nulovym souctem symbol A oznacuje tah maxima-
lizujiciho hréce (tedy hrany vedouci smérem dolu z tohoto symbolu odpovidaji moznym
tahtim maximalizujictho hrace). Obdobné symbol V oznacuje tah minimalizujiciho hrace.
Symbol o oznacuje koncovy stav s uvedenym ohodnocenim tohoto stavu. Dopliite do ne-
koncovych stavii, jaké ohodnoceni jim prifadi algoritmus minimax za pouziti alfa-beta
prorezavani. Vyznacte, které ¢asti stromu budou protrezany. Predpokladejte, ze mozné tahy
se prochazeji zleva doprava.

AN
\/ \/ \/

AN /\ /\

5 B0 58 SHEEEHE

Reseni. (V PDF bez ndacrtu resent; vlastni vzorové tesent, hodnoty i prorezini ovéreny Pythonem.)
(1) Minimaz. Hra dvou hrac¢t s nulovym souc¢tem se chépe jako prohledédvani herniho stromu.
Minimazovd hodnota uzlu je uzitek za predpokladu, ze oba hraji optimélné: v koncovém uzlu
je to jeho ohodnoceni, v uzlu MAX maximum z hodnot déti, v uzlu MIN minimum. Pocita se
zdola nahoru; tah v kotfeni vede do ditéte s nejvyssi hodnotou. Nedostatek: minimax prochazi
cely strom velikosti O(b™), coZ je u redlnych her neproveditelné. Resend: alfa-beta profezavani
a ofezani hloubky s ndhradou koncové funkce ohodnocovaci funkci v neukoncenych listech.
(2) Alfa-beta. Podél cesty drzime « (nejlepsi dosud zajisténd hodnota pro MAX) a 8 (pro MIN).
V uzlu MIN, jakmile jeho pribézna hodnota klesne < «, zbylé déti nezkoumdme (a-fez) — MAX
nad ndmi ma lepsi alternativu. Symetricky v uzlu MAX pfi hodnoté > 5 (B-Tez). Alfa-beta vraci
tutéz hodnotu jako minimax; pfi dobrém poradi tahti zkouma jen O(b™/?) uzli.
(8) Konkrétni strom. Listy zleva doprava: 5,6 | 4,7,5]3|6]5,9|7|5]9,8| 6. Hodnoty zdola
nahoru: uzly MIN nad listy 5,4,3,6,5,7,5,8,6; uzly MAX 5,3,6,7,5,8; uzly MIN pod kofenem
3,6,5; kofen MAX = max(3,6,5) = @ (optimalni prvni tah do prostfedniho néslednika).
Prochéazeni zleva doprava proteze 6 ze 14 listu (prohlédne se jich 8 v potadi 5,6,4,3,6,5,7,5).
Tri fezy:
e MIN nad listy 4,7,5: sourozenec vlevo dal MAX hodnotu 5, tedy o = 5; po precteni listu 4
mé tento MIN hodnotu < 4 < «, zbylé listy 7,5 se prorezou.
e MIN nad listy 5,9: sourozenec vlevo dal MAX hodnotu 6, tedy a = 6; po listu 5 je hodnota
<5< a, list 9 se proreze.
e Pravy uzel MIN pod korenem: koren uz ma z levych vétvi 6, tedy o = 6; jeho prvni dité
MAX d4 5, ¢imz je tento MIN < 5 < a, a cely pravy podstrom MAX (listy 9,8,6) se
proreze.




9 DPLL a parovani

(Redlnd otdzka: jaro 2025, ¢. 27 — DPLL a pdrovdni)
Zadani.

Necht G = (V, E) je neorientovany graf s n vrcholy. Perfektni parovani v grafu G je podmnozina
hran M C F takova, ze kazdy vrchol je incidentni s pravé jednou hranou z M.

1. Navrhnéte formuli ve vyrokové logice, ktera je splnitelna, pravé kdyz graf G ma perfektni
parovani. Formuli popiste obecné v konjunktivni normalni formé (CNF) pro libovolny graf
G.

2. Vysvétlete pojmy cisty literdl (Pure symbol heuristics) a jednotkovd klauzule (Unit clause
heuristics) a jejich pouziti v rdmci algoritmu DPLL pro hledani splnitelnych ohodnoceni
CNF formuli.

3. Napiste formuli z bodu 1. pro cestu na ¢tytfech vrcholech a, b, ¢, d. Na této formuli demon-
strujte pouziti heuristik z predchoziho bodu k nalezeni spliujiciho ohodnoceni.

NAacrt reseni.

1. Formule pouzivid vyrokové proménné m. pro e € F, které vyjadruji, ze hrana e je v

perfektnim parovani. Pro kazdy vrchol u a jeho incidentni hrany e, ..., ex klauzule:
» Kazdy vrchol je incidentni s alespon jednou hranou me, V- --V me,.
e Pro kazdé dvé rizné hrany e;, e; mame klauzuli: =me, V —m, »

2. Jednotkova klauzule je klauzule s jednou proménnou a tato klauzule vynucuje ohodnoceni
dané proménné, které mizeme dosadit do zbytku formule. Cistd proménna mé bud vechny
vyskyty pozitivni nebo vSechny vyskyty negativni, a proto mizeme tuto proménnou téz z
formule eliminovat.

3. Staci zapsat formuli vysSe pro danou cestu. Z cistych klauzuli mg; a mqq musi byt hrany
ab a cd v parovani a z klauzule —-mg, V —myp. po eliminaci mgp dostavame, ze bc neni v
parovani.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Klauzule mg, a meq (vrcholy a a d maji
jedinou incidentni hranu) jsou jednotkové klauzule, ne ¢isté; nacrt je tak mini. Celd formule pro
cestua—b—c—d:

Map N\ (mab V mbc) VAN (ﬂmab V —|mbc) A (mbc V mcd) VAN (ﬁmbc V —\mcd) N Meg-

Jednotkova propagace: my, = true a mqq = true; klauzule —mg, V —my. se tim zkrati na
jednotkovou —my,.., takze my. = false, a vSechny klauzule jsou splnény bez vétveni. Po dosazeni
Map, Meq S€ Navic mye vyskytuje v nesplnénych klauzulich uz jen negativné, je tedy cisty literdl
a pravidlo ¢istého literdlu by ho nastavilo na false také. Vysledek: perfektni parovani {ab, cd}.

10 Bayesovské uceni

(Redlnd otdzka: jaro 2025, ¢. 30 — Bayesovské ucend)
Zadéani.

Supermarket bere bedny jablek od tii dodavatell, polovinu beden od A, tretinu od B a
sestinu od C. Bedny od sebe nelze pohledem rozeznat. Jablka jednotlivych dodavatelti se mirné
lisi primérem — maji 9cm, 10cm, nebo 11cm. Vybrali jsme nahodné vzorky jablek od jednotlivych
dodavatelli a spocitali jsme, jak bézné jsou rtizné velikosti jablek u rtznych dodavateld. Vysledky
tohoto méreni, pocty jablek rtznych velikosti rozdélené dle jednotlivych dodavateli, jsou v
tabulce nize.

Dodavatel ‘ 9cm  10cm  1llcm

A 5 4 1
B 9 8 3
C 1 8 1
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1. Uvedte maximalné vérohodné odhady pravdépodobnosti velikosti jablka pro jednotlivé

dodavatele.

2. Definujte pojem maximdlné vérohodnd hypotéza.

3. 7 téze bedny jsme nadhodné vzali dvé jablka a zmérili je — jedno mélo prumér 10cm a druhé
pramér 1lcm. Kterd z hypotéz: ,,Jablka jsou od AX, | Jablka jsou od BX, | Jablka jsou od
C* je maximalné vérohodna? Odpovéd zdivodnéte.

4. Jaké je bayesovsky optimdlni predikce pravdépodobnosti velikosti 10cm pro dalsi jablko
ze stejné bedny (pfi predchozich pozorovanich 10cm a 11cm jablek z této bedny)? Svou

odpovéd zduvodnéte.

NAacrt reseni.

1. Velikosti mame v diskrétnich intervalech. Maximalné vérohodné odhady diskrétniho rozlo-
zeni jsou podil ¢etnosti, tj. pravdépodobnosti jsou:

P(velikost | h) ‘ 9cm  10cm  1lem

A
B
C

D 4 1
45 4 15
1 .8 1

2. (Definice pojmu maximélné vérohodnd hypotéza — hypotéza maximalizujici vérohodnost

dat P(data | h).)

3. Maximalné vérohodna hypotéza po pozorovani 10 a 11 cm je C davajici pravdépodobnost
pozorovani 8% oproti 4% A a 6% B, viz tieti sloupec v tabulce niZe.

4. Spocteme aposteriorni pravdépodobnost jednotlivych hypotéz a tou vazime jejich predikce,
predikujeme 50% pro velikost 10 cm, vypocet viz tabulka:

h | P(h) | P(data y h) | P(h,data) | P(h|data) | predikce 10cm x P(h | data)
A 02 3/8 4%3/8
B 1/3 02 3/8 4x3/8
C 1/6 04/3 2/8 8%2/8
| (data) 16/3 | | Y =05

11 Bellmanova rovnice uzitku

(Redlnd otdazka: léto 2025,
Zadani.

¥, 29 — Bellmanova rovnice uzZitku (MDP, iterace strategii))

Robot se pohybuje v koneéném stavovém prostoru S. Pro kazdy stav s € .S zname mnozinu
moznych akei A(s) a pravdépodobnost P(s’ | s,a), Ze se robot ze stavu s akcl a € A(s) presune
do stavu s’ € S. Pfi prichodu stavem s € S dostane robot odménu (reward) R(s). Celkovy uzitek

ze stavu s’ je diskontovan faktorem v = 0.9.

(1) Napiste rovnici pro vypocet maximélniho uzitku (utility) U(s) ve stavu s.

Obrazek udava stavovy prostor, odménu v jednotlivych stavech a dvé mozné akce z kazdého
stavu kromé koncovych stavi E a F. Pravdépodobnost, Ze se robot pfesune do stavu, ktery je
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dany orientovanou hranou zvolené akce, je 0.8 a ve zbylé pravdépodobnosti 0.2 se piresune do
stavu, do kterého sméruje druhd mozna akce.
(2) Napiste soustavu rovnic, jejichz feseni da uzitky jednotlivych stavi, jestlize zaddme robotu
akce (strategii/policy) B— C,C — D a D — F.
(3) Jakym algoritmem bychom tuto soustavu vytesili?
(4) Jak ze spoétenych uzitku zjistime, zda zadand volba akeci ddvd maximalni mozné uzitky
pro vsechny stavy?
(5) Jak bychom pokracovali, abychom nasli akce pro vsechny stavy maximalizujici uzitek?

Reseni. (V PDF bez ndcrtu vesend; vlastni vzorové fesend, soustava ovérena numericky.)
Stavy a odmény: B(—3),C(1), D(1) (nekoncové), E(5), F(6) (koncové). Akce: B ma {— C,— D},
C ma {— D,— E}, D ma {— F,— B}; zvolena akce vede do svého cile s pravd. 0,8, do cile
druhé akce s pravd. 0,2. Koncové uzitky U(E) = R(E) =5, U(F) = R(F') = 6.

(1) Bellmanova rovnice (maximélni uzitek):

U(s) = R(s) +v max » P(s']|s,a)U(s).
a€A(s)

S/

(2) Soustava pro strategii B — C, C'— D, D — F (pevnda strategie = odpadd max, rovnice
jsou lineédrni):

UB)=-3409[08U(C)+0,2U(D)],

UlC)= 1+09[0,8U(D)+0,2-5],

UD)= 1+09[0,8-6+02U(B)].
(8) Algoritmus 7esend. Jde o vyhodnoceni strategie (policy evaluation): tfi linedrni rovnice o tfech
neznamych vytesime pifmo (Gaussova eliminace, O(n?)), piipadné iterativné zjednodugenym
Bellmanovym updatem bez max, dokud se uzitky neustali. Resent:

(U(B)~ 2,383, U(C)~6,089, U(D)~5749,  U(E)=5, U(F)=6.

(4) Test optimality. Pro kazdy stav ovéfime Bellmanovo optimalitni kritérium: zda zvolend akce
dosahuje maxq Y. P(s' | s,a)U(s), tj. zda by krok zlepseni strategie nezménil akci. Spocitdme
ocekavany uzitek obou akci (z uzitka vyse): B: — C da 5,981 vs. — D 5,807; C: — D da 5,599
vs. — E 5,150; D: — F da 5,277 vs. — B 3,106. V kazdém stavu je zvolena akce lepsi, takze
strategie je optimalni.

(5) Hledani optimdlnich akci. Obecné iterace strategii (policy iteration): stfiddme vyhodnoceni
strategie (bod 3) a zlepsSeni strategie (v kazdém stavu vezmi akci s nejvyssim ocekévanym
uzitkem, bod 4), dokud se strategie prestane ménit. Zde jsme v bodé 4 ovérili, Ze dana strategie
je optimalni, takze iterace strategii by skoncila hned.

12 Jednotahové hry

(Redlnd otdzka: podzim 2025, ¢. 27 — Jednotahové hry (Nash, dominantni strategie, Pareto))
Zadani.

Uvazte jednotahové hry, kdy hraci voli tahy naraz a jejich odména je pfitazena na zakladé
kombinace zvolenych tahi.

(A) Pro jednotahové hry dvou hract napiste definice pojmia dominantni strategie, Nashovo
ekvilibrium a Pareto optimdlni vysledek.

(B) V naésledujicich maticich kazdé policko obsahuje dvé éisla, kterd udavaji zisk hrac¢u A a B
po vykonani akci Right nebo Left. Hraci zisk maximalizuji. Pro tyto t¥i jednotahové hry
napiste vSechny dominantni strategie, Nashova ekvilibria a Pareto optiméalni vysledky.

(C) Pomoci téchto prikladu vysvétlete rozdily mezi vSemi dvojicemi pojmu definovanych v ¢asti

(A).
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B

Left | Right
A Left | A=10, B=5| A=7, B=38
Right | A=0, B=6 | A=15 B=T7
Tabulka 1: Hra (1)
B
Left ‘ Right
A TLeft | A=100, B=100| A=0, B=0
Right A=0, B=0 A =50, B=50
Tabulka 2: Hra (2)
B
Left | Right
A Left | A=20, B=20| A=0, B=40
Right | A=40, B=0 | A=10, B =10

Tabulka 3: Hra (3)

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, cistd ekvilibria ovérena prohleddnim
vsech profili, smisend vipoctem pres princip indiference.)

(A) Definice. Dominantni strategie hrace je akce, kterd mu dé lepsi vysledek nez kterakoli jind
jeho akce pri kazZdé volbé soupere. Nashovo ekvilibrium je profil voleb, v némz si zadny hrac
jednostrannou zmeénou své akce nepolepsi (stabilni vi¢i jednostranné odchylce). Pareto optimdlni
vysledek je vysledek, ktery nelze zlepsit vSem hrac¢tim zaroven (neexistuje jiny vysledek, jejz by
vSichni preferovali).

(B) Analjza tri her (vysledky jako (zisk A, zisk B)):

e« Hra 1. B ma dominantni strategii Right (pii A=Left: 8 > 5; pti A=Right: 7 > 6); A
dominantni strategii nema. Jediné Nashovo ekvilibrium je ¢isté: (Right, Right) = (15,7).
Viastni smisené ekvilibrium neexistuje: B hraje svou ostfe dominantni Right s pravd. 1
v kazdé rovnovaze, a A na to nejlépe odpovi ¢istou Right (15 > 7) — ani jeden hrac¢ tedy
nerandomizuje. Pareto optimélni: (15,7) a (7,8) (navzajem neporovnatelné — vyssi zisk A
proti vyssimu zisku B).

Hra 2 (koordina¢ni). Dominantni strategie nema nikdo. Dvé ¢istd Nashova ekvilibria:
(Left, Left) = (100, 100) a (Right, Right) = (50, 50). Navic existuje vlastni smisené Nashovo
ekvilibrium: oba hraji Left s pravdépodobnosti % a Right s pravdépodobnosti % (Z principu
indiference: hraje-li A Left s pravd. p, je B lhostejny, pravé kdyz 100p = 50(1 —p), tj. p = %;
symetricky pro A.) Oc¢ekavany zisk kazdého je pak 100 - % = 33,3, tedy horsi nez v obou
¢istych rovnovahach. Celkem ma tedy hra 2 t¥i Nashova ekvilibria (dveé ¢istd, jedno smisené).
Pareto optimalni: jen (100, 100) — vysledek (50,50) je Pareto-dominovan (100, 100).

Hra 3 (struktura véznova dilematu). Oba maji dominantni strategii Right (A: 40 > 20,
10 > 0; B symetricky). Jediné Nashovo ekvilibrium je cisté: (Right, Right) = (10, 10);
protoze ostfe dominantni Right hraji oba s pravd. 1, vlastni smisené ekvilibrium neexistuje.
Pareto optimdlni: (20, 20), (0,40), (40,0). Nashiv vysledek (10, 10) je Pareto-dominovdin
vysledkem (20, 20) — racionédlni sobecka hra vede k vysledku horsimu pro oba.

(C) Rozdily mezi pojmy.

o Dominance vs. Nash: profil v dominantnich strategiich je vzdy Nash (hry 1, 3), ale Nash
nemus? pochazet z dominance — hra 2 nema zadnou dominantni strategii, a presto méa dvé
Nashova ekvilibria. Existence Nashe tedy nevyzaduje dominanci.

o Nash vs. Pareto: Nash je o stabilité (nikdo neodbo¢i), Pareto o kolektivni dobroté. V hie 3
je Nash (10, 10) Pareto-dominovany (stabilni, ale pro oba $patny); v hie 1 je Nash (15,7)
Pareto optimalni. Mohou se, ale nemusi kryt.
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e Dominance vs. Pareto: hra v dominantnich strategiich nezarucuje Pareto optimum — hra 3
koné¢i v Pareto-dominovaném (10, 10). To je jadro véziova dilematu.

o Cisté vs. smisené Nashovo ekvilibrium: ostfe dominovand strategie neni v nosi¢i zadné
rovnovahy, takze hry 1 a 3 (dominance) maji jen ¢istou NE. Naproti tomu koordina¢ni
hra 2 m& vedle dvou ¢istych i smiSenou NE — konecnd hra ma dle Nashovy véty vzdy aspon
jednu, pripadné pravé jen smisenou.

13 CSP

(Redlna otdzka: jaro 2026, ¢. 27 — CSP (bindrni CSP, hranovd konzistence, AC-3))
Zadani.

1. Definujte bindrni Constraint Satisfaction Problem (CSP), konkrétné vstup a vystup tohoto
problému. Co znamené ,hranova konzistence* v kontextu CSP?

2. Pokud je problém hranové konzistentni, je zaruceno, ze je splnitelny? Pokud problém neni
hranové konzistentni, muze byt stdle splnitelny? Svou odpovéd zdivodnéte nebo poskytnéte
protipriklady.

3. Uvazte nasledujici binarni CSP, aplikujte algoritmus AC-3 pro dosazeni hranové konzistence.
Soucésti feseni musi byt postup.

Meéjme celociselné proménné A, B,C a D s doménami:

Da= {1}
Dp =1{1,2,3}
DC:{1>273}
DD:{172’3}
Podminky:
Ci:C+D=4
CQA+B§3
03:3—1—024

Nacrt reseni.

1. CSP je definovan mnozinou proménnych, doménou (tj. mnozinou hodnot) pro kazdou
proménnou a mnozinou podminek nad proménnymi. V bindrnim CSP mtze kazda podminka
obsahovat maximalné dvé proménné. Podminka je hranové konzistentni, pokud pro kazdou
hodnotu z domény kazdé proménné v dané podmince existuje pripustna hodnota z domény
ostatnich proménnych z dané podminky. Problém je hranové konzistentni, pokud je kazda
podminka hranové konzistentni.

2. Hranové konzistentni problém nemusi byt splnitelny. Napiiklad t¥i proménné X, X5, X3 s
bindrnimi doménami {0, 1} a podminkami pro kazdou dvojici X; # X;. Hranové nekonzis-
tentni problém miize byt splnitelny. Naptiklad piiklad ze zadani.

3. Algoritmus AC-3 méni domény proménnych tak, aby byly vSechny podminky hranové
konzistentni. Podminky, které obsahuji proménné, kterym se zménily domény, se musi
zkontrolovat znovu. Hranové konzistentni problém ma domény Dy = {1}, Dp = {1,2},
Do =1{2,3}, Dp ={1,2}.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Postup AC-3 (revize hrany (X,Y) vytadi
z Dx hodnoty bez opory v Dy; po zuzeni Dx se do fronty vrati hrany (Z, X) od ostatnich
sousedi Z):

1. Cy, revize (B,A): A=1a A+ B <3 dava B <2, vyradi se B =3, Dp = {1,2}. Revize

(A, B) nic neméni.
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2. O3, revize (C,B): B<2a B+ C >4dava C > 2, vytadi se C = 1, Do = {2,3}. Revize
(B, C) nic neméni (b=11ib =2 ma oporu ¢ = 3).
3. Zuzila se D¢, do fronty se vraci (D,C): C+ D =4 a C €{2,3} dava D € {1,2}, vyfadi
se D = 3.
4. Zuzila se Dp, do fronty se vraci (C,D): ¢ = 2 m4a oporu d = 2, ¢ = 3 oporu d = 1, beze
zmény. Fronta se vyprazdni.
Vysledek odpovida nacrtu. Protoze puvodni domény obsahovaly hodnoty bez opory (napt. B = 3),
zadany problém hranové konzistentni nebyl, a presto je splnitelny (napt. A=1, B=2,C =2
D = 2); to je protipiiklad, na ktery nacrt v bodé 2 odkazuje.
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