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Zdroje 66

Uvod

Tento material pokryva okruh S1 — Zaklady umélé inteligence (pfedmét NAIL120 Uvod do umélé
inteligence). Vyklad stoji na slidech pfednasejictho Romana Bartaka (stranka kurzu https://ktiml.mff.
cuni.cz/~bartak/ui_intro/); kurz oficialné stavi na ucebnici Russella a Norviga Artificial Intelligence:
A Modern Approach (AIMA), z niZ pochazi i standardni pseudokdd algoritmi a jednotné znaceni. Okruh
je v podstaté ,cela uméla inteligence v kostce™: prochazi hlavni paradigmata — prohledavani, spliiovani
podminek, logické a pravdépodobnostni uvazovani, uvazovani v ¢ase, planovani, rozhodovani za nejistoty,
hry a strojové uceni.

vvey

je ve formalizaci dlohy, v simulaci algoritmu na konkrétnim vstupu, ve vypoctu pravdépodobnosti ¢i
uzitku a v protipfikladech. Véty a vlastnosti proto uvadime se znénim, intuici a kratkym odvozenim tam,
kde pomaha pochopeni — napiiklad optimalita A* slouzi jako argument (pro¢ pfipustna heuristika zaruci
optimalni feSeni).

Do vykladu je zafazeno vsech tfinact realnych otazek SZZ k okruhu z let 2022-2026 jako fesené
priklady; jejich originalni zadani (a diagramy ofiznuté z PDF) jsou i v samostatném dokumentu Priklady
otazek. Pouzité zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Stav znadime s, akci a, mnozinu stav S, mnozinu akci pouzitelnych ve stavu s jako A(s). Cena
(krok) akce je c(s, a,s”), cesta z kofene do uzlu n mé cenu g(n), heuristika h(n) odhaduje cenu z n do cile,
hodnotici funkce f(n) = g(n) + h(n). Nahodné veli¢iny piseme velkymi pismeny (X, E), jejich hodnoty
malymi (x, e); P(X) je rozdéleni (vektor), P(x) konkrétni pravdépodobnost. Sdruzené rozdéleni P(X,Y),
podminéné P(X | Y); @ je normaliza¢ni konstanta. V uvazovani v Case je X; skryty stav v Case t, E
pozorovani, X, ., posloupnost X, ..., Xp. V rozhodovani je P(s” | s, a) pfechodovy model, R(s) odména,
y € [0, 1] diskontni faktor, U(s) uzitek stavu, 7(s) strategie. Logaritmus log bez zakladu je log, (entropie
v bitech).

1 Reseni uloh prohledavanim (DFS, BFS, uniform-cost, A*, heuristiky)

Mnoho tloh umélé inteligence 1ze zformulovat jako hledani posloupnosti akci, ktera agenta prevede z vy-
choziho stavu do stavu cilového. Takovy problémoveé orientovany agent pracuje s atomickou reprezentaci
stavil (stav je nedélitelny ,éerny box®), cil popisuje mnozinou cilovych stavi a akce popisuji prechody
mezi stavy. Reseni se hleda prohledavanim. Predpokladame ptitom prostredi piné pozorovatelné, diskrétni,
statické a deterministické: agent zna svuj stav i vysledek kazdé akce, takze mizZe celou posloupnost
naplanovat dopfedu a pak ji slepé provést.

1.1 Formulace ulohy

& Definice — Dobie definovana uloha

Uloha prohledavani je dana étvetici:
+ pocatecni stav sy;
« pirechodovy model (a mnozina akci): pro stav s je A(s) mnozina pouzitelnych akci a REsuLT(s, a)
je stav po provedeni akce a ve stavu s;

« test cilovosti, ktery rozhodne, zda je dany stav cilovy;

- cena cesty: nezaporna cena akce (kroku) c(s, a, s”); cena cesty je soucet cen jejich krokd.
Stavovy prostor (graf, jehoZ vrcholy jsou stavy a hrany akce) je tim zadan implicitné — nevypisujeme
ho cely, jen ho generujeme po krocich. Resenim je posloupnost akci z s, do néjakého cilového stavu;
optimalni feSeni ma nejmensi cenu cesty.



https://ktiml.mff.cuni.cz/~bartak/ui_intro/
https://ktiml.mff.cuni.cz/~bartak/ui_intro/

Klicem k rozumné formulaci je abstrakce: ze stavu svéta ponechame jen to, co je pro ilohu
podstatné. Abstrakce musi byt platna (kazdé abstraktni feSeni lze rozvinout na feSeni v detailnéjsim
svété) a uzitecnad (jednotlivé akce se provadéji snaz nez ptivodni uloha). Bez abstrakce by agenta
realny svét okamzité zahltil.

P Piiklad — 8-puzzle jako tiloha prohledavani

V hlavolamu 8-puzzle je 3 x 3 mfizka s osmi o¢islovanymi kostkami a jednim volnym mistem; tahem
posuneme kostku na sousedni volné misto. Stav = rozmisténi kostek (a volného mista); pocatecni
stav = zadané rozmisténi; akce = posun volného mista nahoru/doli/vlevo/vpravo (ekvivalentné
posun sousedni kostky), cena kazdého kroku = 1; test cilovosti = shoda se zadanym cilovym
rozmisténim. Stavovy prostor ma 9!/2 = 181440 dosazitelnych stavl (poloviny permutaci jsou
nedosazitelné kvuli parité). PIné feSeni této tlohy je niZe (SZZ jaro 2024).

1.2 Strom versus graf prohledavani

Jadro kazdého prohledavaciho algoritmu je stejné: udrzujeme hranici (frontier, otevieny seznam) jesté
nerozvinutych uzlt, opakované z ni podle néjaké strategie vybereme uzel, rozvineme ho (vygenerujeme
jeho nasledniky a pfidame je na hranici) a kon¢ime, jakmile narazime na cilovy uzel (nebo je hranice
prazdna).

82 Algoritmus — Obecné prohledavani (strom / graf)

GRAPH-SEARCH(uloha) :
frontier < { uzel s pocateénim stavem s, }

explored <« @ > closed list; jen u grafového prohledavani
while frontier # @:
n < vyber uzel z frontier > strategie: FIFO / LIFO / min g / min f

if nstav je cilovy: return cesta k n
pridej n.stav do explored
for kazdy naslednik n’ uzlu n:
if n’.stav ¢ explored (a neni uz na frontier): pridej n’ na frontier

Stromové prohledavani vynecha mnozinu explored: tataz konfigurace se tak mize objevit ve vice
uzlech a algoritmus opakované rozviji uz navstivené stavy (prochazi redundantni cesty). Grafové pro-
hledavani si pomoci explored (closed list) pamatuje rozvinuté stavy a kazdy stav rozvine nejvys jednou;
strom prohledavani pak obsahuje kazdou konfiguraci nanejvys jednou. Cenou za Gsporu ¢asu je pamét
na uloZeni explored. (Pseudokdd vyse testuje cilovost pri vybéru uzlu z hranice; u BFS lze testovat uz pri
generovani naslednika, coz je rychlejsi, ale u uniform-cost a A* by to vedlo k neoptimalnimu feSeni — tam

musi byt test aZ pfi vybéru.)

(4)
& 9 OO
o &

stavovy graf strom (stromové prohl.)

Stav D je dosazitelny dvéma cestami (A—B—D a A—C—D). Stromové prohledavani proto D rozvine
dvakrat (pravy strom ma dva uzly D); grafové prohledavani drzi closed list a rozvine D jen jednou.
Redundance roste exponencialné s hloubkou, takze u graft (cykly, vice cest) je grafové prohledavani
zasadni.



1.3 Neinformované prohledavani

Neinformované (slepé) strategie nemaji o tiloze Zadnou informaci nad ramec jeji definice; lisi se jen tim,
ktery uzel z hranice vyberou.

& Definice — BFS, DFS, uniform-cost

« Prohledavani do sifky (BFS): hranice je fronta FIFO, rozviji se vzdy nejmél¢i nerozvinuty uzel.

» Prohledavani do hloubky (DFS): hranice je zasobnik LIFO, rozviji se vzdy nejhlubsi nerozvi-
nuty uzel.

« Uniform-cost (Dijkstra): rozviji se uzel s nejnizsi cenou cesty g(n); test cilovosti se provadi az
pri vybéru uzlu (ne pfi generovani), jinak hrozi neoptimalni feSeni.

BFS je uplné (najde feSeni, je-li vétveni konec¢né) a je optimadlni, pokud cena roste
nezaporné s hloubkou (typicky jednotkové ceny). Plati za to ale paméti: musi drZet celou hranici,
Casova i prostorova slozitost je O(?) (b = faktor vétveni, d = hloubka cile). Pamét je u BFS vétsi
problém nez Cas.

DFS sam o sobé neni optimalni a ve stromovém prohledavani ani uplny (mizZe se zacyklit nebo
spadnout do nekonecné vétve). Jeho prednost je pamét: s backtrackingem (generuje se vzdy jen jeden
naslednik) drzi jen jednu vétev, tedy O(m) paméti (m = maximalni hloubka); ¢asové O(b™), kde m
muze byt > d.

Uniform-cost je rozsifeni BFS na libovolné neziporné ceny - expanduje stavy v pofadi rostouci ceny
cesty, je uplné i optimalni. Je to pfesné Dijkstrav algoritmus.

©® roznamka. Srovnani hlavnich strategii (faktor vétveni b, hloubka cile d, max. hloubka m,
nejmensi cena kroku ¢, cena optima C*):

vybér uzlu aplné? optimalni?  cas/ pamét
BFS nejméléi (FIFO)  ano' ano* o®?) / 0%
DFS nejhlubsi (LIFO)  ne’ ne o™ / O(bm)
Uniform-cost  nejmensi g(n) ano™ ano O(b™*1C /ey

T pfi koneéném vétventi; * navic je-li cena kazdého kroku asponi ¢ > 0 (jinak hrozi nekone¢na cesta
L

s nulovymi cenami); ¥ je-li cena neklesajici funkci hloubky; S tiplné je grafové DFS v kone¢ném

prostoru, stromové ne.

1.4 Informované (heuristické) prohledavani

Informované prohledavani vyuziva doménovou znalost ve formé heuristiky. Obecné schéma je best-first:
rozviji se uzel s nejmensi hodnotou hodnotici funkce f(n) (uniform-cost je specialni pfipad s f = g).

B Definice — Heuristika, hladové prohledavani, A*

Heuristicka funkce h(n) > 0 odhaduje cenu nejlevnéjsi cesty z (stavu) uzlu n do cile; v cilovém stavu
je h(n) = 0.
- Hladové best-first: f(n) = h(n) — rozviji uzel zdanlivé nejbliz cili. Neni optimalni ani (ve
stromové varianté) uplné.
« A”: f(n) = g(n)+h(n) - odhad ceny nejlevnéjsiho feseni vedouciho skrz n. Jako uniform-cost, jen
misto g pouziva g+ h. Za vhodnych podminek na h (pfipustnost, resp. konzistence — definujeme
vzapéti) je uplné a optimalni.




& Definice — Piipustna a konzistentni heuristika

+ Heuristika je pripustna (admissible), pokud nikdy nenadhodnoti: pro kazdy uzel n je
h(n) < h*(n),

kde h*(n) je skute¢né cena nejlevnéjsi cesty z n do cile. (Optimisticky odhad.)
« Heuristika je konzistentni (monoténni), pokud pro kazdy uzel n a jeho naslednika n’ akci a
plati trojuhelnikova nerovnost
h(n) < c(n,a,n’) + h(n’).

: c(n,a,n’) :

~
~ N
~

~

h(n) ~“~<_

Konzistence jako trojuhelnikova nerovnost: odhad z n neni vétsi nez cena kroku do souseda n’ plus
odhad z n’, tj. h(n) < c(n,a,n’) + h(n’). Dusledkem je, Ze hodnoty f(n) = g(n) + h(n) neklesaji podél
zadné cesty.

W Lemma — Konzistence implikuje piipustnost

Kazda konzistentni heuristika je pfipustna.

Diikaz (nepovinny — pro pochopeni vztahu obou pojmu). Budny,n,, ..., n optimalni cesta z n; do cile n
(tedy h(n) = 0). Z konzistence pro kazdy krok h(n;) — h(n;,1) < c(n;, a;, ni;1). Sectenim piesi = 1,...,k—1
se leva strana teleskopicky secte na h(n;) — h(n;) = h(n;), prava na cenu celé (optimalni) cesty h*(n).
Tedy h(n;) < h*(n;), coz je pFipustnost. O

W Véta — Optimalita A*

Je-li h piipustna, je A* ve stromovém prohledavani optimalni. Je-li h konzistentni, je A* v grafovém
prohledavani optimalni.

Strom + pripustnost. Pfedpokladejme, Ze na hranici je suboptimalni cil G, (cena
g(Gy) > C*, kde C* je cena optimalniho fe$eni) a zaroven uzel n lezici na optimalni cesté. Pak

f(G2) = &(Gp) + h(Gy) = &(G) > C* = gw) + h(w) = f(n),
=0

kde posledni nerovnost plyne z pfipustnosti (f(n) je dolni odhad ceny optima skrz n). A* tedy rozvine
n drive nez G, a pfes n najde optimalni feseni — suboptimalni cil se nikdy nevybere prvni.

Graf + konzistence. U grafového prohledavani hrozi, Ze stav navstivime podruhé lepsi cestou, ale
closed list ho uZ nepusti. Konzistence to vylouci: hodnoty f jsou podél kazdé cesty neklesajici, takze
kdyz A” vybira uzel s nejmensim f k rozvinuti, Zddna pozdéjsi cesta k témuz stavu nemtze byt
kratsi. Prvni rozvinuty cilovy uzel je proto optimalni. (Bez konzistence by stacilo pfidat ucetnictvi:
pfi nalezeni lepsi cesty stav z closed listu nechat ,,obzivnout®.)

O Poznamka. [Dominance heuristik] Pro dvé ptipustné heuristiky fekneme, Ze hy dominuje h,
pokud hy(n) > hy(n) pro véechny n. Pak A* s hy nikdy nerozvine vic uzl nez s h; (rozvijeji se uzly
s f(n) < C*, tj. h(n) < C* — g(n); vyssi h ofeze vic). Vyssi pripustna heuristika je tedy lepsi — pokud ji
umime spocitat dostate¢né levné.



1.5 Reseny piiklad SZZ

Nasledujici realna otazka SZZ spojuje vsechny tfi dovednosti tohoto okruhu: zformalizovat Glohu jako
prohledavani, zvolit a popsat optimalni algoritmus a rozebrat vlastnosti navrzené heuristiky.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢&. 32: Informované prohledavani (A*, heuristika, 8-puzzle)

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 32 — Informované prohledavani (A%, heuristika, 8-puzzle))
Zadani.
Pro 8-puzzle na obrazku niZe (vlevo pocateéni, vpravo cilovy stav): (1) formalizujte tlohu jako infor-
mované prohledavani (stav, pfechodovy model, test cilovosti); (2) navrhnéte optimalni informovany
algoritmus a popiste jeho prubéh; (3) navrhnéte heuristiku, urcete jeji vlastnosti a rozhodnéte, zda
s algoritmem z (2) zarucuje optimalni feSeni.
Reseni.
(1) Formalizace. Stav je rozmisténi osmi kostek a volného mista v mfiZce 3 x 3. Poddtecni stav
je zadané rozmisténi. Prechodovy model: akce posune volné misto na jedno ze sousednich poli (tj.
sousedni kostku na volné misto), ¢imz vznikne nové rozmisténi; cena kazdé akce je 1 (chceme
nejmensi pocet taht). Test cilovosti porovna rozmisténi s cilovym.
(2) Algoritmus. Optimalni informovany algoritmus je A* s f(n) = g(n) + h(n), kde g(n) je pocet
dosud provedenych tahtl. Hranice je prioritni fronta podle f; opakované vybirame uzel s nejmensim
f, testujeme cilovost (pfi vybéru), a rozvijime. S ptipustnou (resp. konzistentni) heuristikou A* vrati
feSeni s nejmensim poctem taht.
(3) Heuristika a jeji vlastnosti. Dvé klasické pfipustné heuristiky:

+ hy = pocet kostek na Spatném misté (vyjma volného pole). Pro nas pocatecni stav jsou spravné

jen kostky 3 a 7, ostatnich Sest je mimo: h; =
« hy = Manhattanska (taxikarska) vzdalenost = soucet vzdalenosti kostek od jejich cilovych pozic.
Secteno pres kostky 1 az 8: l+1+0+2+2+1+0+2=@.

Obé jsou pripustné: zadny tah neopravi vic nez jednu kostku ani neposune kostku o vic nez jedno
pole, takZe ani jedna heuristika skuteénou cenu nenadhodnoti. Obé jsou navic konzistentni (kazdy
tah posune jednu kostku o 1, takZe h klesne nejvys o 1 = cena kroku, co? je trojuhelnikova nerovnost).
hy dominuje hy (vidy hy > hy), je tedy lepsi.
Zaruka optimality. Ano. Protoze jsou heuristiky konzistentni, je A* optimalni v grafové i stromové
varianté (u 8-puzzle se pro vyhnuti cyklim typicky voli grafova verze s closed listem; ta vyzaduje
pravé konzistenci). Otazka pritom nezada nalézt konkrétni feSeni — stac¢i Glohu zformalizovat, zvolit
optimalni algoritmus a rozebrat vlastnosti heuristiky.

© Poznamka. [Resitelnost instance — nad ramec zadani] Resitelnost konkrétni instance 8-
puzzle se fidi paritou poctu inverzi (dvojic kostek v obraceném poradi, volné pole se nepocita):
stav je resitelny do standardniho cile pravé tehdy, ma-li sudy pocet inverzi. Pocatec¢ni stav vyse
ma 11 inverzi (liché), cil 0 (sudé) — parita se neshoduje, takze tento konkrétni stav neni do
daného cile fesitelny (ovéfeno i vycerpavajicim prohledanim: ze startu je dosazitelnych vsech
9!/2 = 181 440 stavt jeho paritni tfidy a cil mezi nimi neni). A* by tedy po prohledani kone¢ného
prostoru spravné ohlasil neispéch — slouzi tak i jako rozhodovaci procedura fesitelnosti. Tvrzeni
typu ,optimum ma N taht“ by tu proto bylo chybné.
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v pocateénim stavu: h; = 6 (Spatné umisténé kostky 2,8,1,6,4,5), h, = 9 (Manhattan, oba odhady
pfipustné i konzistentni).

8-puzzle: pocate¢ni stav | | a cilovy stav [471 : 6] (tecka = volné pole). Hodnoty heuristik

V priklady/ je u této otazky ptvodni ofiznuty obrazek z PDF a oficialni nacrt feSeni.

2 Splnovani podminek — CSP (hranova konzistence AC-3, algoritmus
MAC)

V predchozi sekci jsme stav chapali atomicky — jako nedélitelny ,éerny box®, o jehoZ vnitfni stavbé
prohledavaci algoritmus nic nevédél. Splriiovani podminek (Constraint Satisfaction Problem, CSP) je
naopak faktorovanad reprezentace: stav je rozloZen na mnozinu promeénnych, kazda s vlastni doménou
hodnot, a feseni je takové prifazeni hodnot proménnym, které splnuje zadané podminky. Tato struktura
ma dvé vyhody. Za prvé fadu uloh (N-dam, Sudoku, rozvrhovani, obarveni mapy) lze popsat v jednotném
formalismu a fesit obecnym resicem. Za druhé - a to je kli¢ové — ndm podminky umozni aktivné prorezavat
domény jesté pred tim, nez cokoli pfifadime: hodnotu, ktera nemiize byt soucasti zadného reseni, vyradime
z domény (inference), ¢imz dramaticky zmensime prohledavany prostor.

2.1 Definice CSP

B Definice — Problém spliiovani podminek (CSP)

CSP je dan trojici (X, D, C):

« proménné X = {X,..., X;;} - popisuji hledané rysy stavu svéta (napf. pozice dam na Sachov-
nici);

« domény D = {Dy,...,D,} — D; je koneéna mnozina moznych hodnot proménné X; (riizné
proménné mohou mit rizné domény);

« podminky C = {C, ..., C,} - kazda podminka je relace nad néjakou podmnoZinou proménnych,
tj. podmnozina kartézského soucinu jejich domén. Podminku lze zadat extenzionalné (vyctem
n-tic, které ji splnuji) nebo formuli (napt. row 4 # rowp). Pocet proménnych v podmince je jeji
arita.

Ohodnocent je pfifazeni hodnot proménnym; je #plné, ma-li hodnotu kazda proménna, a konzistentni,
spliuje-li vsechny podminky. (Pripustnym) reSenim CSP je uplné a konzistentni ohodnoceni.

& Definice — Binarni CSP

CSP je binarni, pokud ma kazda podminka aritu nejvyse 2 (vaze nanejvys$ dvé proménné). Binarni
CSP pfirozené reprezentujeme siti podminek (constraint network): graf, jehoz vrcholy jsou proménné
a kazda binarni podminka mezi X; a X; je hrana (oblouk, sarc’) (X, X])

Na binarni CSP se omezujeme hlavné proto, Ze na ném krasné funguje pojem hranové
konzistence (a Ze kazdy CSP lze na binarni pfevést). Sit podminek dava geometrickou pfedstavu:
techniky inference si pak predstavime jako Sireni omezeni po hranach sité — zazim-li doménu jedné
proménné, ,informace® o tom potece po hranach k sousedtim, kteii mohou zdzit svoje domény, a tak

dal.



© Poznamka. [Vstup a vystup] Pohledem rozhodovaciho problému: vstupem CSP je trojice
(X, D,C), vystupem je bud konkrétni feseni (iplné konzistentni ohodnoceni), nebo informace, ze
zadné neexistuje. Rozhodnout, zda obecny CSP feSeni mi, je NP-tiplny problém (proto se vyplati
inference, ktera prostor profezava).

2.2 Modelovani (jak tlohu zformulovat jako CSP)

Prvnim krokem je vidy modelovani — volba proménnych, domén a podminek. Stejnou tlohu lze obvykle
namodelovat vic zptisoby a na volbé modelu hodné zalezi.

B Piiklad — N dam jako CSP

Hledame rozmisténi N dam na Sachovnici N x N tak, aby se Zadné dvé neohrozovaly (nesmi byt
ve stejném fadku, sloupci ani diagonale). Klicové pozorovani modelu: kazdou damu pfedem
pfifadime do viastniho sloupce, takze hledame jen Fadek. Proménné: rq, ..., ry (fadek damy v i-tém
sloupci). Domény: D; = {1,..., N}. Podminky: pro kazdé i = j

rp#r; (raznétadky) a  li—jl# | —rl (rizné diagonaly).

Sloupce jsou oSetfeny uz samotnou volbou modelu (jedna dama na sloupec). Prostor se tim zmensi
z (N-N)N (libovolné policko kazdé damy) na NV, navic je to binarni CSP.

2.3 Reseni prohledavanim s navracenim (backtracking)

Nejjednodussi zptisob feseni CSP je prohleddavani s navracenim (backtracking). Je to hloubkové prohle-
davani nad ¢astecnymi ohodnocenimi: vybereme dosud nepfifazenou proménnou, zkusime ji priradit
hodnotu, ovéfime podminky viiéi uz pfifazenym proménnym, a je-li ohodnoceni konzistentni, pokracu-
jeme na dalsi proménnou. Narazime-li na spor (zddna hodnota nejde pfifadit), navratime se (backtrack)
k pfedchozi proménné a zkusime jinou hodnotu.

2 Algoritmus — Prohledavani s navracenim (BACKTRACK)

BACKTRACK (csp, ohodnoceni):
if ohodnoceni je uplné: return ohodnoceni

X < vyber nepritrazenou proménnou > heuristika poradi: dom / deg
for kazdou hodnotu v z Dy v néjakém poradi: > heuristika poradi hodnot
if v je konzistentni s ohodnocenim: > vii¢i uz prirazenym proménnym
pridej {X = v} do ohodnoceni
inference < INFERENCE(csp, X, v) > forward checking / udrzeni AC; volitelné

if inference # selhani:
vysledek < BACKTRACK(csp, ohodnoceni)
if vysledek # selhani: return vysledek
vrat zpét {X = v} a zmény inference > backtrack
return selhani

Holy backtracking je ¢asto neefektivni: spor odhali az ve chvili, kdy se ke sporné pro-
ménné dostane a zkusi ji pfifadit hodnotu, i kdyZ uz davno bylo ,jasné®, ze volba dal nahofe nemize
vést k feSeni. Proto ho posilime inferenci ve volani INFERENCE — po kazdém prifazeni proaktivné
vyfadime z domén nepfifazenych proménnych hodnoty, které jsou s nové prifazenou hodnotou
v rozporu. Tim spor odhalime dfiv (pfipadné uz pfi pfifazeni) a ofezeme celé podstromy.

2.4 Konzistencni techniky: hranova konzistence

Misto pouhé kontroly podminek pfi pfifazovani je mizeme vyuzit aktivné k profezavani domén. Motivacni
piiklad: mdme A € {3,...,7}, B € {1,...,5} a podminku A < B. Hodnota A = 7 nemiiZe byt v zddném



feSeni, protoze v doméné B neni 7zadna hodnota vétsi nez 7; podobné A € {5,6,7} a B € {1, 2,3} jsou
neudrzitelné. Zizenim domén dostaneme A € {3,4}, B € {4,5} — a to vSe bez jediného prirazeni. Tato
uvaha vede k pojmu hranové konzistence.

B Definice — Hranova konzistence (arc consistency)

Méjme binarni CSP. Hrana (oblouk) (X;, X;) je hranové konzistentni, pokud pro kazdou hodnotu
x € D existuje hodnota y € D; takova, ze dvojice (x,y) spliiuje (binarni) podminku mezi X;
a X;. Hodnoté y se tika opora (support) hodnoty x. CSP je hranové konzistentni, je-li hranové
konzistentni kazda jeho hrana v obou smérech.

© Poznamka. [Smérovost] Hranovéa konzistence je smérova: konzistence (X;, Xj) nezarucuje kon-
zistenci (Xj, X;). V ptikladu vyse je po zizeni A € {3,4}, B € {4,5} hrana (A, B) konzistentni (pro
kazdé a existuje vétsi b), ale i (B, A) musime ovérit zvlast (pro kazdé b existuje mensi a). Proto ,,CSP
je AC“ znamena konzistenci vSech hran v obou smérech.

pfed AC: zadna hrana neni konzistentni

D, =1{3,4,5,6,7} Dy=1{1,2,3,4,5}

O——0

po AC: (A, B) i (B, A) konzistentni

DA = {3’ 4} DB = {4’ 5}

(H————®

Sit podminek (constraint graph) pro jedinou binarni podminku A < B. Uzly jsou proménné, hrana je
podminka. Pfed hranovou konzistenci (nahofe) ma A hodnoty bez opory (5, 6,7 — v Dy neni nic vétsiho)
a B ma hodnoty bez opory (1, 2,3). Po profezani (dole) zbude D, = {3,4}, Dy = {4, 5}. Pozor: hranova
konzistence nezarucuje, ze kazda zbyla kombinace je feSeni — napi. A = 4, B = 4 podminku A < B
neplni.

2.5 Algoritmus AC-3

Pro nastoleni hranové konzistence v celé siti slouzi algoritmus AC-3. Drzi frontu hran, které je tfeba
zkontrolovat (zpocatku vsechny hrany). Z fronty vzdy vybere hranu (X;, X;) a zavold podproceduru
RevVIZE(X;, X;), kterd z domény D; vytadi vSechny hodnoty bez opory v D;. Pokud se D; ziZila, mohly tim
prijit o oporu hodnoty v doménach sousedii proménné X; (téch, ktefi na X; zavisi podminkou). Proto do
fronty znovu zatadime vSechny hrany vedouci do X;, tj. (Xk, X;) pro kazdého souseda X # X;. Algoritmus
konéi, kdyz je fronta prazdna (sit je hranové konzistentni), nebo kdyZ néjaka doména zistane prazdna
(CSP nema4 feseni).

o 4 Algoritmus — Hranova konzistence: AC-3

AC-3(csp): > vrati false pri nekonzistenci, jinak true
fronta < vsechny hrany (X, X;) sité podminek
while fronta # @:
(X, X;) < odeber hranu z fronty

if REVIZE(csp, X, Xj): > doména D; se ziuzila

if |D|=0: return false > prdzdnd doména = bez reseni
for kazdého souseda X; proménné X; kromé X;:

pridej hranu (X, X;) do fronty > hrany vedouci DO zménéné X;
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return true

REVIZE(csp, X;, X;): - vrdti true, pravé kdyz zuzila D,
revidovano « false
for kazdou hodnotu x € D;:
if zadné y € D; nesplni s x podminku mezi X, X;: > X nemd oporu
vytrad x z D;; revidovano « true
return revidovano

© Poznamka. [Slozitost a varianty] Casova slozitost AC-3 je O(e d*), kde e je pocet podminek a d
velikost nejvétsi domény: kazdou z O(e) hran mizeme do fronty vlozit az d-krat a jedna REVIZE stoji
O(d?). Neni to optimalni ~ zapamatovanim vysledkii kontrol (algoritmy AC-4, AC-3.1, AC-2001) lze
dosahnout O(e d?). Znalost sémantiky podminky kontrolu dale zrychli (pro X < Y sta¢i porovnat
krajni hodnoty).

W Véta — Co hranova konzistence (ne)zaruéuje

Hranova konzistence je lokdlni vlastnost: zarucuje konzistenci po dvojicich, ne globalné. Proto:
» Hranové konzistentni CSP nemusi byt splnitelny (miZe mit prazdnou mnoZinu feSeni).
» Pokud néjaka doména po AC-3 zbude prazdna, CSP feseni nema (to je jedina jista implikace
o (ne)existenci feSeni, kterou AC-3 dava).
+ CSP, ktery neni hranové konzistentni, muze mit feseni (nekonzistence se tyka jednotlivych
hodnot, ne nutné celého problému).

Pro¢ hranova konzistence nestaci? Zachycuje jen interakci dvou proménnych najednou.
Klasicky protipfiklad: tfi proménné X;, X;, X3 s doménami {0, 1} a podminkami X; # X; pro kazdou
dvojici. Kazd4 hrana je hranové konzistentni — pro 0 je oporou 1 a naopak — a pfesto problém nema
reseni: tfi proménné nelze obarvit dvéma hodnotami tak, aby byly po dvojicich razné. AC-3 tu Zadnou
hodnotu nevyftadi. Globalni spor odhali az prohledavani (nebo silnéjsi, ale drazsi k-konzistence).

© Poznamka. [k-konzistence - jen pro kontext] Hranova konzistence je specialni piipad obecnéjsi
k-konzistence (AC = 2-konzistence; cestova/path konzistence = 3-konzistence): pro kazdé konzis-
tentni ohodnoceni k — 1 proménnych existuje hodnota k-té proménné, ktera ho rozsiri. Je-li CSP
i-konzistentni pro vSechna i, 1ze ho vyfesit bez navraceni. Vyssi konzistence ale stoji ¢as exponencialni
vk, takze se v praxi misto ni pouzivaji globalni podminky (napft. all_diff erent s efektivnim prore-
zavanim pfes parovani v bipartitnim grafu). Pozadavky okruhu jmenuji jen hranovou konzistenci
a AC-3; k-konzistence tu slouzi jako kontext.

2.6 Inference v prubéhu prohledavani: FC, look-ahead a MAC

Konzisten¢ni techniky teprve naplno vyniknou uvnit# prohledavani, jako obsah procedury INFERENCE.
Po kazdém prifazeni proménné z domén nepiifazenych proménnych odstranime hodnoty, které se
s pfifazenim neslucuji. Lisi se jen rozsah profezavani.

& Definice — Forward checking, look-ahead / MAC

+ Kontrola dopredu (forward checking, FC): po pfifazeni X = v projdeme jen podminky
obsahujici praveé prirazenou proménnou X a z domén jejich dosud nepfifazenych souseda
vyfadime hodnoty neslucitelné s v. Selze-li tim néjaka doména na prazdnou, hned se navratime.

« Pohled dopredu (look-ahead) / udrzeni hranové konzistence (Maintaining Arc Consistency,
MAC): po piifazeni X = v obnovime plnou hranovou konzistenci — spustime AC-3 (s frontou
inicializovanou hranami (X}, X) od nepfifazenych soused X;. k X) a nechame profezani $ifit po
siti, dokud se méni néjaka doména. Je to silnéjsi technika nez FC: kontroluje vSechny podminky
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zasazené Sifenim, ne jen ty s X, a tak vyradi vic nekonzistentnich hodnot.

Rozdil FC vs. MAC: forward checking se diva jen ,0 krok dal (sousedé pfifazené pro-
ménné), look-ahead/MAC necha efekt ziiZzeni propagovat dal do sité — zuzim-1i doménu souseda, znovu
zkontroluji i jeho sousedy atd. MAC tedy odhali spor dfiv a profeZe vic, za cenu vyS$si prace na uzel.
Bartakovo srovnani na N-damach: holy backtracking potfeboval 19 pokust, forward checking 3,
a look-ahead jen 2.

© Poznamka. [MAC = AC-3 inkrementalné] MAC je pfesné AC-3 spousténé inkrementalné béhem
prohledavani. Na zacatku problém jednou zhranovékonzistentnime (AC-3 na vstupu). Po kazdém
pfifazeni X = v je doména X jednoprvkova a do fronty AC-3 vlozime jen hrany (Xi, X) od sousedu;
AC-3 pak profeze a §ifi. Pfi navraceni se vyfazené hodnoty vrati zpét. Volani INFERENCE v pseudokodu
BACKTRACK je tedy ,spust AC-3 z hran k pravé pfifazené proménné*.

2.7 Heuristiky poradi proménnych a hodnot

Vv

king instancuje proménné a zkousi hodnoty v néjakém poradi; dobré pofadi dramaticky zkrati prohleda-
vani. Vede nas princip ,spor odhalit co nejdfiv™:
+ Poradi proménnych - princip ,fail-first: ber jako dalsi tu proménnou, jejiz pfifazeni nejspis
povede ke sporu (a tedy spor odhalime brzy, blizko kofene).
- dom (minimum remaining values): proménna s nejmensi doménou jako prvni (nejmini moznosti
= nejdfiv ,dojdou” hodnoty).
— deg (degree): proménna v nejvice podminkach jako prvni (typicky rozhodne pfi rovnosti dom).
« Poradi hodnot - princip ,succeed-first“: naopak zkus nejdfiv hodnotu, ktera nejspis patri do reseni.
Heuristika least constraining value: hodnota, ktera nejméné omezuje ostatni proménné (ponecha nejvic
flexibility). Hledani skute¢né nejlepsi hodnoty byva drahé, takze se pouzivaji doménové specifické
heuristiky.

Pro¢ u proménnych ,fail-first“ (nejhtif prvni) a u hodnot ,succeed-first“ (nejlip prvni)?

vvvvvv

vvvvvv

2.8 Resené piiklady SZZ

P Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 28: CSP, backtracking, konzistence, model Sudoku

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, . 28 — Problém splriovani podminek (CSP, backtracking, arc consis-
tency, forward checking, look-ahead, Sudoku))

Zadani.

Definujte problém spliiovani podminek (CSP). Popiste prohledavani s navracenim (backtracking) jako
zpusob feseni CSP. Vysvétlete pojmy ,hranova konzistence” (arc consistency), ,kontrola dopfedu®
(forward checking) a ,pohled doptedu® (look-ahead). Pomoci CSP namodelujte Sudoku (umistit ¢isla
1,...,9 do mfizky 9 x 9 tak, aby se v Zadném fadku, sloupci ani 3 x 3 boxu 7adna cifra neopakovala;
néktera ¢isla jsou predem zadana).

Reseni.

(1) Definice CSP. CSP je trojice (X, D, C): koneéna mnozina proménnych X, ke kazdé proménné
doména (koneéna mnozina jejich moznych hodnot; rizné proménné mohou mit rdzné domény)
a kone¢na mnozina podminek C. Podminka je relace nad podmnozinou proménnych, tj. podmnozina
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kartézského soucinu jejich domén (zadana vyétem n-tic nebo formuli). Resenim je tiplné a konzistentni
ohodnoceni - kazda proménna ma hodnotu a vSechny podminky jsou splnény.

(2) Backtracking. Hloubkové prohledavani nad ¢aste¢nymi ohodnocenimi: vybereme nepfifazenou
proménnou, piifadime ji hodnotu a ovéfime podminky vici uz pfifazenym proménnym. Je-li
ohodnoceni konzistentni, rekurzivné pokracujeme na dal$i proménnou; nastane-li spor (zadna
hodnota nejde pfiradit), navratime se k predchozi proménné a zkusime jinou hodnotu. Skon¢ime bud
uplnym konzistentnim ohodnocenim (fe$eni), nebo vycerpanim v§ech moznosti (feseni neexistuje).
(3) Konzisten¢ni techniky.

« Hranova konzistence (arc consistency). Hrana (X;, X;) je konzistentni, pokud pro kazdou hodnotu
x € Dj existuje hodnota y € D; spliiujici s x podminku mezi X;, X;. Hodnoty bez takové
opory z D; vyfadime. Jde o predzpracovani/inferenci: profeze domény nezavisle na konkrétnim
pfifazeni.

« Kontrola dopredu (forward checking). Po pfifazeni proménné X projdeme jen podminky obsa-
hujici X a z domén jejich nepfifazenych sousedi vyfadime hodnoty nesluditelné s prifazenim.
Spor (prazdnou doménu) tak odhalime dfiv nez holy backtracking.

« Pohled dopredu (look-ahead). Silnéjsi nez FC: po ptifazeni obnovime plnou hranovou konzistenci
(spustime AC-3), takze profezani Sifime pres vSechny zasazené podminky, dokud se méni
néjaka doména — ne jen pres podminky s pravé prifazenou proménnou. Vytadi proto vic
nekonzistentnich hodnot.

(4) Model Sudoku.

+ Proménné: jedno polictko = jedna proménna, X, . pro fadek r a sloupec c (81 proménnych).

« Domény: D, ={1,...,9}.

« Podminky: na kazdy radek, kazdy sloupec a kazdy 3 x 3 box podminka all_diff erent (vSech
9 proménnych riznych) - ekvivalentné nerovnosti po dvojicich X, . # X,» .~ pro policka ve
stejném radku / sloupci / boxu.

« Zadana cisla: bud ztzime doménu policka na jednoprvkovou (D, = {k}), nebo pfidame pod-
minku X, . = k.

Sudoku se pak fesi backtrackingem s inferenci (FC, resp. look-ahead/MAC); €asto ho silné profezavani
vyfesi skoro bez navraceni.

©® Poznamka. Sudoku je hezka ukazka, Ze hranova konzistence nestaci ke globalni konzistenci:
existuji rozpracovana Sudoku, ktera jsou hranové konzistentni, a pfesto vyzaduji prohledavani
(nebo silnéjsi inferenci) k dofeseni.

P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 27: binarni CSP, hranova konzistence, béh AC-3

(Realna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 27 — CSP (binarni CSP, hranova konzistence, béh algoritmu AC-3))
Zadani.

(1) Definujte binarni CSP (vstup a vystup) a vysvétlete pojem ,hranova konzistence®. (2) Je-li
problém hranové konzistentni, je zarucené splnitelny? Muze byt splnitelny problém, ktery hranové
konzistentni neni? Zdavodnéte nebo dejte protipiiklady. (3) Aplikujte AC-3 na CSP s celodiselnymi
proménnymi A, B,C, D, doménami Dy = {1}, Dg = Dc = Dp = {1,2,3}apodminkamiC; : C+D =4,
Cy: A+ B<3,C;3: B+ C > 4. Uvedte postup.

Reseni.

(1) Definice a hranova konzistence. Bindrni CSP je trojice (X, D, C), kde kazd4 podminka vaze
nejvyse dvé proménné. Vstup: proménné, jejich domény a podminky. Vystup: tiplné konzistentni
ohodnoceni (feseni), nebo informace, ze zddné neexistuje. Hrana (X;, X;) je hranové konzistentni,
pokud pro kazdou hodnotu x € D; existuje y € D; tak, ze (x, y) spliiuje podminku mezi X, X;; CSP
je hranové konzistentni, je-li takova kazda hrana v obou smérech.

(2) Co AC zarucuje. Hranové konzistentni problém nemusi byt splnitelny. Protiptiklad: Xi, X3, X3
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s doménami {0, 1} a podminkami X; # X; pro kazdou dvojici. Kazd4 hrana je konzistentni (oporou 0
je 1 a naopak), takze AC-3 nic nevytadi, a pfesto problém nema reseni — tfi proménné nelze obarvit
dvéma hodnotami po dvojicich rizné. Hranoveé nekonzistentni problém naopak miize byt splnitelny:
nekonzistence se tyka jednotlivych hodnot, ne celého problému - ostatné i zadany CSP z bodu (3)
hranové konzistentni neni (napf. pfi D4 = {1} podminka C, : A + B < 3 vylucuje B = 3, takze hrana
(B, A) konzistentni neni), a pfitom feseni ma (viz dale). Jedina jistota: zbude-li po AC-3 prazdna
doména, feSeni neexistuje.

(3) Béh AC-3. Sit podminek ma hrany C; mezi C, D; C; mezi A, B; C3 mezi B, C (viz obrazek). Fronta
startuje se vSemi hranami v obou smérech. Pro kazdou hranu Revize vytadi z ,prvni“ proménné
hodnoty bez opory; po zizeni vratime do fronty hrany vedouci do ztiZené proménné. Pe¢livy prichod
(proménna A s jednoprvkovou doménou je ,pevna“ a tlaci na sousedy):

1. Cy zazi Bpodle A. A=1a A+ B <3dava B < 2, takze B = 3 nema v D4 oporu: REVIZE(B, A)
vyftadi 3, . (Hrana (A, B) konzistentni: @ = 1 ma oporu b < 2 — D, se neméni.)

2. C3z0zi C podle B.Be {1,2}aB+C >4davaC >4 — B > 4 — 2 = 2, takze C = 1 nemé oporu:
Revize(C, B) vyiadi 1, . (Hrana (B,C): pro b € {1, 2} existujec =3sb+c >4 - Dg
beze zmény.)

3. C se zménila = prekontroluj hrany do C kromé té, kterou jsme pravé revidovali (pravidlo
,kromé X;), tj. C; od D (nikoli C; od B). Hrana C; navic zizi D podle C: C+ D =4aC € {2,3}

dava D = 4 — C € {1, 2}, takze D = 3 nema oporu: Revize(D, C) vytadi 3, .

4. D se zménila = piekontroluj hrany do D: C; od C. Revize(C, D): pro ¢ = 2 je oporad = 2,
proc = 3 je oporad = 1 — obé v Dp = {1, 2}, takZe D se neméni. Zadn4 dalsi doména se uz
neméni, fronta se vyprazdni.

Vysledné hranové konzistentni domény:

|Da=1{1}, Dp={1,2, Dc={23}, Dp={12}]

Problém je nyni splnitelny (feSeni napt. A=1, B=2,C=2, D=2 nebo A=1, B=2,C=3, D=1 - obé splni
C+D =4,A+B<3,B+C >4).Toje vsouladu s bodem (2): AC-3 jen profezal domény; splnitelnost
potvrdi teprve nalezeni iplného ohodnoceni.

{1,2,3}
—{1,2}

{1}

C,: A+B<3

C;: B+C >4

C,: C+D =4
{1,2,3} ' {1,2,3}

- {12} - {2,3}

Sit podminek Glohy: proménné A, B, C, D, hrany jsou binarni podminky C,(A, B), C5(B, C), C,(C, D).
U kazdého uzlu je doména pied AC-3 a po ném. Profezani se $ifi od ,pevné“ proménné A = 1:
C, = B, pak C; = C, pak C; = D.

P Piiklad — SZZ léto 2022 ¢&. 9: N-kraloven jako prohledavani a CSP

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 9 — N-kraloven)

Zadani.

Problém N-kraloven (rozmistit N kraloven na Sachovnici N x N tak, aby se neohrozovaly — Zadné dvé
na stejném sloupci, fadku nebo diagonale). (a) Popiste vhodnou abstrakei pro prohledavaci algoritmus
(stavy, prechodovy model, cilovou podminku). (b) Vyberte vhodny informovany ¢i neinformovany
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prohledavaci algoritmus a zdtivodnéte. (c) Ukazte, jak by se problém modeloval a fesil jako CSP.
Reseni.
(a) Abstrakce pro prohledavani. Stav = ¢asteéné rozmisténi kraloven, napf. jedna v kazdém
z prvnich k sloupcu tak, Ze se vzajemné neohrozuji. Poc¢atecni stav = prazdna sachovnice. Pfechodovy
model = pfidani kralovny do dalsiho (k+1.) sloupce na radek, kde neohrozuje Zadnou jiZ poloZenou
kralovnu. Cilova podminka = rozmisténo N kraloven (vSechny sloupce zaplnény). Tim, Ze na kazdy
sloupec ptijde pravé jedna kralovna, se prohledavaci strom drasticky zuzi (misto N2 poli¢ek volime
jen fadek v jednom sloupci).
(b) Volba algoritmu. Neinformované prohledavani do hloubky (DFS) s navracenim (backtracking):
feSeni lezi v hloubce N, strom je konecny a DFS je pamétové nenaroc¢né. Informované metody
(A*, heuristiky) se obvykle nevyplati, protoZe jde o splnéni podminek (constraint satisfaction), ne
o hledani nejkratsi cesty — vSechna feSeni jsou ve stejné hloubce a cena cesty zde nehraje roli.
(c) Model jako CSP. Proménné Qy, ..., Oy (po jedné na sloupec), doména D; = {1, ..., N} (tddek
kralovny v i-tém sloupci). Sloupcova podminka je uz zakdédovana do volby proménnych. Pro vechna
i<j:

Q #Q; (razné fadky), |0; = Qjl # li—j| (ne na spole¢né diagonale).

Resi se backtrackingem se $itenim podminek (forward checking / AC-3) a heuristikou vybéru
proménné MRV. Jde o tentyz rozklad ,pravé jedna na sloupec” jako v ptikladu N dam jako CSP vyse.

Originalni zadani téchto otazek (a pfipadné oficialni naérty feseni) jsou ve slozce priklady/.

3 Logické uvazovani (DPLL, dopredné a zpétné retézeni, rezoluce)

Druhym velkym paradigmatem Al je logické uvaZovani. Misto prohledavani stavii popiseme svét mnozinou
logickych tvrzeni (znalostni bazi) a ptame se, co z ni logicky plyne. Agent zalozeny na znalostech drzi
znalostni bazi KB (mnozinu vét néjakého jazyka), kterou rozsituje operaci TELL (pfidej nové pozorovani
¢i poznatek) a dotazuje se operaci Ask (plyne z KB dana véta?). Logicka inference mu dovoli odvodit i to,
co neni pfimo pozorovatelné. V tomto okruhu zlistavame u vyrokové logiky a divame se na ni aplikacné
— jako na néstroj pro algoritmy (rozhodnuti splnitelnosti, dokazovani dusledku). Syntaxi a sémantiku
logiky systematicky buduje spole¢ny okruh M6; zde staci pracovni minimum.

3.1 Model, splnitelnost, dusledek

& Definice — Model, splnitelnost, dusledek

Model M je ohodnoceni (pfifazeni pravdivostnich hodnot) vSem vyrokovym proménnym. M je
modelem véty a, pokud je a v M pravdiva; mnozinu vSech modelt & znac¢ime M(«).
« Véta je splnitelna (satisfiable), je-li pravdiva v néjakém modelu (napt. A v B).
» Véta je nesplnitelna (unsatisfiable), neni-li pravdiva v Zddném modelu (napf. A A 2A).
« «a (sémanticky) vyplyva z KB (entails), piSeme KB E @, je-li a pravdiva v kazdém modelu KB,
tj. M(KB) € M(a).

KB ¢ a znamena ,kdykoli plati vSechno v KB, platiia” - « je dusledek, ne nova informace.
Ve svété Wumpa (klasicky priklad z ucebnice: agent prochazi mtizku jeskyné, kde zavan v poli
signalizuje bezednou jamu v nékterém sousednim) pozorujeme ,v poli [1, 1] neni zdvan® a chceme
zjistit, zda je sousedni pole bezpecné. Vyjmenujeme modely shodné s pozorovanim a ovéfime, zda ve
vSech je dané pole bez jamy. Je-li tomu tak, bezpecnost plyne z K B; existuje-li model KB, v némz tam
jama je, neplyne a jistotu nemame.

Klicovy pfevod, na némz stoji algoritmy dokazovani, vyjadfuje vétu (disledek) jazykem (ne)splnitel-
nosti:

15



W Véta — Dusledek jako nesplnitelnost

Pro kazdou KB a vétu «a plati

KBra << (KBA -a)je nesplnitelna.

Toto je vyrokova obdoba ,dtikazu sporem®. Pokud z KB plyne «, pak nemuze souc¢asné
platit KB a —a, takZe konjunkce KB A = nema model - je nesplnitelna. A naopak. Diky tomu se
kazda otazka ,plyne a?“ prevede na otazku splnitelnosti, kterou fesi DPLL (hledd model) i rezoluce
(odvozuje spor). Proto se v Al misto dasledku rovnou rozhoduje splnitelnost.

3.2 Konjunktivni a disjunktivni normalni forma

Algoritmy chtéji formuli v jednotném tvaru. Literdl je vyrokova proménna nebo jeji negace (napf. A, ~B);
klauzule je disjunkce literala (napf. A v —B); elementarni konjunkce je konjunkce literalu.

& Definice — CNF a DNF

+ Konjunktivni normalni forma (CNF) je konjunkce klauzuli (AND disjunkci), tj. tvar /\; \/ i bij-
Priklad: (A v =B) A (BV =C Vv =D).
« Disjunktivni norméalni forma (DNF) je disjunkce elementarnich konjunkci (OR konjunkci), tj.
tvar \/; /\j t;;. Piiklad: (AAB) vV (=A A O).
Kazda vyrokova formule je logicky ekvivalentni néjaké formuli v CNF i néjaké v DNF.

CNF je tvar pro dokazovani: formule v CNF je pravdiva, pravé kdyz je pravdiva kazda
klauzule, a klauzule je nepravdiva jen tehdy, jsou-li nepravdivé vsechny jeji literaly. Na tom stoji
DPLL i rezoluce (rezoluce pracuje vyhradné s klauzulemi). DNF je naopak tvar, v némz je splnitelnost
trivialni (staci jedna splnitelna elementarni konjunkce), zato rozhodnout, zda je formule v DNF
tautologii (a tedy i dusledek), je obtizné — proto se pro dokazovani normalizuje na CNF. Pozn.: pfevod
do CNF muze formuli exponencialné nafouknout (rozdistribuovani Vv pres A), takze ani ,jen“ pfevod
na CNF neni zadarmo.

B Piiklad — Pfevod na CNF z definice ekvivalence

Pievedeme B < (P; V P,) do CNF - typicky krok pfi kédovani pravidel svéta do klauzuli.
1. Odstranéni ekvivalence a < b= (a = b) A (b = a):

(B= (P, V Py))A((P,VP;)= B).
2. Odstranéni implikacea = b= —-a Vv b:
(=BV Py v Py) A (=(Py Vv P,) V B).

3. De Morgan —~(P; vV P,) = (=P; A —P,) a roznasobeni (V pfes A):

‘(ﬁBvP1 V P)) A (=P; vV B) A (=P, V B) ‘

Postup je obecny: (1) odstran < a =, (2) zatla¢ negace dovnitf (De Morgan, =—a = a), (3) rozdistribuuj
V pres A. Vysledkem jsou tfi klauzule - to je hledana CNF.

3.3 Algoritmus DPLL

Splnitelnost CNF (problém SAT) Ize rozhodnout vy¢islenim pravdivostni tabulky (2" modeli), to je ale
netnosné. DPLL (Davis-Putnam-Logemann-Loveland) je chytfejsi: prohledavani modelt s backtrackin-
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gem, urychlené inferenci (stejné spojeni prohledavani a inference jako u CSP). Pracuje nad céastecnymi
modely a pouziva tfi zrychleni.

& Definice — Tri klicové prvky DPLL

» Piedc¢asné ukoncéeni (early termination): klauzule je pravdivé, je-li pravdivy byt jediny jeji
literal; formule je nepravdiva, je-li nepravdiva byt jedina klauzule (vSechny literaly nepravdivé).
Lze tak rozhodnout uz nad ¢asteénym modelem, bez doplnéni zbylych proménnych.

. Cisty literal (pure symbol): proménna, ktera se ve vsech (dosud nesplnénych) klauzulich
vyskytuje se stejnym znaménkem. Takovou proménnou bezpec¢né nastavime tak, aby tyto
literaly byly pravdivé — nemizZe to uskodit, protoze v zadné klauzuli nevystupuje opacné.

+ Jednotkova klauzule (unit clause): klauzule, v niz po dosazeni ¢aste¢ného modelu zbyva jediny
dosud neohodnoceny literal. Ten musi byt pravdivy, jinak je klauzule nepravdiva; proménnou
tedy vynutime (jednotkova propagace). Nastaveni jednoho literalu miZze vyrobit dalsi jednotkové
klauzule — fetézi se.

8 Algoritmus — DPLL - rozhodnuti splnitelnosti CNF

DPLL-SATISFIABLE?(s):
clauses <« klauzule CNF formule s; symbols <« proménné v s

return DPLL(clauses, symbols, {}) > prdzdny model
DPLL(clauses, symbols, model):
if kazda klauzule je v model pravdiva: return true > model nalezen
if néktera klauzule je v model nepravdiva: return false > backtrack
P, hodnota < Find-Pure-Symbol(symbols, clauses, model) > Cisty literal
if P # null: return DPLL(clauses, symbols—P, model U{P =hodnota})
P, hodnota <« Find-Unit-Clause(clauses, model) > jednotkova klauzule
if P # null: return DPLL(clauses, symbols—P, model U{P =hodnota})
P < First(symbols); rest < Rest(symbols) > vétveni

return DPLL(clauses, rest, model U{P =true})
or DPLL(clauses, rest, model U{P =false})

Poradi pravidel je podstatné: nejdfiv se zkusi ukoncit (pravda/spor), pak levna inference bez vétveni
(¢isté literaly, jednotkové klauzule), a teprve kdyZ nic z toho nezabere, se vétvi na zvolené proménné
s moznosti backtrackingu. DPLL je korektni a uplny algoritmus rozhodujici splnitelnost CNF: vrati TRUE
komponent, heuristiky volby proménné (stupniova, aktivitni), nahodné restarty, sledované literaly a uceni
klauzuli z konfliktu.

3.4 Reseny priklad SZZ: DPLL a perfektni parovani

p' Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢. 27: DPLL a perfektni parovani

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 27 — DPLL a parovani)

Zadani.

Necht G = (V, E) je neorientovany graf s n vrcholy; perfektni parovani je M C E tak, ze kazdy vrchol

je incidentni s pravé jednou hranou z M. (1) Navrhnéte formuli ve vyrokové logice splnitelnou pravé

tehdy, ma-li G perfektni parovani, obecné v CNF. (2) Vysvétlete cisty literal a jednotkovou klauzuli

a jejich roli v DPLL. (3) Napiste formuli z (1) pro cestu na ¢tyfech vrcholech a, b, ¢, d a demonstrujte

na ni obé heuristiky.

Reseni.

(1) Kédovani do CNF. Pro kazdou hranu e € E zavedeme proménnou m, s vyznamem ,hrana e je

v parovani“. Pro kazdy vrchol u s incidentnimi hranami ey, ..., ¢, vyjadfime podminku ,pravé jedna“:
« aspori jedna (at-least-one): me vV m,, V -V m,, - jedna klauzule;
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« nejvys jedna (at-most-one): pro kazdou dvojici riznych incidentnich hran ¢ +# e klauzule
T, V DM, = tedy (I;) klauzuli.

Konjunkce vSech téchto klauzuli pfes vSechny vrcholy je hledana CNF: jeji model pfesné odpovida
vybéru hran, kde kazdy vrchol pokryva pravé jedna - tedy perfektnimu parovani. (Rozklad ,pravé
jedna = aspon jedna A nejvys jedna“ je standardni obrat pfi kédovani tloh do SAT.)

(2) Cisty literal a jednotkova klauzule.

« fednotkova klauzule obsahuje (po dosazeni dosavadniho modelu) jediny literal; ten musi byt
pravdivy, jinak je klauzule nesplnéna. DPLL proto danou proménnou ihned vynuti (jednotkova
propagace) bez vétveni.

« Cisty literdl je proménna, jejiz viechny vyskyty v dosud nesplnénych klauzulich maji stejné
znaménko. Nastavime ji tak, aby tyto literaly byly pravdivé; nemutze to nikde uskodit, takze
opét bez vétveni.

Obé pravidla nahrazuji slepé vétveni vynucenou dedukci, ¢imz drasticky ofezou strom prohledavani.
(3) Cesta a—b—c—d. Hrany jsou ab, bc, cd; proménné myy, my,., m.4. Incidence: a jen s ab; b s ab, be; ¢
s be, cd; d jen s cd. Klauzule po vrcholech:

Mgy N (Mg V mMpe) A (mmgy V —mpe) A (Mpe V meg) A (mpe V —meg) A mgg .

a b c d

Vrcholy a a d maji jen jednu incidentni hranu, takZze jejich ,aspon jedna“ jsou rovnou jednotkové
klauzule my, a m ;. BEh DPLL:
1. Jednotkova klauzule m,, = . Klauzule ,nejvys jedna“ u b, tj. =my, V —my,., se
redukuje na jednotkovou —my,.
2. Jednotkova klauzule m y = . Klauzule ,nejvys jedna“ u c, tj. —my, vV —mgy, se rovnéz
redukuje na —my,.
3. Jednotkova klauzule —my,, = . Zbylé klauzule (napf. my, V mgy) jsou uz splnéné
diky my.
Samotna jednotkova propagace tedy bez jediného vétveni najde model my, = m.y = TRUE, myp, =
FALSE, tj. parovani , které je opravdu perfektni (pokryva vSechny ¢étyfi vrcholy). Lze
i poznamenat, ze my, je po fixaci myy, myy Cisty literal (zbude jen jeho negativni vyskyt), takze by se
na FALSE nastavila i timto pravidlem. (Numericky ovéfeno: jediny model formule odpovida parovani
{ab, cd}.)

Cesta a—b—c—d. Vrcholy a a d maji stupen 1, takze my, a m; jsou jednotkové klauzule a vynuti
se na T (zelené, tlusté hrany v parovani); klauzule ,nejvys jedna® u b a ¢ pak vynuti my, = L
(Cervena prerusovana, mimo parovani). Perfektni parovani {ab, cd} vznikne samotnou jednotkovou
propagaci.

Original zadani a oficialni (stru¢néjsi) nacrt feSeni této otazky jsou ve sloZce priklady/.

B Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 17: Barveni grafu jako SAT a DPLL

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 17 — Barveni grafu, DPLL)

Zadani.

Necht G = (V, E) je neorientovany graf s N vrcholy. (1) Definujte konjunktivni normalni formu
(CNF) formule vyrokové logiky. (2) Navrhnéte formuli, ktera je splnitelna, pravé kdyz je G obarvitelny
k barvami; popiste ji obecné v CNF pro libovolny graf a libovolné k > 0. (3) Napiste formuli pro
uplny graf K5 a k = 3 a demonstrujte na ni algoritmus DPLL.

Reseni.

(1) CNF. Formule je v konjunktivni normalni formé, je-li to konjunkce klauzuli, kde kazda klauzule

18



je disjunkce literalu a literal je vyrokova proménna nebo jeji negace.
(2) Kédovani obarvitelnosti. Zavedeme proménné x, . prov € V, ¢ € {1, ..., k} s vyznamem ,vrchol
v ma barvu ¢“. Klauzule:

+ Pokryvaci (kazdy vrchol aspon jednu barvu): pro kazdy vrchol v klauzule (x, 1 V - V x,, ).

« Ruznosti (sousedé ruznou barvu): pro kazdou hranu {u,v} € E a kazdou barvu ¢ klauzule

(e V 7%y ).

Konjunkce vsech téchto klauzuli je v CNF a je splnitelna pravé tehdy, je-li G obarvitelny k barvami.
Volitelnou podminku ,nejvyse jedna barva na vrchol” (-x, . V =x, » pro ¢ # ¢’) pfidavat netieba:
dostane-li vrchol vic barev, sta¢i jednu ponechat.
(3) Formule pro K3, k = 3 a béh DPLL. K3 méa vrcholy 1, 2,3 a hrany {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}; pro k = 3
mame 9 proménnych x, .. Pokryvaci klauzule:

(x11 VX2 Vxs), (1 VeV ags), (X31V X35V x33),

a pro kazdou hranu a barvu klauzule rtiznosti, napt. pro {1, 2}: (=x; 1 V =%z 1), (57 2 V Xz 2), (21 3 V
—x, 3), obdobné pro {1, 3}, {2, 3}.

Béh DPLL. Rozhodneme x; ; = TRUE. Jednotkova propagace pies klauzule riiznosti —x; ; V —xp
a—xy 1 V ox3q vynuti x,; = x3; = FALSE. Rozhodneme x, ; = TRUE; propagace vynuti x3 , = FALSE
(pfes hranu {2, 3}). Vrcholu 3 pak v jeho pokryvaci klauzuli po eliminaci x3 1, x3 » zbude jediny literal
x3.3 (jednotkova klauzule), takze . Splnujici ohodnoceni x; 1, xp 5, X3 3 = TRUE (ostatni
FALSE) odpovida obarveni vrchol 1,2,3 barvami 1,2, 3. Roli hraje hlavné jednotkova klauzule
(vynucené dosazeni); backtracking pfi tomto pofadi rozhodnuti neni potfeba.

Original zadani této otazky je ve slozce priklady/ (v PDF bez oficialniho nacrtu feSeni; nacrt tam je
doplnény).

3.5 Rezoluce

Druhym pfistupem (vedle hledani modelu) je symbolické dokazovani: z klauzuli KB A —a odvozovat nové
klauzule, dokud nevznikne spor. Stoji na jediném inferen¢nim pravidle.

& Definice — Rezoluéni pravidlo

Maji-li dvé klauzule komplementarni dvojici literala (P v jedné, =P v druhé), lze je rezolvovat na
novou klauzuli (rezolventu), ktera obsahuje vSechny ostatni literaly obou klauzuli (bez P a —P):

8 V- V) (my Vv my,)
OV Vg Ve Ve VBV my Vo Vimi_g Vimgg Vo Vmy,

kde ¢; a m; jsou komplementarni. Rezolventa se ptida ke KB pro dalsi rezolvovéani. Prazdna klauzule
1 (prazdna disjunkce, vzdy nepravdiva) znaci spor.

o 54 Algoritmus — Rezoluce - rozhodnuti KB F «

PL-RESOLUTION (KB, o) :

clauses <« klauzule CNF formule KB A -« > disledek = nesplnitelnost

new <« {}

while true:

for kazdou dvojici klauzuli C,-,Cj z clauses:

resolventy <« PL-RESOLVE(C,C;) > vSechny rezolventy dvojice
if resolventy obsahuji L: return true > spor = KBE«
new < new U resolventy

if new C clauses: return false > po vsech dvojicich nic nového: pevny bod, KB¥Fu
clauses <« clauses U new




Algoritmus produkuje vsechny rezolventy, dokud (a) nevyrobi prazdnou klauzuli — pak je KB A —a
nesplnitelna, tedy KB k @ — nebo (b) nedosahne pevného bodu (zadna novéa klauzule), pak je KB A -«
splnitelna a KBra. Vyrokova rezoluce je korektni a iplna (vyvraceci aplnost: je-li KB A =« nesplnitelna,
rezoluce L odvodi; bez dikazu).

B Piiklad — Rezoluéni vyvraceni
Ukézeme, ze KB ={A V B, =A Vv C, =B, =C} je nesplnitelna. Rezolvujeme komplementérni literaly:
(AVB), (@B) = A;, A, (FAVC) = G, G, (-C) = L.

Odvozeni prazdné klauzule dokazuje nesplnitelnost. Ekvivalentné: pro KB’ = {A Vv B, =A Vv C, =B}
aa = C je KB’ A —a pravé tato mnozina klauzuli, takze KB’ £ C. Ovéfeno i vy¢€islenim: KB nema
Zadny model.

AVB

Rezoluéni vyvraceni (refutace) pro KB = {AV B, =A Vv C, =B, ~C}. Modré jsou vstupni klauzule, zelené
rezolventy. Komplementarni literaly se v kazdém kroku ,vyrusi“: B/-B, pak A/-A, nakonec C/-C da
prazdnou klauzuli L. Tim je KB nesplnitelna.

3.6 Hornovy klauzule, dopredné a zpétné retézeni

V praxi maji znalostni baze ¢asto specialni tvar, na ném? jde uvazovat linearné rychle.

& Definice — Hornova a definitni klauzule

Hornova klauzule je disjunkce literald, z nichZ nejvys jeden je pozitivni. Definitni klauzule ma
pravé jeden pozitivni literal. Definitni klauzuli —P; V --- V =P, V Q Ize ekvivalentné psat jako implikaci
(pravidlo)

PN AP = Q,

kde télo (premisa) je konjunkce proménnych a hlava (zavér) je jedind proménna. Fakt je definitni
klauzule s prazdnym télem (samotné Q). P¥iklad Hornovy baze: C A (B = A) A(C A D = B).

Na Hornovych klauzulich lze odvozovani provést v linearnim ¢ase vzhledem k velikosti
KB - bez exponencialniho prohledavani. Odpovidaji pravidlim ,kdyZ premisy, pak zavér® (logické
jadro Prologu bez proménnych, expertnich systémii, deduktivnich databazi). Dotaz ,plyne vyrokova
proménna q ze KB?“ se fesi dvéma dudlnimi algoritmy, oba korektni a Gplné pro Hornovy béze.

83 Algoritmus — Dopiedné ietézeni (forward chaining)

PL-FC-ENTAILS? (KB, q):

count[c] <« pocet proménnych v premise klauzule c > pro kazdé pravidlo
inferred[s] < false pro vsechny proménné s
queue <« proménné znamé jako pravdivé v KB > fakta

while queue =+ @:
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p < Pop(queue)
if p=gq: return true > dotaz dokdzén
if inferred[p] = false:
inferred[p] <« true
for kazdé pravidlo c¢, kde p je v premise:
count[c] <« count[c] —1 > premisa splnéna
if count[c] =0: pridej c.Zavér do queue > novy fakt
return false

Dopiedné fetézeni jde od faktt k zavéram (Fizeno daty). Pro kazdé pravidlo si drzi pocet dosud neo-
véfenych premis; jakmile klesne na nulu, hlava pravidla se stava novym faktem a prida se na agendu.
Odvodi postupné vsechny disledky, dokud nedojdou nebo dokud nedokaze dotaz. Zpétné retézeni
(backward chaining) jde naopak od dotazu k faktim (¥izeno cilem): dotaz q rozloZi pfes pravidlo s hlavou
q na pod-dotazy (jeho premisy) a ty rekurzivné dokazuje, dokud nenarazi na fakta. Hodi se, kdyz nas
zajima jediny dotaz — nemusi odvodit celou bazi, jen relevantni podstrom. Obé metody jsou specialnim
pfipadem rezoluce (kazdy krok je modus ponens). Dopfedné retézeni bézi v linearnim ¢ase vzhledem
k velikosti KB, zpétné byva jesté levnéjsi, protoze se dotkne jen relevantnich pravidel.

\d vz v, 7 v s v v ’ v ;.
P Priiklad — Dopredné a zpétné retézeni na Hornové bazi

Méjme fakta A, B a pravidla
(AAB=1L1), (BAL=>M), (LAM=7P), (AAP=1L1), (P=Q).

Dotaz: plyne Q?

Dopredné retézeni (od fakti): ze znamych fakti A, B vyhovi pravidlo A A B = L, takze L. Pak
BAL = MdaM; LAM = P da P;nakonec P = Qda @ Dotaz tedy z KB plyne. (Ovéfeno simulaci:
odvozena baze je {A, B, L, M, P, Q}.)

Zpétné retézeni (od dotazu): cil Q rozlozime pravidlem P = Q na pod-cil P; ten pravidlem LAM = P
na pod-cile L a M. Cil L dokaze pravidlo AAB = L (A, Bjsou fakta, splnéno); cil M pravidlo BAL = M
(B fakt, L uz dokazano). Tim je P, a tedy i @, dokazano. VSimnéte si, Ze zpétné fetézeni se dotklo jen
relevantnich pravidel (pravidlo A A P = L vubec nevyuzilo), kdezto dopfedné odvodilo celou bazi.

(5)

Hornova baze jako AND-OR graf. Zelené vrcholy jsou fakta (A, B), modré odvozené proménné. Oranzovy
uzel A je pravidlo: spoji vSechny premisy a ukéaze na hlavu. Dopredné fetézeni postupuje zleva doprava
(od fakta A, B pfes L, M, P k Q); zpétné fetézeni jde zprava doleva (rozklada dotaz Q pfes P = Q na
pod-dotaz P, ten pies LA M = P na L a M, atd., az ke faktim). Pro tuto bazi ma kazda hlava jediné
pravidlo, takze jsou potfeba jen AND-uzly; OR-uzel by vznikl, kdyby tutéZ proménnou odvozovalo vic
pravidel.

O Poznamka. [Kdy co pouzit] DPLL rozhoduje splnitelnost obecné CNF (najde model, nebo
prohlési nesplnitelnost) — vhodné, kdyz chceme ohodnoceni. Rezoluce dokazuje dusledek KB k o
vyvracenim KB A —a — Gpln4, ale obecné miize vyrabét mnoho klauzuli. Retézeni je nejrychlejsi
(linearni), ale jen pro Hornovy baze; dopfedné, jdeme-li za vSemi disledky, zpétné, jdeme-li za jednim
dotazem. VSechny tii jsou korektni; DPLL a rezoluce Gplné pro obecnou vyrokovou logiku, fetézeni
uplné pro Hornovy baze.




4 Pravdépodobnostni uvazovani (Bayesovské sité, exaktni a aproxi-
macni odvozovani)

Logicky agent véfi kazdému tvrzeni jako pravdivému, nepravdivému, nebo nema nazor. To je ¢asto pfilis
hrubé: ve svété s castecnou pozorovatelnosti (agent presné nezna svij stav) a nedeterminismem (nezn
vysledek akce) by musel udrzovat stavy viry (mnoziny moznych svétl) a kontingencni plany pro kazdou
eventualitu, coz exploduje. Pravdépodobnostni agent misto toho pfifadi kazdému tvrzeni stuperi viry — ¢islo
mezi 0 (jisté nepravda) a 1 (jisté pravda). Tato sekce shrnuje zaklady teorie pravdépodobnosti potiebné pro
uvazovani, ukaze, jak se odpovida na dotazy vysc¢itanim sdruzené distribuce, a zavede Bayesovské sité jako
kompaktni reprezentaci, nad niz se uvazuje exaktné (enumerace, eliminace proménnych) i aproximaéné
(Monte Carlo).

4.1 Zaklady teorie pravdépodobnosti

Pravdépodobnostni tvrzeni mluvi o moznych svétech (prvcich vybérového prostoru Q), které jsou vzdajemné
se vylucujici a vycerpavajici. Kazdému svétu w je pfitazena pravdépodobnost P(w), pficemz 0 < P(w) < 1
a ), ,co P(w) = 1. Jev je mnozina moznych svétd; jeho pravdépodobnost je soucet pravdépodobnosti jeho
svéti. Svét popisujeme faktorované pomoci nahodnych velicin: kazda veli¢ina (napt. Cavity, Toothache)
ma doménu moznych hodnot a plné prifazeni hodnot vsem veli¢indm urcuje pravé jeden svét. Znaceni
(dulezité): tu¢né P(X) znaci celé rozdéleni — vektor pravdépodobnosti pro vsechny hodnoty X - zatimco
obycejné P(x) je jedno ¢islo, pravdépodobnost konkrétni hodnoty. Tak tieba P(X | ) = a P(X,e) je
rovnost dvou vektora.

& Definice — Uplna sdruzena distribuce

Uplna sdruzena pravdépodobnostni distribuce (full joint distribution) ndhodnych veli¢in Xj, ..., X,
je tabulka, ktera kazdému uplnému ptifazeni (moZnému svétu) priradi jeho pravdépodobnost
P(Xi=x1, ..., X,=xy,). Z ni lze v principu odpovédét na libovolny pravdépodobnostni dotaz. Ma
ale velikost [ [; |[dom(X;)|, tedy pro n binarnich veli¢in 2" fadka — exponencialné v po¢tu veli¢in.

B Definice — Podminéna pravdépodobnost, sou¢inové (product) pravidlo

Pro jev a a evidenci b s P(b) > 0 je podminéna (aposteriorni) pravdépodobnost

P(alb):%.

Piepsanim dostavame product rule (sou¢inové pravidlo): P(a A b) = P(a | b) P(b) = P(b | a) P(a). Bez
podminky mluvime o apriorni (prior) pravdépodobnosti.

B Definice — Marginalizace, podminovani, normalizace

Marginalizace (vyscitani, summing out) ziska rozdéleni podmnoziny veli¢in souc¢tem pfes hodnoty
zbylych:
P(Y) = Z P(Y,2), (varianta s podmiriovanim) P(Y) = Z P(Y | 2) P(z).
zEZ zeZ

Pro podminény dotaz se skrytymi veli¢inami H (vSe kromé dotazu Y a evidence E) plati

P(Y, E=¢)
P(Y|E=e)= —— =aP(,E=e) =a ) P(Y,E=e,H=h),
(V| B=0) = e = (Y, B=e) = a POV, Ee Hoh)
kde @ = 1/P(E=e) je normalizac¢ni konstanta. Protoze Zy P(Y=y | e) = 1, nemusime P(E=e)
pocitat zvlast: spoc¢teme nenormalizovany vektor P(Y,e) pro véechny hodnoty Y a na zavér ho
znormalizujeme, aby dal v souctu 1.
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\J v , . , ~re s s o ,
P Priiklad — Zubni diagnéza: dotaz vyscitainim a normalizaci

Méjme binarni veli¢iny Cavity (kaz), Toothache (bolest), Catch (sonda zachyti) s iplnou sdruzenou
distribuci. Pak tfeba P(toothache) = 0.108 + 0.012 + 0.016 + 0.064 = 0.2 (se¢teme vSechny svéty, kde
boli). Dotaz na rozdéleni Cavity pfi bolesti vyfesime pfes normalizaci a vyséitani skryté veli¢iny
Catch:

P(Cavity | toothache) = a P(Cavity, toothache)
= a[P(Cavity, toothache, catch) + P(Cavity, toothache, —Icatch)]
= [(0.108, 0.016) + (0.012, 0.064)]
= 2(0.12, 0.08) = (0.6, 0.4),

kde prvni slozka vektoru je Cavity=true, druha Cavity=false, a & = 1/(0.12 + 0.08) = 5.

B Definice — Bayesovo pravidlo

Z rovnosti P(a | b)P(b) = P(b | a)P(a) plyne Bayesovo pravidlo

P(b | a) P(a)
P(b)

, obecné P(Y | X) = w =aP(X |Y)P(®Y).

P(a|b) = PO

[Kauzalni vs. diagnosticky smér] Piseme-li a = cause (pfi¢ina) a b = ef fect (dusledek),
pak P(ef fect | cause) je kauzalni (pfi¢inna) znalost a P(cause | ef fect) diagnosticka. Bayesovo
pravidlo pocita diagnostiku z kauzality. Proc to tak délame? Kauzalni znalost je robustnéjsi: popisuje,
jak svét funguje. Ptiklad — meningitida zptsobi ztuhlou $iji v 70 % (P(s | m) = 0.7), apriorni P(m) =
1/50 000, P(s) = 0.01. Pak

1
_ Pls|m)P(m) _ 0.7 55000

Pim|s) P(s) 001

= 0.0014.

Kdyby vypukla epidemie, P(m) vzroste a s nim i P(m | s), kdezto kauzalni vztah P(s | m) (jak
meningitida piisobi) se nezméni. Proto ukladame kauzalni ¢isla.

4.2 Nezavislost a podminéna nezavislost

Plnou sdruzenou distribuci lze zhustit, vyuZijeme-li nezavislosti.

B Definice — (Absolutni) nezavislost a podminéna nezavislost

Veli¢iny X, Y jsou nezavislé, pravé kdyz
PX|Y)=PX) < PY|X)=PY) < PXY)=PX)PY).

X, Y jsou podminéné nezavislé pii dané Z, pravé kdyz

PX,Y|Z)=P(X | Z2)P(Y|2) < P(X|Y,Z2)=PX|2).

Absolutni nezavislost je vzacna (dvé kostky), zato podminéna nezavislost je vSudypfi-
tomna. Priklad: Toothache a Catch nejsou nezavislé (oboji je disledkem kazu), ale pri dané Cavity uz
ano - zname-li stav kazu, vysledek sondy a bolest spolu nesouviseji: P(Catch, Toothache | Cavity) =
P(Catch | Cavity) P(Toothache | Cavity). Jednu velkou tabulku tak nahradime nékolika mensimi.
Presné tento princip systematizuji Bayesovské sité.
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& Definice — Naivni Bayes

NIy

se sdruzena distribuce na
n
P(Cause, Ef fecty, ..., Ef fect,) = P(Cause) H P(Ef fect; | Cause).
i=1

Tento model se nazyva naivni Bayes (¢i idiot’s Bayes). Misto O(2") ¢isel sta¢i O(n) malych tabulek.
Pouziva se i tam, kde podminéna nezavislost ve skutec¢nosti neplati pfesné — ¢asto prekvapivé dobre
(napt. klasifikace textu, viz okruh S3).

4.3 Bayesovské sité: definice, konstrukce, vztah ke sdruzené distribuci

& Definice — Bayesovska sit

Bayesovska sit je orientovany acyklicky graf (DAG), kde
« uzly odpovidaji nahodnym veli¢inam,
« orientovana hrana X — Y znamen4, Ze X je rodi¢ Y (pfimy vliv),
« kazdy uzel X méa tabulku podminénych pravdépodobnosti (CPT) P(X | Parents(X)), ktera
kvantifikuje vliv rodi¢ti na X.
Sit kompaktné reprezentuje dplnou sdruzenou distribuci.

W Véta — Sit reprezentuje sdruzenou distribuci - fetizkové pravidlo

Bayesovska sit urcuje tplnou sdruzenou distribuci souc¢inem CPT:

n
P(xq1,.0,%,) = HP(xi | parents(X;)).
i=1

[Pro¢ to funguje] Obecné retizkové (chain) pravidlo plati pro libovolné oc¢islovani veli¢in:
P(xqy,...,%,) = HP(xi | X1, .05 X7).
i

Bayesovska sit navic predpoklada, ze kazdy uzel je podminéné nezavisly na svych ne-potomcich
pii danych rodi¢ich, tedy P(x; | x;_1, ..., x1) = P(x; | parents(X;)), je-li Parents(X;) C {X1, ..., Xi_1}-
Dosazenim do fetizkového pravidla vznikne sou¢in CPT. Tim je vztah ,sit < sdruzena distribuce®
oboustranny: ze sité sdruzenou distribuci sestavime (soucinem) a sit ji reprezentuje kompaktneé,
protoze uklada jen lokalni CPT misto celé exponencialni tabulky.

© Poznamka. [Konstrukce sité] Sif se stavi takto: (1) vyber a sefad’ veli¢iny — libovolné potadi
funguje, ale priciny pred dusledky davaji mensi a pfirozenéjsi sité; (2) proi = 1,...,n vyber mezi
jiz zatazenymi { X, ..., X;_1} minimalni mnozinu rodi¢t Parents(X;) tak, aby P(X; | Parents(X;)) =
P(X; | Xi_1,...,X1); (3) ved hranu od kazdého rodice k X; a zapis CPT. Spatné poradi (dsledky
pred pfi¢inami) vede k hustsim sitim s nepfirozenymi hranami a vét§imi CPT, ale stile korektné
reprezentuje stejnou sdruZenou distribuci.

Klasickym prikladem je sit alarm: vloupani (B) nebo zemétieseni (E) spusti alarm (A); alarm slysi
sousedé John (J) a Mary (M) a zavolaji. Sousedé nevnimaji vloupani ani zemétfeseni pfimo, jen alarm,
a neradi se spolu, takZe J a M jsou podminéné nezavislé pfi daném A.
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P(B=T) = 0.001
Burglary Earthquake P(E=T) = 0.002

CPT pro A, tj. P(A=T | B,E):

B E P(A=T|B,E)
Alarm T T 0.95

T F 0.94

F T 0.29

F F 0.001

JohnCalls @ @ MaryCalls
P(J=T | A): 0.90/0.05

P(M=T | A): 0.70 /0.01

Sit alarm: DAG s péti binarnimi veli¢inami a CPT u uzlt (posledni dva fadky znamenaji P(- | A=T) / P(- |
A=F)). Misto 2°—1 = 31 ¢&isel tiplné sdruzené tabulky staéi 1+1+4+2+2 = 10 &isel v CPT. Sif reprezentuje
celou sdruzenou distribuci sou¢inem P(B, E, A, ], M) = P(B) P(E) P(A | B,E) P(J | A) P(M | A), obecné
P(xy,...,x,) =TT, P(x; | parents(X;)). Napi. P(j, m, a, b, e) = 0.90-0.70-0.001-0.999-0.998 = 0.000628.

4.4 Exaktni odvozovani: enumerace
Cilem odvozovani (inference) je spocitat aposteriorni rozdéleni dotazované veli¢iny X pti dané evidenci e,
pricemz zbylé veli¢iny Y jsou skryté:

P(X|e)=aP(X,e)=a ) P(X,ey),
y

kde kazdy ¢len P(x, e, y) se vy¢isli jako soucin CPT podle fetizkového pravidla. Pro sit alarm a dotaz
P(B | j,m) (vloupani, kdyz vola John i Mary) je

P(B|jm)=a )y Y P(B)P(e)P(a|B,e)P(j|a)P(m|a)
aP(B) Y. P(e) Y, P(a| B.e) P(j | @) P(m | a).

Vytknutim konstantnich faktor ven ze sumace dostaneme strom vypoctu, ktery se vyhodnocuje zdola
nahoru.

& . , , s 7
o 4 Algoritmus — ENUMERATION-ASK — exaktni odvozovani enumeraci

ENUMERATION-ASK(X, e, bn):
Q(X) < prazdné rozdéleni nad X
for kazdou hodnotu x; velic¢iny X:
Q(x;) « ENUMERATE-ALL (bn.vars, eU {X=x;})
return NORMALIZE(Q(X))
ENUMERATE-ALL (vars, e):
if vars je prazdné: return 1.0
V < FIRST(vars) > veliciny v topologickém poradi
if V ma v e hodnotu v:
return P(v | parents(V)): ENUMERATE-ALL(REST(vars), e)
else > skryta velic¢ina -- vyscitej pres jeji hodnoty
return Y, P(v | parents(V))- ENUMERATE-ALL(REST(vars), eU{V=v})

Enumerace je v podstaté hloubkové prochazeni stromu, jehoZ vétveni odpovida hod-
notam skrytych veli¢in — podobné jako feseni CSP nebo SAT. Je spravna, ale neefektivni: nékteré
podvypocty se opakuji. Ve vyrazu vyse se faktory P(j | a) P(m | a) pocitaji znovu pro kazdou hodnotu
e, ackoli na e nezaviseji. To napravuje eliminace proménnych.

4.5 Exaktni odvozovani: eliminace proménnych

Eliminace proménnych (variable elimination) je dynamické programovani nad vyrazem enumerace: me-
zivysledky se ulozi a znovu pouZiji. Pracuje s faktory — maticemi (tabulkami) indexovanymi hodnotami
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veli¢in, odpovidajicimi CPT. Vyraz pro P(B | j, m) zapiseme jako soucin faktora
P(B|jm)=a fi(B) ) fi(E) ) (A B.E) fy(4) f5(A),

SN RN BT

P(B) ¢ Pl) * PlBe) P(la) P(mla)

a vyhodnocujeme zprava doleva: opakované bodové vynasobime faktory obsahujici pravé eliminovanou
veli¢inu a tu pak vyscitame.

B Definice — Operace s faktory

Bodovy soucin (pointwise product) dvou faktort d faktor nad sjednocenim jejich veli¢in; kazdy
tadek je soucin odpovidajicich fadka (shoda na sdilenych veli¢inach). Vyséitani (summing out)
veli¢iny V' z faktoru sec¢te podmatice vzniklé fixaci V na jednotlivé hodnoty — V z faktoru zmizi.

Ce . . . v .
Qs Algoritmus — ELIMINATION-ASK - eliminace proménnych

ELIMINATION-ASK(X, e, bn):
factors « []
for kazdou veli¢inu V v ORDER(bn.vars) :

factors < [MAKE-FACTOR(V, e)] + factors > CPT V jako faktor
if V je skryta velic¢ina:
factors « SUM-OUT(V, factors) > vynasob faktory s V a vyscitej V

return NORMALIZE(POINIWISE-PRODUCT(factors))
Podprogramy — co se skryva za témi jmény:
MAKE-FACTOR(V , e):
f « cPT P(V | parents(V)) jako tabulka
zafixuj v f veliciny z e > jejich rozmér zmizi
return f
POINTWISE-PRODUCT(fi, ..., fi) :
h < tabulka nad | J; vars(f;)
h(x) < T1, fi(x) pro kazdy radek x > f, dle své céasti
return h
SuM-oUT(V, factors):
touch < faktory obsahujici V; rest <« ostatni

g < POINTWISE-PRODUCT (touch) . spoj vée s V
g <Y, 8V=v..) >V zmizi
return rest + [g’]
ORDER (vars): obracené topologické poradi > libovolné korektni
NORMALIZE(f): podél f souctem prvki > at soucet =1

O Poznamka. Algoritmus je spravny pro libovolné potadi eliminace, ale potadi ovliviiuje rychlost:
sloZitost je dana velikosti nejvétsiho faktoru, ktery béhem béhu vznikne. Heuristika: eliminuj vzdy
veli¢inu, ktera vede k nejmensimu nové vytvorenému faktoru. (Pro polystromy - sité bez neoriento-
vanych cykli - je eliminace linearni; pro obecné sité je exaktni odvozovani #P-tézké.) Klicovy rozdil
oproti enumeraci: faktor ), P(a | B,e)P(j | a)P(m | a) se spo¢ita jednou a sdili misto opakovani pro
kazdé e.
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Enumerace (strom) Eliminace (faktory)

(£1u(4) = PGIA) PmlA))

\
< ¢
@/ @ [Zafsm,li £) fu(@)
P(jla)P(m|a) P(jla)P(ml|a)

tentyz podvypocet 2x (a vickrat hloub) fm spocten jednou,
sdilen pro obé hodnoty e

Enumerace (vlevo) prochazi strom hodnot skrytych veli¢in a tentyz podvypocet P(j | a)P(m | a) opakuje
v kazdé vétvi e. Eliminace proménnych (vpravo) si mezivysledek ulozi jako faktor f;,(A) a znovu ho
pouZije, ¢imz sdili vypocet (dynamické programovéani). Pofadi eliminace zde: nejdfiv A, pak E.

4.6 Aproximacni odvozovani: metody Monte Carlo

Pro velké, vicendsobné propojené sité je exaktni odvozovani netinosné. Pak sahneme k aproximaci metodami
Monte Carlo: vygenerujeme mnoho vzorki (Gplnych ohodnoceni velic¢in) a hledanou pravdépodobnost od-
hadneme statisticky — vice vzorki znamena vétsi presnost. Vzorky se generuji podle rozdéleni daného siti:
veli¢iny se berou v topologickém poradi a kazda se navzorkuje z P(X; | parents(X;)) podminéné hodnotami
uz navzorkovanych rodi¢t (algoritmus PRIOR-SAMPLE). Pak plati P(x, ..., x,) = limy_,0 N(xq, ..., x,)/N,
kde N(-) je pocet vyskytti udalosti mezi N vzorky.

© Poznamka. [Zamitaci vzorkovani (rejection sampling)] Chceme ale P(X | e). Nejjednodussi
cesta: generuj vzorky ze sité (jako PRIOR-SAMPLE) a ponech jen ty konzistentni s evidenci e, ostatni
zamitni. Odhad je P(X | e) = N(X,e)/N(e) (podil, kolikrat mezi konzistentnimi vzorky vyslo
X=x). Hlavni slabina: pfi malo pravdépodobné evidenci se zamitne drtiva vétsina vzorki (pocet
konzistentnich vzorkl klesi exponencialné s poctem evidenc¢nich veli¢in), takze odhad je drahy

a nepfesny.

Q5 Algoritmus — LIKELTHOOD-WEIGHTING — vaZeni vérohodnosti

LIKELIHOOD-WEIGHTING(X, e, bn, N):
W <« vektor vazenych poctu pro hodnoty X, nuly
for j=1 to N:
X, w < WEIGHTED-SAMPLE(bn, e)
W[x] «— W[x] +w > x = hodnota X ve vzorku x
return NORMALIZE (W)
WEIGHTED-SAMPLE (bn, e):
w <« 1; x <« udalost s hodnotami evidence z e napevno

fori=1ton > velic¢iny v topologickém poradi:
if X; je evidenc¢ni s hodnotou x; v e:
W W- P(Xl:x,« |parents(X,»)) > nevzorkuj, jen zvaz

else x[i] « vzorek z P(X; | parents(X)))
return x,w
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Misto zamitani generuje vazeni vérohodnosti jen vzorky konzistentni s e: evidené¢ni
veliCiny se nevzorkuji, ale fixuji na pozorované hodnoty. Tim se ale zkresluje rozdéleni — vzorek
vznikne s pravdépodobnosti [[; P(z; | parents(z;)) jen pies neevidenéni veli¢iny z, kdeZto ,.chybi®
vaha w(z,e) = Hj P(ej | parents(e;)) za evidenéni veli¢iny. Kazdy vzorek proto dostane vahu w =
soucin pravdépodobnosti (vérohodnosti) evidence vzhledem k jejim rodi¢im a odhad P(x | e) je
normalizovany soucet vah téch vzorkd, v nichZ X=x (vaZené soucty misto prostych poctir). Hlavni
slabina: jsou-li eviden¢ni veli¢iny ,dole” v siti, vétsina vah je nepatrna a odhad ovladne par vzorka
(degenerace). Presto je likelihood weighting typicky mnohem ¢innéjsi nez zamitaci vzorkovani.

4.7 Reseny piiklad SZZ

P Piiklad — SZZ léto 2024 ¢&. 28: Bayesovské sité (definice, konstrukce, odvozovani)

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 28 — Bayesovské sité)
Zadani.
Definujte Bayesovskou sit a napiste, jak se takové sité pouzivaji a jak se konstruuji. Jaky je vztah mezi
Bayesovskou siti a iplnou sdruzenou pravdépodobnostni distribuci? Pro sit na obrazku (¢tyfi binarni
veli¢iny Py, ..., P4 s uvedenymi CPT) a pozorovani P3=F, P,=T spocitejte P(P;=T | P3=F, P,=T).
Reseni (teoreticka ¢ast). Bayesovska sif je orientovany acyklicky graf, jehoz uzly jsou nahodné
veli¢iny, hrana X — Y znaci ptimy vliv (rodi¢ovstvi) a kazdy uzel nese CPT P(X | Parents(X)).
Pouziva se k odpovidani na dotazy P(X | E=e) (rozdéleni dotazované veli¢iny pfi evidenci) — exaktné
enumeraci nebo eliminaci proménnych, aproximaéné vzorkovanim. Konstruuje se sefazenim veli¢in
(idealné priciny pred disledky) a vybérem minimalni mnoziny rodi¢t pro kazdou veli¢inu, aby platilo
P(X; | Parents(X;)) = P(X; | X;_1, ..., X1). Vztah ke sdruzené distribuci: sit ji plné reprezentuje pies
fetizkové pravidlo P(xy, ..., x,) = [[; P(x; | parents(X;)) — ze sité sdruzenou distribuci sestavime
souc¢inem CPT a naopak sit ji uklada kompaktné (jen lokalni CPT misto exponencialni tabulky).
Reseni (vypocéet). Struktura sité je fetéz s rozvétvenim P; — P, — {P3, P} (uzel P, je rodicem Py
i P,). CPT:
P(P,=T) = 0.4; P(P,=T | P,=T) = 0.8, P(P,=T | P,=F) = 0.5;

P(Py=T | P,=T) = 0.2, P(P;=T | P,=F) =0.3;  P(P,=T | P,=T) = 0.8, P(P,=T | P,=F) = 0.5.

(1) Sdruzena distribuce z retizkového pravidla. Pro libovolné hodnoty
P(Py, Py, P3, Py) = P(Py) P(Py | Py) P(P3 | Pp) P(Py | Py).

(2) Vyscitani skryté veliciny P,. VeliCina P, je skryta (neni v dotazu ani evidenci), proto ji marginali-
zujeme. Pro P;=T a evidenci P3=F, P,=T:
P(P,=T, P3=F, P,=T) = P(P,=T) Z P(P, | Py=T) P(P;=F | P,) P(P4,=T | P,)
P,
—0a[ 08 08 - 08 +02- 07 - 05
P,=T P,=F|P,=T P,=T|P,=T P,=F P,=F|P,=F P,=T|P,=F

=0.4[0.512 + 0.070 | = 0.4 - 0.582 = 0.23280.
(Pouzili jsme P(P3=F | P,=T) =1—-0.2=0.8a P(P3=F | P,=F)=1-0.3=10.7.)
Analogicky pro P;=F (zde P(P;=F) = 0.6, P(P,=T | P;=F) = 0.5):

P(P,=F, P;=F,P,=T) = 0.6[0.5-0.8 - 0.8 + 0.5 0.7 - 0.5 ]
=0.6[0.320 + 0.175 ] = 0.6 - 0.495 = 0.29700.

(3) Normalizace. Evidence P(P3=F, P,=T) = 0.23280 + 0.29700 = 0.52980, tedy

P(Pi=T | Py=F, P,=T) = 5220 = [0.439] (= 43.9%).
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(Doplitkové P(P;=F | P;=F, P,=T) = 0.29700/0.52980 ~ 0.5606; soucet je 1.)

P(P,=T) = 0.4

Py P(Pz:T|P1)

T 0.8

Q B 0.5
6 e P, P(B=T|P) P@E-T|P)
T 0.2 0.8
F

0.3 0.5

Bayesovska sit k SZZ uloze: fetéz s rozvétvenim P, — P, — {P;, P,} a pfislusné CPT. Dotaz
P(P,=T | P;=F, P,=T) fe$ime sestavenim sdruzené distribuce pfes fetizkové pravidlo, vys¢itanim
skryté P, a normalizaci; vysledek = 0.4394. Tato otazka nema v PDF oficialni nacrt feSeni; vypocet
je ovéfen numericky.

O Poznamka. Pozorovéani (Ps=F, P,=T) zménilo viru o P; z apriornich P(P;=T) = 0.4 na apo-
steriornich 0.439. Duasledky P;, P, tedy nesou informaci o vzdalené pfi¢iné P; — to je celé kouzlo
Bayesovskych siti: lokalni CPT a globalni (diagnostické i kauzalni) uvazovani pfes né.

P Piiklad — Obména ulohy: kauzalni smér na téze siti

SZZ dotaz vyse byl diagnosticky (evidence P3, Py pod dotazem P;). V opaéném, kauzalnim sméru —
evidence nad dotazem - se vypocet zjednodusi. Zadani: na téze siti P, — P, — {Ps, P;} spocitejte
P(P,=T | P,=T).
Reseni. Relevantni jsou jen dotaz, evidence a jejich predkové, tj. {Py, P,, Py}. Veli¢ina P; neni predkem
P, ani P; — je to barren uzel (nepfispiva) a vypadne, protoze ), p, P(P3 | P2) = 1. Zbude suma jen
pres skrytou P,:

P(P4:T | PIZT) = Z P(P2 | P1:T)P(P4:T | Pz) =08-0.84+0.2-0.5=0.74.
Py P,=T Py=F

Normalizace netfeba: P(P4=F | P;=T) = 0.8-0.2 + 0.2 - 0.5 = 0.26 a soucet 0.74 + 0.26 = 1 vyjde
sam — v kauzalnim sméru je nenormalizovany vysledek rovnou rozdélenim (kdeZto diagnostické
P(P; | P3, Py) vy$e normalizovat & muselo).

Extrém - pozorovani piimého rodice: P(P,=T | P,=T) = 0.8 je rovnou fadek CPT, zddna suma
ani normalizace.

5 Reprezentace znalosti (situacni kalkulus, Markovovy modely, HMM)

Tato kapitola se zabyva reprezentaci znalosti o0 ménicim se svété. Nejdtiv logicky: situacni kalkulus pojme-
nuje jednotlivé stavy svéta termy prvoradové logiky a vytesi problém ramce. Pak pravdépodobnostné:
agent svét nepozoruje Uplné ani spolehlivé, a proto skryty stav X; pouze odhaduje z posloupnosti zasumeé-
nych pozorovani E; .;. To vede k uvaZovani v ¢ase s Markovovymi pfedpoklady, ke ¢tyfem zakladnim
inferen¢nim dloham (filtrace, predikce, vyhlazovani, nejpravdépodobnéjsi priuchod) a ke skrytym Marko-
vovym modeliim (HMM) coby maticové feSitelnému specialnimu pfipadu dynamickych Bayesovskych siti
(DBN).
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5.1 Situac¢ni kalkulus a problém ramce

Ménici se svét by se dal popsat vyrokovymi proménnymi indexovanymi casem (tzv. fluenty), napt. L;,y -
~agent je v poli (x, y) v ¢ase t“ (takto s nimi pracuje napf. vyrokovy planova¢ SATPlan). Takovy popis
funguje, ale je upovidany: tytéZ axiomy musime opisovat pro kazdy ¢as t zvlast. Situacni kalkulus totéz
déla elegantnéji v prvoradové logice: stavy (situace) dostanou jména v podobé termt, takze o zménach Ize
uvazovat Cistou logickou inferenci.

& Definice — Situaéni kalkulus

Svét popisujeme termy a relacemi prvoradové logiky:

- situace (stavy) jsou pojmenovany termy: s, je poCatecni situace a RESULT(s, a) je situace vznikla
provedenim akce a v situaci s;

« fluenty jsou relace, jejichZ platnost zdvisi na situaci — pfidaji argument situace, napft.
at(robot, loc, s). Relace, které se v ¢ase neméni (rigidni predikaty), argument situace nemayji,
napf. connected(l,1");

- axiom pouzitelnosti (possibility axiom) fik4, kdy je akce proveditelna: ®(s) = Poss(a, s), kde
O(s) popisuje predpoklady akce. Napft. at(a,l, s) A connected(l,l’) = Poss(go(a,l,1"),s);

« planovani se pfevede na logicky dotaz: existuje situace, v niz plati cil? 3s : HaveGold(a,s) A
ClimbedOut(a, s).

Problém ramce. Jak v situa¢nim kalkulu popsat ucinek akce? Nejpiiméjsi zptsob jsou efektové axiomy
- co se po akci zméni (napf. akce Grab zptusobi Holding). Tyto axiomy ale mléi o tom, co se nezmeénilo.
Z ,agent jde dopfedu® nelze odvodit, ze stale drzi $ip, protoze zadny axiom to nefika. To je problém
ramce (frame problem): bez explicitniho popisu setrva¢nosti se po kazdé akci ,rozpadne” cely zbytek
poznani o svété.

Naivni feSeni jsou ramcové axiomy (frame axioms) — pro kazdou akci a kazdy fluent vyjmenovat, Ze
se neméni, napf. Forward' = (HaveArrow' < HaveArrow'™). Téch je ale obrovské mnozstvi (akce x
fluenty) a uvazovani se zahlti.

E Definice — Successor-state axiom (feseni problému ramce)

Misto axiomil o akcich piSeme jeden axiom na kazdy fluent — tzv. successor-state axiom (axiom na-
slednického stavu), ktery urcuje pravdivost fluentu v situaci RESULT(s, a) vycerpavajicim zptiisobem:

Poss(a, s) = (F(RESULT(S, a)) < a ¢ini F pravdivym Vv (F(s) A —(a &ini F nepravdivym)) )

efekt akce setrvacnost

Fluent F plati po akci pravé tehdy, kdyz ho akce nastavila, nebo platil uz predtim a akce ho nezrusila.
Piiklad: HaveArrow'™! (HaveArrowt A —IShoott).

Kli¢ovy obrat: efektovy axiom je orientovany ,na akci (co tahle akce udéla), zatimco
successor-state axiom je orientovany ,na fluent® (jak se tento fluent vyviji pod vsemi akcemi). Tim Ze
do pravé strany ekvivalence zahrneme i vétev setrvacnosti, je popis uplny — co axiom neuvede jako
prfi¢inu zmény, se prosté neméni, a problém ramce mizi. Cena: pro kazdy fluent musime vyjmenovat
vSechny akce, které ho ovliviiuji.

Situa¢ni kalkulus tak umozni planovat ¢istou logickou inferenci, bez programového ,obalu®. Klasic-
kému planovani s operatory (faktorova reprezentace, dopfedné a zpétné planovani) se vénuje samostatna
sekce o automatickém planovani.

5.2 Uvazovani v ¢ase: Markovovy predpoklady

Prejdéme k nejistoté. Svét vnimame jako posloupnost casovych rezii (time slices). V kazdém Case ¢t je
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« skryty stav X; — ndhodna veli¢ina (¢i vektor veli¢in), kterou nepozorujeme (skute¢né pocasi, poloha
robota);
« pozorovani E; s pozorovanou hodnotou ¢ — to, co o stavu vidime (zda kolega pfinesl destnik, idaje
senzoru).
Cas bereme diskrétni s rovnomérnym krokem. Zapis X,,.; zna¢i posloupnost X, ..., Xj,. Abychom mohli
uvazovat, potfebujeme popsat (1) jak se stavy vyvijeji a (2) jak na stavu zaviseji pozorovani. Oboji
zjednodusi Markovovy predpoklady.

E Definice — Piechodovy a senzorovy model, Markovovy piedpoklady

Piechodovy model udava rozdéleni dalsiho stavu vzhledem k minulosti P(X; | X.;_1). Markoviv
predpoklad (prvniho radu): stav zavisi jen na bezprostiedné predchozim stavu,

P(X; | Xo:¢-1) = P(X; | Xi—1).

Senzorovy model udava, jak pozorovani zavisi na stavech P(E; | Xg.4, E1.;_1). Senzorovy Markoviiv
predpoklad: pozorovani zavisi jen na aktualnim stavu,

P(Et | XO:t’El:t—l) = P(Et | Xt)-

Stacionarita: tabulky P(X; | X;_;) a P(E; | X;) jsou stejné pro vSechna t (proces se v ¢ase neméni).

Markovuv predpoklad fika, Ze pritomnost stini minulost: jakmile znam stav X;_, starsi
stavy mi o X; uZz nic dal$iho nefeknou. Stacionarita znamena, Ze sta¢i jedna pfechodova a jedna
senzorova tabulka, ne nova pro kazdy ¢as. Spolu s priorem P(X,) tim dostavame tiplné sdruzené
rozdéleni

t
P(Xy.1 Ey.p) = POG) [ [ PCX | Xio0) PCE; | X))
i=1

Tyto zavislosti 1ze nakreslit jako Bayesovskou sit rozprostfenou v ¢ase: fetéz skrytych stavi s , visicimi®
pozorovanimi.

P(E | X))

& @& &

Markovuv model jako Bayesovska sif v ¢ase (svét destniku). Horni fada jsou skryté stavy (pocasi) spojené
prechodovym modelem P(X, | X,_,); svislé hrany dolt jsou senzorovy model P(E, | X,), ktery kazdy stav
spojuje s jeho pozorovanim (destnik). Sedé uzly jsou pozorované, modré skryté. Stacionarita znamena,
Ze obé tabulky jsou ve viech fezech stejné.

5.3 Ctyfti zakladni inferenéni tilohy

Nad takovym modelem se ptame na ¢tyfi typické otazky. Lisi se tim, ktery stav nas zajima vuéi ¢asu, do
néhoZ mame pozorovani.

& Definice — Filtrace, predikce, vyhlazovani, nejpravdépodobnéjsi prichod

Méjme pozorovani e; .; do ¢asu t. Pak:
« Filtrace (filtering): rozdéleni nynéjsiho stavu, P(X; | e;.;) — ,kde jsem ted?*
« Predikce (prediction): rozdéleni budouciho stavu, P(X; .« | €;.;) pro k > 0 — ,kde budu?“
« Vyhlazovani (smoothing): rozdéleni minulého stavu, P(X} | e;.;) pro 0 < k < t — ,kde jsem
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byl?“
+ Nejpravdépodobnéjsi prachod (most likely explanation): posloupnost stavi, ktera nejpravde-
podobnéji vygenerovala pozorovéni, argmax, P(x.; | e;:;) - .kudy jsem Sel?”

Rozdil mezi nimi je, jaky dil pozorovani o daném stavu ,vi“. Filtrace odhaduje stav
z pozorovani do tohoto okamziku; je to béZny rezim agenta v realném case. Predikce jde dal do
budoucnosti bez novych dat (po jisté dobé konverguje k stacionarnimu rozdéleni procesu). Vyhlazovani
se ohlizi zpét a minuly stav pfehodnocuje i podle pozdéjsich pozorovani, takze je presnéjsi nez filtrace
v témze okamziku. Nejpravdépodobnéjsi priichod hleda nejlepsi celou cestu — a pozor, to neni totéz
co vzit v kazdém case nejpravdépodobnéjsi vyhlazeny stav (po sobé jdouci lokalné nejlepsi stavy
nemusi tvofit pfipustnou ani nejpravdépodobnéjsi trajektorii).

5.4 Filtrace a dopredna rovnice

Klicova vlastnost filtrace: lze ji poCitat rekurzivné, bez vraceni se k celé historii. Udrzujeme aktualni odhad
a jen ho aktualizujeme novym pozorovanim (rekurzivni odhad). Hledame funkci f takovou, Ze

P(Xpi1 L €1:041) = fersr, POX | e1:p)).

w Véta— Dopredna rovnice filtrace

Ozna¢me doprednou zpravu (forward message) f;.; = P(X; | e;.;). Plati rekurze

P(Xit1lerrh1) = @ Pleyy | X1) ZP(-XHl | %) P(x; | eg.y)
\ ) N

Xt

aktualizace senzorem

predikce z minula

s inicializaci f;.o = P(X)), kde « je normaliza¢ni konstanta (aby vysel pravdépodobnostni vektor).
Zkracené fi.;41 = @ FORWARD(f ., €41)-

Krok rekurze ma dvé faze. Nejprve predikce: stary odhad P(x; | e;.;) protahneme
pfechodovym modelem do ¢asu ¢ + 1 (suma pfes x;). Pak aktualizace: vysledek pfevazime tim,
jak dobfe kazdy stav vysvétluje nové pozorovani e, ; (nasobeni P(e;,; | X;11)), a znormalizujeme.
Odvozeni vyuzije Bayesovo pravidlo, senzorovy Markoviuv predpoklad a podminovani pies x;; jde
o vypocet, ne o ditkkaz k memorovani.

Predikce. Predikci dostaneme jako filtraci bez pridavani novych pozorovani - jen opakované aplikujeme
prechodovy model:

P(Xiikt1 | e1:) = Z P(Xiik1 | %4) POk | €1:4)-

Xt+k

5.5 Vyhlazovani a zpétna rovnice

Vyhlazovani P(Xy | e;.;) pro k < t kombinuje pozorovani pred ¢asem k (dopfedna zprava fi.r) a po ném
(zpétna zprava, backward message). Rozstépime pozorovani na ey . a eg; 1.4

P(X | e1.1) = a P(Xg | er:x) Plekrr:r | Xi) = & fik X b1

fl:k bk+1:t

kde x je po slozkach. Backward zprava se pocita rekurzi zprava doleva:

Plegr1: | Xp) = Z P(es1 | %e1) Plerra:r | Xer1) POaerr | X),

Xe+1
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zkracené br,1.; = BACKWARD(bryy.s €c41) s inicializaci by ;.; = 1 (prazdna evidence). Algoritmus
forward-backward provede jeden prichod dopfedu (uloZi vSechny f;.r) a jeden zpét (nasobi bac-
kward zpravou), ¢imz vyhladi celou posloupnost v ¢ase O(2).

8 Algoritmus — Forward-backward (vyhlazovani celé posloupnosti)

FORWARD-BACKWARD (ev, prior):

fv[0] « prior > forward zpravy
for i = 1 to t: fv[i] < FORWARD(fv[i-1], ev[i])
b <« vektor samych 1 > backward zprava

for i = t downto 1:
sv[i] < NORMALIZE(fv[i] x b)
b < BACKWARD(b, ev[i])
return sv > vyhlazené odhady pro 1,..,t

O Poznamka. Pro vyhlazovani s pevnym zpozdénim d (online: vydavej vyhlazeny odhad X;_g,
jakmile dorazi e;) existuje algoritmus FIXED-LAG-SMOOTHING, ktery udrzuje forward zpravu a ma-
ticovou transformaci pro poslednich d kroku, takZe pracuje v konstantnim ¢ase i paméti na krok
(nezavisle na celkové délce sekvence).

5.6 Nejpravdépodobnéjsi prachod: Viterbi
Najit nejpravdépodobnéjsi celou cestu argmax, P(x;.; | €1.;) fesi Viterbiho algoritmus. Je analogicky
filtraci, jen sumu nahradi maximem: pravdépodobnost nejlepsi cesty koncici ve stavu X, je

mye1 = Plerr | Xps1) max (P(Xp1 | ) my ),
T

kde my . ;(x) = max, . , P(x1,...,%_1,X=x | e1.;) je pravdépodobnost nejlepsi cesty do stavu x v case
t. Algoritmus jde mfizi (trellis) zleva doprava, pro kazdy stav si pamatuje nejlepsiho pifedchtidce (ukazatel
zpét), a po dosazeni Casu t zpétné cestu rekonstruuje od argmaxu.

=1 =2 t=3 =4 t=5

o D@ © OO
v ® © W 0 0O

.8182 5155 1237 .0334 .0210

pozorovani: D,D,N,D,D

Viterbiho miiz (trellis) pro svét destniku: dva stavy {P, S} v kazdém Case. Tenké $edé hrany jsou viechny
mozné prechody, tlusta cervena cesta je nejpravdépodobnéjsi prachod (zde P, P, S, P, P) pro pozorovani
D,D, N, D, D. Pod kazdym sloupcem je hodnota nejlepsi cesty do stavu na Cervené cesté (maxima m,;,
odpovidaji standardnimu ptikladu z AIMA/slidt1). Na rozdil od vyhlazovani (které pro kazdy ¢as vraci
marginalni rozdéleni nezavisle) Viterbi vraci jednu souvislou trajektorii s ukazateli zpét.
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5.7 Skryté Markovovy modely (HMM) a maticova formulace

B Definice — Skryty Markoviiv model (HMM)

Skryty Markovav model (HMM) je Markoviiv model, v ném? je stav procesu popsan jedinou
diskrétni nahodnou veli¢inou X; (a je i jedind pozorovaci veli¢ina E;). Necht X; nabyva hodnot
z{1,...,S}. HMM je dan:
« priorem P(X;),
« pfechodovym modelem P(X; | X;_;) — matice T velikosti S x S, T(i, j) = P(X;=j | X;_1=0),
« senzorovym modelem P(E; | X;), ktery pro pozorovanou hodnotu ¢ zapiseme jako diagonalni
matici O; s O;(i,i) = P(E;=e; | X;=i).

Omezeni na jednu stavovou veli¢inu se vyplati: vSechny ¢tyfi Glohy se zapisou jako maticové operace.
Pokud dopfednou zpravu fi.; bereme jako sloupcovy vektor, pak

‘ frii1 =aO0py T fiy ‘ (filtrace), bit1:t = TOgy1 bgi2:r  (vyhlazovani).

Nasobeni T' provede predikéni krok (suma pies predchozi stavy), ndsobeni diagonalni O, ; provede
aktualizaci senzorem. Vyhlazovani v jedné formuli je P(Xy | e;.;) = & fi.x X bgyq 4

5.8 HMM versus dynamické Bayesovské sité (DBN)

B Definice — Dynamicka Bayesovska sit (DBN)

Dynamicka Bayesovska sit (DBN) je Bayesovska sit reprezentujici ¢asovy pravdépodobnostni
model, v niZ jsou proménné a hrany presné replikovany z fezu na rez. Diky tomu sta¢i popsat jeden fez:
prior P(X,), pfechodovy model P(X; | X;) a senzorovy model P(E; | X;). Kazda stavova proménna
ma rodice bud ve stejném, nebo v pfedchozim fezu (Markoviv predpoklad).

Vztah HMM a DBN je tentyz jako mezi plné tabelovanym sdruzZenym rozdélenim a Baye-
sovskou siti: oba popisuji totéz, ale DBN strukturované (vice mensich CPT pro jednotlivé proménné
fezu), zatimco HMM monoliticky (jedna veli¢ina, jedna velka tabulka). Kazdy HMM je specialni
pfipad DBN a naopak kazdou DBN lze zakddovat jako HMM tak, ze vytvoiime jednu veli¢inu, jejiz
hodnoty jsou n-tice hodnot stavovych proménnych DBN. To je ale draho:

© Poznamka. [Pro¢ na struktuie zalezi] DBN s 20 booleovskymi stavovymi proménnymi, kazda
se tfemi rodi¢i, ma prechodovy model o 20 - 2° = 160 pravdépodobnostech. Tataz véc jako HMM ma
jednu veli¢inu s 22° hodnotami a piechodovou matici 0 22 x 220 = 10'2 &islech. HMM tedy potiebuje
fadové vic paméti a inference je vyrazné drazsi. Zavér: HMM je elegantni pro malo stavi (maticové
vzorce), DBN se vyplati, jakmile stav rozpada na mnoho dil¢ich proménnych. (Pro DBN existuje
i pfiblizna inference cdsticovym filtrem, ktery populaci vzorki prevazi podle evidence.)

5.9 Reseny priklad SZZ

P Piiklad — SZZ léto 2023 &. 5: Skryty Markoviiv model (destnik)

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 5 — Skryty Markoviiv model (HMM))

Zadani. Definujte HMM a Markovuv pfedpoklad; vysvétlete rozdil mezi filtraci, predikci a vyhlazo-
vanim. Pocasi ve dni i je X; € {P = dést, S = slune¢no}, pozorujeme jen, zda kolega ptinesl destnik
E; € {D,N}. Piechod P(X;=P | X;_;=P) = 0,7, P(X;=P | X,_1=S) = 0,3; senzor P(D | P) = 0,9,
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P(D | S) = 0,2; prior P(X,=P) = P(X(=S) = 0,5. Pomoci

P(X; | er.) = aPle | X)) D P(X; | %-1) P(x—1 | €1:4-1)
X-1

uréete P(X,=P | E;=D, E;=D).
Reseni.
Pojmy. HMIM je Markovav model s jedinou skrytou stavovou veli¢inou X; a jedinou pozorovaci
veli¢inou E;, dany priorem, pfechodovou matici T a senzorovym modelem. Markoviiv predpoklad: X;
zéavisi jen na X; 4 (a E; jen na X;). Filtrace pocita P(X; | e;.;) (nynéjsi stav z dosavadnich pozorovani)
- to je nas piipad; predikce P(X;,x | €;.;) mifi do budoucna bez novych dat; vyhlazovani P(Xy | e;.;),
k < t, ptrehodnocuje minuly stav i podle pozdéjsich pozorovani.
Pouzijeme dvoukrokovou filtraci. Forward zpravu piseme jako vektor (P, S). Zaokrouhlujeme na 4
desetinna mista.

Inicializace. fy = P(X;) = (0,5; 0,5).
Den 1 - predikce. Protahneme pfechodovym modelem:

P(X;=P)=0,7-05+03-05=05 P(X;=S)=05.
Den 1 - aktualizace E;=D. Vynasobime P(D | X;) = (0,9; 0,2):
(0,9-0,5; 0,2-0,5) = (0,45; 0,10), soudet 0,55,

fi = 55(045; 0,10) = (0,8182; 0,1818).
Den 2 - predikce.
P(X,=P) =0,7-0,8182 +0,3-0,1818 = 0,6273, P(X,=S) =0,3-0,8182+ 0,7 -0,1818 = 0,3727.

Den 2 - aktualizace E;=D.

(0,9 -0,6273; 0,2 -0,3727) = (0,5645; 0,0745), soucet 0,6391,

__1 . B _
fo = 5o57(0.5645; 0,0745) = (0,8834; 0,1166).

Odpovéd. ‘ P(X,=P | E;=D, E;=D) = 0,883 ‘ (tj. asi 88,3 %). Dva po sobé jdouci destniky vyrazné
posilily viru v dést (z priornich 50 % na téméft 90 %).

den 0 den 1 den 2

0,5 0,8182 0,8834
0,5 0,1818 0,1166

E,=D E,=D

Dvoukrokova filtrace pro svét destniku. Pod kazdym uzlem je vyfiltrovana pravdépodobnost
P(X, | e;.;) po aktualizaci pozorovanim E,=D. Hodnota pro P roste 0,5 — 0,8182 — 0,8834: kazdy
pozorovany destnik posiluje viru v dést.




V priklady/ je u této otazky ptivodni zadani s tabulkami (sada 1éto 2023; original byl v PDF bez naértu
feSeni, vypocet vyse je ovéfen numericky).

6 Automatické planovani (dopredné a zpétné planovani)

Planovani je hledani posloupnosti akci, ktera agenta dovede k jeho cili. V principu jde o tutéz tlohu jako
prohledavani (sekce 1), ale s jednim zasadnim rozdilem v reprezentaci stavu. Prohledavani pracovalo se
stavem atomickym — nedélitelnym ¢ernym boxem, takZe heuristiku bylo nutno vymyslet zvlast pro kazdou
doménu. Klasické (faktorové) planovani naproti tomu reprezentuje stav strukturované, jako mnozinu
pravdivych tvrzeni (atomu) o svété, a akce popisuje obecnymi operatory s predpoklady a efekty. Z této
struktury lze automaticky odvodit doménoveé nezavislé heuristiky — tytéz pro libovolnou doménu. To je
hlavni motivace celého formalismu.

Faktorova reprezentace je nutnost uz z divodu velikosti. Bartak uvadi priklad logistiky:
5 lokaci, 3 hromady na lokaci, 100 kontejnert a 3 roboty daji fadové 102”7 stavii — 0 10'°° vic, nez je
odhadovany pocet ¢astic ve vesmiru. Takovy prostor nelze vypsat ani uloZit; 1ze ho jen implicitné
generovat aplikaci operatort a ofezavat heuristikou, kterou si planovac¢ sam odvodi ze struktury
operatort.

Pozn.: situacni kalkulus a problém ramce (planovani pomoci logické inference v predikatové logice)
patiido reprezentace znalosti a jsou probrany v sekci 5. Zde se vénujeme klasickému planovani s faktorovou
reprezentaci, jak je formuluje uc¢ebnice AIMA i slidy pfednésejiciho.

6.1 Stavy, atomy a cile

Stav svéta popiSeme tim, co v ném plati. Zakladnim stavebnim kamenem je konkretizovany atom, tj.
predikat aplikovany na konkrétni konstanty (objekty), bez proménnych — naptiklad na(r;, locsy) (,robot
r; je na lokaci locy).

B Definice — Stav, fluenty a rigidni atomy, predpoklad uzavieného svéta

Stav s je mnozina konkretizovanych atomu (bez proménnych). Atomt kone¢né mnoho = stavi
je konecné mnoho.

+ Fluent (proménny atom) — atom, jehoZ pravdivost se mezi stavy méni; jen fluenty smi ménit
akce. Pfiklad: na(rq, locy). (Obdoba fluenth ze situa¢niho kalkulu v sekci 5, zde bez argumentu
situace.)

- Rigidni atom - atom, ktery plati ve vSech stavech stejné (akce ho neméni). Pfiklad:
soused(locy, locy).

Plati predpoklad uzavieného svéta (closed-world assumption): atom, ktery v s neni uveden, ve
stavu s neplati. Stav tedy vyjmenovava pravé pravdivé atomy a vSe ostatni je nepravda.

E Definice — Cil a jeho splnéni

Cil g je mnozina konkretizovanych literali (atom nebo jeho negace). RozloZime ho na kladnou
a zapornou ¢ast:

g = {atomy, které maji v cili platit}, g~ = {atomy, jejichZz negace je v cili (maji neplatit)}.
Stav s splnuje cil g pravé tehdy, kdyz
g'Cs A g ns=09,

tj. vSechny pozadované atomy ve stavu jsou a zadny zakazany tam neni. Cil typicky popisuje mnoZinu
cilovych stavii (nemusi pfedepisovat hodnotu kazdého atomu).
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6.2 Operatory a akce

& Definice — Operator

Operator (schéma akce) o je trojice
0= (name(o), precond(o), effects(o)) g

« name(o) = n(xy, ..., Xx) — jméno operatoru (n je jednoznaény symbol) a jeho parametry (pro-
ménné). Musi obsahovat v§echny proménné vystupujici v definici operatoru.
« precond(o) — predpoklady: literaly, které musi ve stavu platit, aby byl operator pouzitelny.
. effects(o) — efekty: literély, které po provedeni za¢nou platit (kladny efekt) nebo prestanou platit
(zaporny efekt). V efektech smi byt jen fluenty (rigidni atomy se neméni).
Operator je parametrizovana (lifted) reprezentace: popisuje akci obecné, nezavisle na konkrétnich
objektech.

& Definice — Akce

Akce je plné konkretizovany operator: za parametry x, ..., x; dosadime konstanty. Z jednoho
operatoru tak vznikne mnoho akei. Pro akci a znagime precond™ (), precond” (a) kladné a zaporné
piedpoklady (atomy, které maji, resp. nemaji platit) a podobné effects™ (a), effects™ (a).

| r

B Piiklad — Operatory svéta kostek (blockworld)

Roboticka ruka pfemistuje kostky a, b, c. Predikaty: ontable(x) (kostka na stole), on(x, y) (kostka x
na y), clear(x) (na x nic nelezi, 1ze ji vzit), holding(x) (ruka drzi x), handempty (ruka je prazdna).
Ctyti operatory:

operator precond effects

unstack(x,y) on(x,y),clear(x), handempty -on(x, y), "clear(x), clear(y), “handempty, holding(x)
stack(x, y) holding(x), clear(y) —holding(x), ~clear(y), on(x, y), clear(x), handempty
pickup(x) ontable(x), clear(x), handempty —ontable(x), clear(x), “handempty,holding(x)
putdown(x) holding(x) —holding(x), ontable(x), clear(x), handempty

Dosazenim konstant vznikne akce, napf. unstack(a, ¢): pouzitelna, je-li a na c, a je volna a ruka
prazdna; efektem ruka uchopi a a ¢ se uvolni.

6.3 Pouzitelnost akce, vysledek a relevance

& Definice — Pouzitelnost a vysledek akce

Akce a je pouzitelna ve stavu s pravé tehdy, kdyz
precond" (@) Cs A precond (a)Ns = @,

tj. vSechny kladné predpoklady ve stavu jsou a zadny zaporny v ném neni. Vysledek aplikace
pouzitelné akce a na stav s je stav

y(s,a) = (s \ effects™ (a)) U effects " (a) :

nejprve odstranime atomy, které maji prestat platit, pak pfidame ty, které maji zacit. (Potfadi dava
smysl: nejdiiv ,vymaz®, pak ,pfipis“.)

Pouzitelnost a vysledek fidi pohyb vpred: ze stavu s generujeme nastupce y(s, a) pro kazdou pouzi-
telnou akci. Pro pohyb vzad (od cile) potfebujeme dualni pojmy - které akce mohly vést k danému cili
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a jaky stav jim musel pfedchazet.

& Definice — Relevance akce a regresni mnozina

Akce a je relevantni pro cil g pravé tehdy, kdyz:
« prispiva k cili: g N effects(a) # @ (aspon jeden efekt je v cili zadany), a zaroven
o efekty nejsou v rozporu s cilem: g~ neffects’(a) = @ A g™ N effects (a) = @ (akce neudéla
pravdivym nic zakazaného ani nezrusi nic zddaného).
Pro relevantni akci a je regresni mnozina cile g mnozina (pod)cilt, které musely platit pred
provedenim a, aby po ném platil g:

)/_l(g, a) = (g \ effects(a)) U precond(a).

(Z cile odebereme to, co a sama zafidi, a pfidame predpoklady, které a vyzaduje.)

6.4 Planovaci doména, problém a plan

B Definice — Planovaci doména, problém, plan

Sada operatort O tvofi doménovy model (popisuje schopnosti agenta i pouZité predikaty). Planovaci
problém je trojice
P = (O, sy, g),

kde O je doménovy model, sy je pocatecni stav (dodava konkrétni konstanty — objekty) a g je cil
(mnozina konkretizovanych literalr). P1an je posloupnost akci (a;, as, ..., a). Plan p je fesenim
problému P pravé tehdy, kdyz je cely proveditelny z s, (kazda akce je pouzitelni v okamziku své
aplikace) a vysledny stav y*(sp, p) spliwuje cil g, kde y*(so, p) = y(... y(y(sp, a1), a2) ..., a.).

6.5 Dopredné a zpétné planovani

Planovaci problém fesime prohledavanim stavového prostoru (sekce 1) - jen stavy a prechody ted nejsou
atomické, nybrz dané faktorovou reprezentaci. Dva zakladni sméry:

E Definice — Dopiedné (progrese) a zpétné (regrese) planovani

» Dopredné planovani (progrese): prohledavame od pocatecniho stavu sy k cili. V kazdém uzlu
(stavu s) generujeme nastupce y(s, a) pro vSechny akce a pouzitelné v s; kon¢ime, jakmile stav
splni g.

« Zpétné planovani (regrese): prohledavame od cile g zpét k sy. V kazdém uzlu (pod)cili gene-
rujeme piedchtdce y (g, a) pro akce a relevantni pro g; konéime, jakmile pocatecni stav s,
spliuje dosaZeny podcil.

Dopredné planovani pracuje s konkrétnimi (4plnymi) stavy, ale ¢asto ma velky faktor
vétveni: ve stavu muze byt pouzitelnych mnoho akci, z nichz vétsina k cili viibec nesméfuje. Neinfor-
mované prohledavani proto zvladne jen malé ulohy; v praxi se nasazuje informované (A*) s dobrou
heuristikou.

Zpétné planovani zkouma jen akce relevantni pro cil, takze ma obvykle mensi faktor vétveni. Dani je,
7e pracuje s mnoZinami stavi (Casteénymi podcili), ne s jednotlivymi stavy — je proto té€zsi pro né
vymyslet dobré heuristiky. Oba sméry jsou korektni; volba je véci toho, kde je prostor uzsi.
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dopfedné (progrese) zpétné (regrese)
s = y(s, a), akce pouzitelné g = v (g, a), akce relevantni

Dva sméry planovani. Vlevo dopfedné: z konkrétniho pocatecniho stavu s, aplikujeme pouZzitelné akce
(s = y(s,a)) a hledame stav splnujici cil g. Vpravo zpétné: od cile g aplikujeme relevantni akce regresi
(g ~ v (g, a)), ¢&imz vznikaji postupné podcile, dokud néjaky nesplni s,. Vétveni vpravo byva mensi
(jen relevantni akce), ale uzly jsou mnoZiny stavu.

6.6 Planovaci heuristiky

Aby informované prohledavani (A*) bylo efektivni, potfebuje heuristiku h(s) odhadujici ,vzdéalenost® stavu
s k cili. Sila faktorové reprezentace je v tom, Ze heuristiku 1ze odvodit automaticky a doménové nezavisle -
vyfeSenim relaxovaného problému (z pivodniho odebereme néktera omezeni, ¢imz se zjednodusi). Délka
feSeni relaxace je dolnim odhadem délky skute¢ného feseni, tedy pripustnou heuristikou pro A*.

& Definice — Relaxace: ignoruj predpoklady / ignoruj zaporné efekty

+ Ignoruj predpoklady (ignore preconditions): kazda akce je vzdy pouzitelna (vypustime
precond). Uloha se redukuje na vybér nejmensi mnoZiny akci pokryvajici cilové atomy (problém
mnozinového pokryti, set cover). Pozor: tato relaxace zanedbava i to, Ze akce mohou rusit efekty
jinych akci.

« Ignoruj zaporné efekty (ignore delete lists): z akci vypustime ziporné efekty (effects” ). Zadna
akce pak nenici predpoklady jiné, takZe mnoZina pravdivych atomut jen monoténné roste. Lze
tedy postupné pridavat vsechny pouzitelné akce, dokud nejsou pokryty vsechny cilové atomy;
nejmensi takova mnozina da heuristiku.

Obé relaxace ¢ini dlohu snaz fesitelnou, a protoZe odebrani omezeni nemuze feseni
prodlouzit, davaji pfipustny (nikdy nenadhodnocujici) odhad. To je pfesné podminka, za niz A*
najde optimalni plan (sekce 1). Klicové je, Ze tytéZ recepty funguji pro libovolnou doménu popsanou
operatory — proto ,doménové nezavislé“ heuristiky. (Planovaci heuristiky pozadavky okruhu vyslovné
nejmenuji; uvadime princip a obé zakladni relaxace.)

6.7 Reseny priklad SZZ

P Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢. 5: Planovani (robot a krabice)

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 5 — Planovani (robot, krabice))

Zadani. Robot v mfizce 4 x 4 umi akce Jdi (na sousedni volné policko; nese-li krabici, navic nesmi
na policko s jinou krabici), Seber (krabici na své pozici, jen nedrzi-li uz jinou) a Poloz (nesenou
krabici na svou pozici). Stav popisuji predikaty soused(X,Y) (z X lze pfejit na Y, na Y neni zed),
na(X, K) (na poli¢ku X je krabice K) a robot(X) (robot je na X). Zdi (nepruchozi pole): B1, B3, B4,
C3. Pocatek: robot R na C1, krabice A na A1, krabice B na C2. Cil: dostat krabici A na pole D4
(hvézdicka). Ukoly: (1) formalizovat jako planovaci problém (operatory, poc¢ate¢ni a cilovy stav);
(2) popsat dopfedné a zpétné planovani; (3) napsat konkrétni fesici plan.

(1) Formalizace.
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Konstanty. Poli¢ka A1, ...,D4 (16 jmen), krabice A, B. Predikaty (fluenty): robot(X), na(X, K), na-
vic pomocné nese(K) (,robot nese krabici K%), volno(X) (,na policku X nelezi zadna krabice®)
avolnaruka (,robot nic nenese”); pomahaji vyjadrit, kam smi robot s krabici vstoupit a zda mtze sbi-
rat. Rigidni predikat soused(X,Y) kdduje mapu (sousedni dvojice obou volnych poli); v poc¢ate¢nim
stavu ho podle zadani nevypisujeme.

Operatory. Podle napovédy potfebujeme dvé verze pohybu — robot bez krabice smi na libovolné
volné sousedni pole, robot s krabici navic jen na pole bez jiné krabice:

operator precond effects

Jdi(X,Y) robot(X), soused(X,Y), —robot(X), robot(Y)

(bez krabice) volnaruka

Jdisk(X,Y,K) robot(X), soused(X,Y), —robot(X), robot(Y)

(nese K) nese(K), volno(Y)

Seber(X, K) robot(X),na(X, K), volnaruka -ma(X, K),nese(K), -volnaruka, volno(X)
Poloz(X,K) robot(X),nese(K), volno(X) —mnese(K), na(X, K), volnaruka, =volno(X)

Pomocny fluent volnaruka nahrazuje zaporny piedpoklad ,nedrzi zadnou krabici® (faktorova
reprezentace tak vystadi s kladnymi predpoklady, jako handempty ve svété kostek). Seber(X, K)
uvolni pole X (efekt volno(X), krabice z néj odesla do ruky); JdiSK jen pfesune robota — nesena
krabice K zistava ,v ruce pies fluent nese(K) a na podlahu ji poloZi teprve Poloz (atom na tedy
méni jen Seber a Poloz, ne pohyb). Pfedpoklad volno(Y) u JdiSK brani vstupu s krabici na pole,
kde uz lezi jina krabice.

Pocatecni stav sy (vypisujeme jen ménici se fluenty, soused ne):

so = {robot(C1), volnaruka, na(Al, A), na(c2,B)}U{volno(X) : X volné, X # A1,C2}.

Cil g = {na(D4, A) } (jediny pozadovany literal; g* = {na(D4, A)}, g~ = @).

(2) Dopredné a zpétné planovani. Dopredné (progrese): zatneme Vv sy, generujeme nastupce
y(s,a) jen pro akce pouzitelné v s (splnéné predpoklady), prohledavame stavovy prostor vpred
(A" s heuristikou, napf. manhattanska vzdalenost krabice A k D4 plus vzdalenost robota ke krabici)
a koné¢ime ve stavu, kde plati na(D4, A). Zpétné (regrese): zacneme cilem g = {na(D4, A)}; relevantni
je akce, jejiz efekt na(D4, A) ptfidava — to je Poloz(D4, A). Regresni mnozina

v (g, Poloz(D4, A)) = (g \ effects) U precond = {robot(D4), nese(A), volno(D4)}.

Z tohoto podcile pokracujeme vzad (co muselo platit, aby tu robot s A stal na D4 — musel sem dojit
akci JdiSK apod.), dokud podcil nesplni s.

(3) Konkrétni plan. Topologie mifizky je zde klicova. Volnd pole jsou jen
A1,A2,A3,A4,B2,C1,C2,C4,D1,D2,D3,D4 a kvili zdem B1,B3,B4,C3 se mapa rozpadia na dvé
oblasti — horni levou {A1,A2,A3,A4,B2} a dolni {C1,C2,D1,D2,D3,D4,C4} - spojené jedinym
prechodem B2+ C2. Jenze na C2 lezi krabice B, takZe robot s krabici A ptes tento jediny most projit
nemuze. Naivni plan ,seber A a odnes ji do D4 proto neexistuje. Robot musi nejdfiv uvolnit most:
krabici B z C2 odnést do horni oblasti, polozit ji stranou, vratit se pro A a teprve pak ji volnym C2
pronést doli k D4. Validni plan (ovéfeno prohledanim stavového prostoru, je to nejkratsi feseni,
16 akci):

Jdi(c1,c2)

Seber(C2, B)

Jdisk(c2,B2, B)

JdiSK(B2,A2, B)

JdiSK(A2,A3, B)

Poloz(A3, B)

Jdi(A3,A2)

SN R .
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8. 1di(A2,A1)
9. Seber(a1,A)
10. JdiSK(A1,A2, A)
11. Jdisk(A2,B2, A)
12. J7diSK(B2,C2, A)
13. Jdisk(c2,D2, A)
14. 7disSK(D2,D3, A)
15. JdiSK(D3,D4, A)
16. Poloz(D4, A)
Krabici B jsme odlozili na A3 (stacilo by kterékoli volné pole horni oblasti mimo trasu). Vysledny
stav obsahuje na(D4, A), cil je splnén.

Mapa ulohy (4 x4, fadky A nahote po D dole). Tmavé buriky jsou zdi (B1,B3,B4,C3). Robot R startuje
v C1, krabice A v A1, krabice B v C2, cilova hvézdicka je v D4. Volna pole tvori dvé oblasti spojené
jedinym mostem B2«<>C2, na ném? stoji krabice B. Cervené: robot nejprve odklidi B z mostu do
horni oblasti (C1>C2—B2—A2—A3). Modre ¢arkované: pak odnese A z A1 uz volnym mostem dolt
do D4 (A1->A2—B2—C2—D2—D3—D4). (Schéma obou fazi; probéhnou postupné, ne soucasné.)

© Poznamka. [Past v zadani] Tato otazka nema v PDF oficialni nacrt feSeni. Naivni ,seber A, jdi
do D4 selze — jedina spojnice obou oblasti (B2-C2) je blokovana krabici B, kterou robot s nakladem
nesmi minout. Validitu planu (kazda akce pouzitelna, Zadny vstup s krabici na obsazené pole, dosazeni
cile) i jeho minimalitu (16 akci) jsme ovéfili prohledanim stavového prostoru. Bez tohoto kroku by
,odnes A rovnou“ znélo vérohodné, ale bylo by chybné.

V priklady/ je u této otazky pivodni ofiznuty obrazek miizky z PDF (zadani bez oficidlniho naértu
feSeni).

7 Markovovy rozhodovaci procesy (Bellmanova rovnice, iterace hodnot
a strategii, POMDP)

Doposud jsme predpokladali prostiedi deterministické: kazda akce méla jednoznacny vysledek a agent
mohl celou posloupnost akci naplanovat dopfedu. Redlny svét je ale stochasticky — robot, ktery chce jet
vpred, obcas sklouzne stranou. Markovav rozhodovaci proces (MDP) je formalni model pro sekvencni
rozhodovani v plné pozorovatelném, ale stochastickém prostredi. Agent nemuze slepé provést pevnou
posloupnost akci (mohl by skonéit jinde, nez ¢ekal); misto toho musi mit pfedpis, co délat v kazdém stavu,
kam se muze dostat. Takovému piedpisu fikame strategie (policy) a ikolem je najit tu, ktera maximalizuje
o¢ekavany (diskontovany) uzitek.

7.1 Rozhodovani za nejistoty a princip MEU

Nejdiiv si pfipomenme, jak agent voli jednu akci, je-li jeji vysledek nejisty. Preference agenta zachycuje
uzitkova funkce U(s) — ¢islo vyjadfujici, jak je stav s pro agenta zadouci. Pokud akce a vede do stavii s’
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s pravdépodobnostmi P(s” | a, e) (za pozorovani e), je jeji oekavany uzitek

EU(ale) = Y P(s' | a,e)U(s).

E Definice — Princip maximalniho o¢ekavaného uzitku (MEU)

Racionalni agent voli akei, ktera maximalizuje jeho ofekavany uzitek:

a* = argmax EU(a|e) = argmax Z P(s’ | a,e)U(s").
a a s

Princip MEU je jadro celé teorie rozhodovani: co agent véri popisuje teorie pravdépodob-
nosti, co agent chce popisuje uzitkova funkce a co ma agent délat pak plyne z jejich spojeni — vybrat
akci s nejvyssim ocekavanym uzitkem. Uzitek loterie L = [pq, Sq;...; P> Sul (vysledky S; s pravdé-
podobnostmi p;) je U(L) = Y; p;U(S;). MDP je rozsifeni tohoto principu z jediného rozhodnuti na
posloupnost rozhodnuti.

7.2 Markoviv rozhodovaci proces

B Definice — Markovuv rozhodovaci proces (MDP)

MDP je sekvenéni rozhodovaci dloha pro plné pozorovatelné, stochastické prostiedi s Markovovym
prechodovym modelem a aditivni odménou. Sklada se z:

« mnoziny stava S (s pocateénim stavem s;) a mnoziny akei A(s) pouzitelnych ve stavu s;

« prechodového modelu P(s” | s,a) — pravdépodobnost, Ze akce a ve stavu s vede do stavu s’;

« odmény R(s), kterou agent dostane ve stavu s (maze byt kladna i zaporna, musi byt omezena).
Markovova vlastnost: pravdépodobnost pfechodu do s” zavisi jen na aktualnim stavu s a akci a, ne
na historii dfivéjsich stavi.

© Poznimka. Odména R(s) je ,kratkodoba“ (co ziskam tady a ted); uzitek U bude ,,dlouhodoby*
soucet odmén za celou budouci trajektorii. Variantu s odménou zéavislou i na akci a cili, R(s, a,s”),
Ize na tuto formu vzdy pfevést; my drzime jednodussi R(s) ze slidii. V SZZ piikladu niZe se odména
pfipisuje ,pfi prachodu stavem®.

Diskontovany uzitek posloupnosti

Uzitek zavisi na celé posloupnosti navstivenych stavii. Aby byl koneény i pro nekoneéné trajektorie a aby
se budouci odmény pocitaly méné nez ty bezprostfedni, pouzivame diskontovani faktorem y € [0, 1]:

U([s0, 51,52 ---1) = R(sp) + ¥ R(sy) + y*R(sp) + -+ = Z y' R(sp).
=0

Diskontovana odména tika, Ze odména o jeden krok pozdéji ma pro nas cenu jen y-
nasobnou. Pro y < 1 je soucet konecny i na nekone¢né trajektorii: je-li R(s) < Rpax, pak

- R
U([SO,SI,---]) < Zthmax = /=
=0 I—-y

Diskontovani m4 i ekonomickou interpretaci (penize dnes jsou cennéjsi nez zitra) a modeluje nejistotu,
zda se agent budoucnosti viibec doZije. Pro y — 1 se blizime k prostému souctu odmén.
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Strategie a optimalni strategie

V stochastickém prostiedi nelze pouzit pevnou posloupnost akei: agent mize skondit v jiném stavu, nez
zamyslel. Resenim MDP proto musi byt piedpis, co délat v kazdém stavu.

B Definice — Strategie a optimalni strategie

Strategie (policy) 7 je funkce, kterd kazdému stavu s ptifadi akci z(s) € A(s). Ocekavany uzitek
strategie s pri startu ve stavu s je

U™(s) = E[Z th(st)],
t=0

kde S; je (ndhodny) stav v Case t pfi fizeni strategii 7. Optimalni strategie 7 maximalizuje

ocekavany uzitek:
r* = argmax U”(s).
/3

Optimalni strategie nezavisi na poc¢ate¢nim stavu (pro diskontovany uZitek na nekonec-
ném horizontu): kdyby se dvé optimalni strategie startujici z riznych stavt setkaly ve spolecném
stavu ¢, neni diivod, aby se v ¢ rozhodovaly rizné. Proto méa smysl mluvit o jediné optimalni strategii

¥ a o skuteéném uzitku stavu
U(s) = U” (s).

Zname-li tyto pravé uzitky, dostaneme optimalni akci jednoduse principem MEU - vybereme akci,
ktera maximalizuje ocekavany uzitek nasledujiciho stavu:

7*(s) = argmax Z P(s’ | s,a) U(s").
aEA(s) s’

7.3 Bellmanova rovnice

Mezi uzitkem stavu a uzitky jeho soused plati pfimy vztah: uZitek stavu je jeho vlastni odména plus
diskontovany o¢ekavany uZitek toho, co bude nasledovat, zvolim-li nejlepsi akci.

W Véta — Bellmanova rovnice

Pro skute¢né uzitky U(s) = U™ (s) plati pro kazdy stav s

U(s) = R(s) + y mjl(x)ZP(s’ | s,a)U(s")

Pro koncovy (terminalni) stav, z néjz se nepokracuje, je U(s) = R(s).

Bellmanova rovnice je rozklad dlouhodobého uzitku na okamzZitou odménu R(s) a dis-
kontovany uzitek budoucnosti. Vnitini suma ), P(s” | s,a) U(s") je o¢ekavany uzitek naslednika
po akci a (to je EU z principu MEU); maximem pfes a vybirame nejlepsi akci. Pro n neterminélnich
stavll dostaneme soustavu n rovnic o n neznamych U(s). Soustava je ale nelinedrni kvuli opera-
toru max, takZe ji obvykle nefesime pfimo, ale iterativné (iterace hodnot nize). Veli¢inu uvnitf
maxima, Q(s,a) = R(s) +y Yo P(s” | 5,@)U(s"), nazyvame akéni hodnotou; pak U(s) = max, Q(s, a)
a *(s) = argmax, Q(s, a).
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0,812 | 0,868 | 0,918
3 +1
> > >
0,762 . | 0,660
2 A zed A -1
. 0,705 | 0,655 ] 0,611 | 0,388
A < < <
1 2 3 4

Klasicky gridworld 3 x 4 (AIMA): koncové stavy +1 (pole 4,3) a —1 (pole 4, 2), zed na poli 2, 2. Akce
{nahoru, dold, vlevo, vpravo} vyjde podle tmyslu s pravd. 0,8, jinak agenta vychyli kolmo (0,1 + 0,1).
Modré sipky ukazuji optimalni strategii, ¢isla jsou uzitky U(s) (pro R(s) = —0,04 v neterminalnich polich,
y = 1). Kazdy uzitek spliiuje Bellmanovu rovnici U(s) = R(s)+y max, Y., P(s’ | s,@)U(s"); napk. ve startu
(1,1) je optimalni jit nahoru (snaha o horni cestu k +1 pfi vyhybani se —1).

7.4 Iterace hodnot (value iteration)

Bellmanova rovnice je zakladem algoritmu iterace hodnot. ProtoZe je soustava nelinearni (kvtli max),
nepocitame ji pfimo, ale opakované aplikujeme Bellmanovu rovnici jako aktualizacni pravidlo (Bellman
update), dokud se uZitky neustali.

% Algoritmus — Iterace hodnot (value iteration)

VALUE-ITERATION(mdp, €):
> € = maximalni dovolena chyba uzitku libovolného stavu

U « vektor nul (pro vsechny stavy); U « U

repeat
U«<U'; §«<0 > 0 = nejvétsi zména uzitku v tomto kole

for kazdy stav s€S:
U'[s] < R(s)+y ma(x)z P(s’ | s,a)U[s’] > Bellman update
acA(s) ¢
if [U'[s] = U[s]l > &: & < |U’[s] - U]s]|
until §<e(1—-y)/y
return U

Zacneme s libovolnymi (typicky nulovymi) uzitky a v kazdém kole kazdy stav aktua-
lizujeme podle Bellmanovy rovnice z aktualnich uzitkii sousedt. Operator Bellmanova updatu je
kontrakce (pro y < 1 zmensuje rozdil mezi libovolnymi dvéma odhady faktorem y), takze iterace
konverguje k jedinému pevnému bodu - pravym uzitkiim U(s). DuleZité je, ze updaty pro vsechny
stavy v jednom kole ¢teme z téhoz starého vektoru U (synchronni varianta). Ukoncovaci podminka
0 < e(1—y)/y zaru¢i, ze chyba uzitku je nejvys e. Z konvergovanych uzitkt pak jednorazové odecteme
optimalni strategii 7*(s) = argmax, ), P(s” | s,a)U(s").

7.5 Iterace strategii (policy iteration)

Casto nés zajima jen optimalni strategie, ne piesné uzitky. Optimalni akce se ptitom ustli diiv nez uZitky
(na poradi akei staci znat uzitky piiblizné). Toho vyuziva iterace strategii: stfida dva kroky - vyhodnoceni
strategie a zlepSeni strategie — dokud se strategie pfestane ménit.

82 Algoritmus — Iterace strategii (policy iteration)

POLICY-ITERATION(mdp) :
U < vektor nul; m < libovolna pocatecni strategie

repeat
> 1) vyhodnoceni strategie (policy evaluation)

U < POLICY-EVALUATION(m,U, mdp)

> 2) zlepseni strategie (policy improvement)
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beze_zmeny <« true
for kazdy stav s€S:
a* < argmax ). P(s’ | s,a)U[s’]
acA(s) ¢
if Y, P(s’ | s,a”)U[s’] > Y., P(s’ | s, n[s]DU[s"]:
n[s] < a*; beze_zmeny « false
until beze_zmeny
return &

Vyhodnoceni strategie (policy evaluation): pro pevnou strategii ; spocitame jeji uzitky
U™. Protoze akce je dana, zmizi operdtor max a Bellmanovy rovnice se stanou linedrnimi:

U%(s) = R(s)+y Z P(s" | s, m(s)) UTi(s").

Pro maly pocet stavil n je vyfesime piimo (Gaussova eliminace) v ¢ase O(n®); pro velké prostory
udélame par kol zjednodusené iterace hodnot (bez max).

Zlepseni strategie (policy improvement): z uzitkd U™ spoéitdme novou strategii principem MEU,
7iy1(s) < argmax, ), P(s” | s,a)U%(s"). Pokud se zZadna akce nezménila, je strategie optimalni
a koncime. Strategie se nikdy nezhorsuje a moznych strategii je kone¢né mnoho, takze algoritmus
skonéi po kone¢né mnoha krocich.

© Poznamka. Iterace hodnot vs. iterace strategii. Obé fesi tutéz tlohu. Iterace hodnot déla
v kazdém kole jeden levny Bellman update na stav (s max), ale potiebuje vic kol. Iterace strategii
déla méné kol, ale kazdé je drazsi (v kroku vyhodnoceni fesi linearni soustavu O(n®), piipadné sama
iteraci). Test optimality strategie — ,nezméni-li krok zlepseni zadnou akci, je strategie optimalni® — je
pfimo Bellmanovo kritérium optimality a pouZijeme ho i v SZZ ptikladu nize.

7.6 Caste¢né pozorovatelny MDP (POMDP)

V MDP agent vzdy vi, ve kterém stavu je (plna pozorovatelnost), takze mtze provést akei 7(s) pfedepsanou
pro dany stav. V realném svété tomu tak ¢asto neni: agent stav pfimo nevidi, jen ho odhaduje z nepfesnych
pozorovani.

E Definice — Casteéné pozorovatelny MDP (POMDP)

POMDP je jako MDP — ma piechodovy model P(s” | s, a), akce A(s) a odménu R(s) — navic ale
obsahuje senzorovy model P(e | s): pravdépodobnost pozorovani (evidence) e ve stavu s. Agent
nevi, ve kterém stavu presné je.

Protoze agent nezna svuj stav jisté, udrZzuje misto néj stav viry (belief state) b — pravdépo-
dobnostni rozdéleni pfes véechny mozné stavy. Po kazdé akci a pozorovani b aktualizuje filtraci (jako
u HMM). Klicové pozorovani: optimalni chovani zavisi jen na aktualnim stavu viry, takze POMDP
Ize chépat jako (obycejny) MDP nad spojitym prostorem stavu viry. Tim se ale tiloha vyrazné ztizi —
stavil viry je nekone¢né mnoho a techniky iterace hodnot je nutné upravit na spojity ptipad (fesi
se pres po Castech linearni uzitkové funkce, viz POMDP-VALUE- ITERATION). V praxi se rozhodnuti
délaji rozvijenim budoucich posloupnosti akci a pozorovani dopfedu (dynamicka rozhodovaci sit)
a vybérem nejlepsi vétve, podobné jako algoritmus expektimax u stochastickych her. Pozadavky
okruhu z4adaji jen zdkladni definici: POMDP = MDP + senzorovy model P(e | s), feSeny nad stavy
viry.
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7.7 Reseny priklad SZZ

P Piiklad — SZZ léto 2025 &. 29: Bellmanova rovnice uzitku (MDP, iterace strategii)

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 29 — Bellmanova rovnice uZitku (MDP, iterace strategii))
Zadani.
Robot se pohybuje v kone¢ném stavovém prostoru. Pro kazdy stav s zndme mnozinu akci A(s)
a prechodovy model P(s” | s,a). Pfi prichodu stavem s dostane robot odménu R(s), uzitek je
diskontovan faktorem y = 0,9. Graf niZe udava stavy, jejich odmény a dvé mozné akce z kazdého
neterminalniho stavu. Zvolena akce vede do stavu daného svou hranou s pravdépodobnosti 0,8,
jinak (0,2) do cile druhé akce daného stavu. Ukoly: (1) napiste rovnici pro maximalni uZitek U(s);
(2) napiste soustavu rovnic pro vyhodnoceni strategie B — C,C — D, D — F; (3) jakym algoritmem
ji vyfesime; (4) jak ovéfime, Ze tato volba dava maximalni uzitky pro vSechny stavy; (5) jak najdeme
akce maximalizujici uZzitek pro vSechny stavy.
Reseni.
(1) Bellmanova rovnice. Maximalni uZitek stavu je jeho odména plus diskontovany o¢ekavany
uzitek nejlepsi akce:
— ’ ’
U(s) = R(s) + yaréljlé) ; P(s’ | s,a)U(s"),

s koncovymi stavy U(E) = R(E) = 5aU(F) = R(F) = 6.

(2) Soustava pro vyhodnoceni strategie B — C, C — D, D — F. Pevna strategie odstrani max,
takZe rovnice jsou linearni. U kazdého stavu vede zvolena akce do svého cile s pravd. 0,8 a do cile
druhé akce s pravd. 0,2 (druh4 akce: Bmédi— D,Cmai— E, Dmai— B):

U(B) = -3 +0,9[0,8U(C) + 0,2U(D) |,
U(C)= 1+09[08U(D)+02U(E)],
UD)= 1+09[08U(F)+0,2U(B)]|,
U(E) =5, U(F) = 6.

(3) Algoritmus feseni. Jde o vyhodnoceni strategie (policy evaluation). Soustava je linearni (tfi
rovnice o tfech neznamych U(B), U(C),U(D)), takze ji vytesime primo — Gaussovou eliminaci v ¢ase
O(n®). Alternativné lze iterovat zjednoduseny Bellman update bez max (iterace hodnot pro pevnou
strategii), dokud se uzitky neustali. Dosazenim U(E) = 5, U(F) = 6 a vyfe$enim soustavy:

(UB)~2383, U(C)~6039, U(D)~5749.|

(Kontrola dosazenim, napf. U(D) = 1+0,9[0,8-6+0,2-2,383 | = 1+0,9-5,277 = 5,749.) Par kol iterace
dava U = (=3,0; 1,90; 5,32), UD = (-0,67; 5,73; 4,78), U®) = (1,99; 5,34; 5,20), ..., postupné se
ustaluje na hodnotach vyse.
(4) Test optimality strategie. Pro kazdy stav ovéfime Bellmanovo kritérium optimality: zda zvolena
akce dosahuje max, Y, P(s” | s,a)U(s"), tj. zda by krok zlepseni strategie (policy improvement)
nékterou akci zménil. Spocitame ofekavany uZzitek obou akci v kazdém stavu (z uzitkl vyse):
+ B:akce —» Cda0,8:6,039+0,2-5,749 = 5,981; akce - D da 0,8-5,749 + 0,2 - 6,039 = 5,807. Lepsi
je = C (zvolend).
o C:akce » Dd40,8-5,749+0,2-5 = 5,599; akce - E d4 0,8-5+0,2- 5,749 = 5,150. Lepsi je —» D
(zvolena).
« D:akce -» Fdao0,8-6+0,2-2,383 = 5,277; akce -» Bda 0,8-2,383+ 0,26 = 3,106. Lepsi je — F
(zvolena).
V Zadném stavu by se akce nezménila, takZe zadana strategie je optimalni a spoctené uzitky jsou
maximalni mozné. (Kdyby asponi v jednom stavu vysla jina akce lépe, strategie by optimalni nebyla.)
(5) Hledani optimalnich akci. Obecné pouzijeme iteraci strategii (policy iteration): stfidame
vyhodnoceni strategie (vyfe$ linearni soustavu jako v bodé 3) a zlepseni strategie (v kazdém stavu
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vezmi akci s nejvyssim ocekavanym uzitkem jako v bodé 4), dokud se strategie prestane ménit.
Vysledna strategie je optimalni pro vSechny stavy. (Alternativné lze rovnou spustit iteraci hodnot
s max a z konvergovanych uzitkt ode¢ist 77(s) = argmax, ), P(s”" | s,a)U(s").) Zde uz jsme v bodé
4 ovérili, ze strategie B— C, C — D, D — F je optimalni, takzZe iterace strategii by skoncila hned.

R=1 R=5
(O—®

—

R=1 R=6

tucné zelené hrany = strategie B—~C, C—D, D—>F

Stavovy graf MDP ze zadani: neterminalni stavy B(—3), C(1), D(1), terminalni E(5), F(6). Z kazdého
neterminalniho stavu vedou dvé akce (orientované hrany): B—C, B—D;C—D,C—E; D—>F,
D — B. Zvolena akce vede do svého cile s pravd. 0,8, do cile druhé akce s pravd. 0,2. Tu¢né zelené
je vyznacena vyhodnocovana strategie B— C, C — D, D — F, o niZ vypocet ukazal, Ze je navic
optimalni.

V priklady/ je u této otazky puvodni zadani a ofiznuty stavovy graf z PDF (original byl bez naértu
feSeni; hodnoty vyse jsme ovérili vypoctem).

8 Hry a teorie her (minimax, alfa-beta, Nashovo ekvilibrium, aukce)

Dosud jsme uvazovali jednoho agenta v prostredi, které se samo aktivné nesnazi jeho plantim branit. Teorie
her (obor ekonomie) naopak studuje prostiedi s vice agenty, jejichz rozhodnuti se navzajem podstatné
ovliviiuji. V umélé inteligenci nas nejcastéji zajimaji deterministické, tahové, dvouhracové hry s nulovym
souctem a uplnou informaci (S8achy, dama, go): pravidla jsou pfesna, akci je malo, hra se snadno reprezentuje,
a presto je tézké ji vyfresit. Vedle nich se dotkneme jednotahovych (simultannich) her a jejich pojma
(dominantni strategie, Nashovo ekvilibrium, Pareto optimalita) a mechanism designu (navrh pravidel,
zejména aukci).

8.1 Herni strom a optimalni strategie

Tahovou hru dvou hracq, které tradicné zna¢ime MAX a MIN, Ize formalné chapat jako prohledavani
proti souperi (adversarial search) v hernim stromu.

& Definice — Hra jako prohledavaci uloha

Hra je dana:

«+ pocatecnim stavem s, (vychozi pozice) a funkci To-MovE(s), ktera ur¢i hrace na tahu;

« mnozinou akei AcTioNs(s) a pfechodovym modelem REsULT(s, a) (vysledny stav);

. testem koncovosti Is-TERMINAL(s) (je hra u konce?);

« ohodnocovaci (uzitkovou) funkei UTILITY(S, p), kterd koncovému stavu pfifadi ¢iselnou

vyplatu hrace p (napf. vyhra +1, prohra —1, remiza 0).

Ve hte s nulovym souctem je vyplata jednoho hrace opa¢né nez druhého, takze staéi jediné ¢islo:
uzitek z pohledu MAX (ktery ho maximalizuje), zatimco MIN ho minimalizuje.
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Resenim hry neni jedind posloupnost akci (jako u prohledavani jednoho agenta), nybrz
strategie: tah ve vychozim stavu a pak tah na kazdou moznou odpovéd soupete. Optimalni strategie
vede k vysledku alespon tak dobrému jako kterakoli jina, hraje-li proti neomylnému soupeti. Herni
strom stfida patra MAX a MIN; jeho listy jsou koncové stavy s konkrétni vyplatou.

8.2 Minimax

Optimalni strategii uréime z minimaxové hodnoty kazdého uzlu — uzitku, ktery v daném stavu vznikne,
hraji-li oba hraci optimalné.

& Definice — Minimaxova hodnota

UriLity(n) n je koncovy stav,
MINIMAX () = seﬁi?f(n) MiINMAX(s) na tahu je MAX,
min MiNiMAX(s) na tahu je MIN.
s€succ(n)

Minimaxové rozhodnuti je akce v kofeni, ktera vede do naslednika s nejvyssi minimaxovou hodnotou.

Hodnoty se pocitaji zdola nahoru: list dostane svou vyplatu, vnitini uzel MAX vezme maximum
hodnot déti, uzel MIN minimum. Algoritmus je v jadru prohledavani do hloubky celého stromu.

82 Algoritmus — Minimax (rekurzivné, navrat hodnoty i tahu)

MINIMAX-SEARCH(hra, stav):
v, move <« MAX-VALUE(hra, stav) > hodnota korene a optimdlni tah
return move

MAX-VALUE (hra, stav):
if hra.IS-TERMINAL(stav): return hra.UTILITY(stav), null
V «— —00
for kazdou akci a ze stavu:
V,, _ < MIN-VALUE(hra, RESULT(stav,a))
if v, >v: v, move «<v,, a > lepsi tah pro MAX
return v, move

MIN-VALUE (hra, stav):
if hra.IS-TERMINAL(stav): return hra.UTILITY(stav), null
YV < +00
for kazdou akci a ze stavu:
Vy, _ < MAX-VALUE(hra, RESULT(stav,a))
if v, <v: v, move < v, a > lepsi tah pro MIN
return v, move

Propagace minimaxovych hodnot. Uzly MIN (modré trojahelniky dol1) berou minimum svych listi:
min(3,12,8) = 3, min(2,4,6) = 2, min(14,5,2) = 2. Kofen MAX (Cerveny trojihelnik nahoru) bere
maximum: max(3, 2,2) = 3. Minimaxové rozhodnuti je tah do levého naslednika.
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© Poznimka. Minimax projde cely strom: ¢asova slozitost je O(b™), pamétova O(bm) (b = pocet
tahti ve stavu, m = hloubka). Pro realné hry je to nepouzitelné — sachovy strom ma kolem 35'% uzla

vvvvvv

8.3 Alfa-beta prorezavani

K vypoctu spravného minimaxového rozhodnuti neni nutné prohlédnout kazdy uzel stromu. Alfa-beta
profezavani vraci stejnou hodnotu jako minimax, ale celé podstromy prfeskodi, jakmile je jasné, Ze
nemohou ovlivnit rozhodnuti v kofeni.

& Definice — Meze a a B

Podél cesty od kofene udrzujeme dvé meze:

« a = hodnota nejlepsi (tj. nejvyssi) volby, kterou MAX dosud na cesté nasel; je to dolni mez na

hodnotu, kterou si MAX zajisti.

« f = hodnota nejlepsi (tj. nejnizsi) volby, kterou MIN dosud na cesté nasel; je to horni mez.
Pravidlo fezu. V uzlu MIN s prubéznou hodnotou v: jakmile v < «, zbylé nasledniky nezkoumame
(a-fez) - MAX nad nami uz ma lepsi alternativu () a tudy nepujde. Symetricky v uzlu MAX: jakmile
v > f, nastava f-fez.

82 Algoritmus — Alfa-beta (iprava minimaxu o meze a, f)

ALPHA-BETA-SEARCH (hra, stav):
v, move <« MAX-VALUE(hra, stav, —oo, +4o00)
return move
MAX-VALUE (hra, stav, a, f):
if hra.IS-TERMINAL(stav): return hra.UTILITY(stav), null
VY <— —&0
for kazdou akci a ze stavu:
vy, _ < MIN-VALUE(hra, RESULT(stav,a), a, f)
if v, >v: v, move « v, a; a < max(a,v)
if v> f: return v, move > f-fez: MIN nad nami tudy neptijde
return v, move
MIN-VALUE (hra, stav, a, f):
if hra.IS-TERMINAL(stav): return hra.UTILITY(stav), null
V < +00
for kazdou akci a ze stavu:
Vy, _ < MAX-VALUE(hra, RESULT(stav,a), a, f)
if v, <v: v, move « v, a; f < min(f,v)
if v< a: return v, move > a-rez: MAX nad nami tudy neptjde
return v, move

MAX

3 <2

MIN
7
® @ ® ® ®

Levy uzel MIN da min(3, 12, 8) = 3, takze kofen MAX ma « = 3. Pravy uzel MIN nejprve vidi list 2; tim
je jeho hodnota < 2 < o = 3. MAX si uzZ zajistil 3 a tato vétev mu lepsi vysledek neda, proto se zbylé dva
listy (X) prorezou (Cervené skrty) a viibec se neprohlédnou. Vysledek kofene = 3 je stejny jako u ¢istého
minimaxu.
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© Poznamka. [Zavislost na potadi] U¢innost fezil silné zavisi na poradi, v jakém prochazime tahy:
pii idealnim usporadani (nejlepsi tah prvni) zkouma alfa-beta jen O(b™/?) uzlt misto O(b™), tedy
zhruba dvojnasobnou hloubku za stejny ¢as. Hodnota korene a optimalni tah jsou na poradi nezavislé
— profezava se jen prace, ne vysledek; $patné pofadi jen fezy promeska.

8.4 Nedokonala rozhodnuti: ohodnocovaci funkce a orezani hloubky

I s alfa-beta nelze u realnych her vygenerovat cely strom. Proto prohledavani utneme drive (v hloubce d)
a v takto vzniklych ,listech® pouZijeme misto skute¢né uzitkové funkce ohodnocovaci (evaluation)
funkci EvaL(s) — odhad otekavaného uzitku pozice (pfesné jako heuristika u A*). Typicky se pocita
z rysu stavu a kombinuje se linearné, EVAL(s) = wy fi(s) + -+ + w, f,(s) (v 8achu napt. material: pésec 1,
jezdec/sttelec 3, véz 5, dama 9). Linearni tvar pfedpoklada, Ze pfispévky ryst jsou nezavislé; jinak je tfeba
nelinearni kombinace.

© Poznamka. [Stochastické hry, expectiminimax] Hry s ndhodnym prvkem (kostky) modelujeme
pfidanim uzla ndhody (chance) do stromu. V nich se po¢ita ofekdavana hodnota:

ExpPECTIMINIMAX(N) = Z P(s) - EXPECTIMINIMAX(S) (uzel nahody),

sesucc(n)

zatimco v uzlech MAX/MIN se bere max/min jako dfive. U stochastickych her musi byt ohodnocovaci
funkce navrzena peclivéji: zalezi na konkrétnich hodnotach (kvili vaZeni pravdépodobnostmi), ne
jen na jejich pofadi.

8.5 Jednotahové (simultanni) hry

V jednotahové hre vsichni hraéi voli akei nardz (simultanné) a vysledek je dan touto kombinaci akei. Hru
zadame trojici: hraci, jejich akce a vyplatni funkce, ktera kazdé kombinaci akei pfifadi uzitek pro kazdého
hrace. Vyplaty zapisujeme do vyplatni matice.

& Definice — Strategie, dominance, Nash, Pareto

. Cista strategie je deterministick4 volba jediné akce; smisena strategie je nahodna volba akce
podle pravdépodobnostniho rozdéleni.

« Strategie s hrace p (striktné) dominuje strategii s’, je-li vysledek s pro p lepsi nez vysledek s’
pri kazdé volbé ostatnich hrac¢t. Dominantni strategie dominuje v§echny ostatni strategie téhoz
hrace.

« Profil strategii je Nashovo ekvilibrium, jestlize Zadny hra¢ si nepolepsi jednostrannou zménou
své strategie, drzi-li ostatni svou. (Lokalni optimum viéi jednostrannym odchylkam.)

+ Vysledek je Pareto-dominovan jinym vysledkem, pokud by jej vsichni hradi preferovali.
Vysledek je Pareto optimalni, neexistuje-li jiny vysledek, ktery by preferovali vSichni (nelze
polepsit jednomu, aniz si jiny pohorsi).

Pojmy se snadno pletou. Dominance se tyka jedné strategie jednoho hrace (je nejlepsi
bez ohledu na soupete). Nashovo ekvilibrium se tyka profilu (dvojice voleb) — je stabilni vici jedno-
stranné odchylce, ale nerika nic o globalni dobroté. Pareto optimalita se tyka vysledku z hlediska
kolektivu — nelze ho pro vSechny zlepsit. Klicové ponauceni véznova dilematu: profil v dominant-
nich strategiich (= Nash) muZe byt Pareto-dominovany, tedy pro vSechny horsi neZ jiny, nestabilni
vysledek.
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P Piiklad — Véznovo dilema

Dva lupi¢i, Alice a Bob, jsou vyslychani oddélené. Kazdy se muize rozhodnout svédcit (zradit druhého),
nebo mlcet. Vyplaty jsou roky vézeni se znaménkem minus (vice let = horsi); v policku je nejdiiv
vyplata Boba (tadky), pak Alice (sloupce):

Alice: svéd¢i | Alice: ml¢i
Bob: svédci -5, =5 0, —10
Bob: ml¢i -10, 0 -1, -1

Svédcit je dominantni strategie obou: at souper déla cokoli, svédcit je vzdy lepsi (=5 > —10,
0 > —1). Profil (svéd¢i, svédci) je proto Nashovo ekvilibrium (rovnovaha v dominantnich strategiich)
s vyplatou (-5, —5). Jenze vysledek (—1,—1) z oboustranného mlceni je Pareto lepsi — oba by si
polepsili. Ekvilibrium je tak Pareto-dominovano vysledkem, ktery racionalni hraci nedosahnou:
jadro dilematu.

8.6 Smisené strategie a maximinova technika

Nékteré hry s nulovym sou¢tem (napi. hra na prsty ,two-finger Morra®“) nemaji zadné ekvilibrium v ¢istych
strategiich. Optimalni smiSenou strategii lze najit maximinovou technikou: hru si predstavime jako
tahovou (druhy hrac zna tah prvniho, je tedy zvyhodnén) a minimaxem spocitime dolni a horni mez
na uzitek. Odhali-li prvni hra¢ svou smiSenou strategii (rozdéleni [p : akceq; (1 — p) : akce,]), druhy
odpovi nejlepsi ¢istou odpovédi; prvni proto voli p tak, aby maximalizoval sviij nejhorsi vysledek. Pro
Morru vychazi optimum [7/12; 5/12] s hodnotou hry —1/12 (hra zvyhodiuje jednoho z hra¢t). Podstatny
je pojem: smisSena strategie randomizuje volbu akce a pravé ona zarucuje existenci ekvilibria i tam, kde
Cisté selhava.

8.7 Opakované hry

Opakovana hra je nejjednodussi vicetahova hra: hraci celi téZe volbé opakované, pokazdé se znalosti
historie, a vyplaty se v ¢ase s¢itaji. U opakovaného véznova dilematu hraného pevné 100 kol zistava
racionalni stale svéd¢it (posledni kolo uz neni opakované, takze se v ném zradi, ¢imz argument zpétné
padé na vSechna kola). Je-li ale konec nejisty (napf. 99 % Sance na dalsi setkani), spoluprace se vyplati.
Robustni a jednoducha je strategie tit-for-tat (piijcka za oplatku): zatni mléenim a pak opakuj soupefav
minuly tah. Je velmi odolna proti siroké skale protistrategii a udrZuje spolupraci.

8.8 Mechanism design a aukce

Mechanism design (inverzni teorie her) navrhuje pravidla prostredi tak, aby pfi racionalnim (sobeckém)
chovani agentt vznikl co nejvétsi kolektivni uzitek. Typickym mechanismem je aukce — prodej zbozi
skupiné draziteld. Kazdy drazitel i ma soukromou hodnotu v; a déla nabidku b;; nejvyssi nabidka vyhrava,
ale cena, kterou vitéz zaplati, zavisi na mechanismu. Dobry mechanismus maximalizuje ocekavany vynos
prodejce nebo je efektivni (zbo#i ziska ten, kdo si ho ceni nejvic). Zadouci je, aby méli drazitelé dominantni
strategii — pak nemusi ztracet ¢as odhadovanim strategii ostatnich.

O Poznamka. [Typy aukci]

« Anglicka (vzestupna): cena roste od vyvolavaci, dokud nékdo pfihazuje; vyhrava posledni a plati
svou nabidku. Jednoduchd dominantni strategie (pfihazuj, dokud cena < v;). Nevyhody: muze
odradit konkurenci a méa vysoké komunikac¢ni naklady:.

» Holandska (sestupna): cena klesa z vysoké, dokud nékdo neakceptuje. Rychla (prodej kvétin,
ovoce).

+ Obalkova se zapeceténou nabidkou (sealed-bid, prvni cena): kazdy poda jedinou tajnou
nabidku, vyhrava nejvyssi a plati ji. Nemd jednoduchou dominantni strategii (optimum je
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prihodit tésné nad druhou nejvyssi nabidku, kterou ale nezname).

« Vickreyova (sealed-bid, druha cena): jedina tajna nabidka, vyhrava nejvyssi, ale plati druhou nej-
vyssi. Dominantni strategie je ted prosté nabidnout pravou hodnotu b; = v; - to déla mechanismus
efektivnim a jednoduchym.

© Poznamka. [Tragédie obecni pastviny] Kdyz za uzivani spoleéného zdroje nikdo neplati, byva
zdroj naduzivan k niz§imu celkovému uzitku vSech - tragédie obecni pastviny. Ptiklad: kazda zemé voli
mezi ,snizit znedisténi“ (naklad —10) a ,znecistovat dal“ (uzitek —5 pro sebe, navic —1 kazdé jiné zemi,
protoze vzduch je sdileny). Dominantni strategie kazdé zemé je znecistovat — stejna struktura jako
véznovo dilema. Mechanism design to fesi zpoplatnénim externalit (napt. uhlikova dai; mechanismus
Vickrey-Clarke-Groves, kde kazdy vitéz plati dan rovnou nejvyssi hodnoté mezi porazenymi, ma
opét dominantni strategii b; = v;).

8.9 Resené piiklady SZZ

P Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 28: Minimax a alfa-beta profezavani

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 28 — Minimax (alfa-beta prorezavani))

Zadani. (1) Popiste algoritmus minimax pro hru dvou hract, jeho nedostatky a jejich feseni. (2) Za-
vedte techniku alfa-beta protfezavani. (3) Ve stromu hry s nulovym souctem (» = tah maximalizujictho
hrace, v = minimalizujiciho, o = koncovy stav s ohodnocenim) dopliite minimaxové hodnoty s alfa-
beta profezavanim a vyznacte profezané Casti. Tahy se prochazeji zleva doprava.

Reseni (1) a (2). Minimax a alfa-beta jsou popsany vyse (pseudokody i meze a, ). Nedostatkem
minimaxu je, Ze prochazi cely strom velikosti O(b™), coZ je u realnych her neproveditelné. Reseni:
(a) alfa-beta profezavani (vraci tutéz hodnotu, ale pfeskakuje podstromy, které rozhodnuti neo-
vlivni; pfi dobrém pofadi taht zdvojnasobi dosaZzitelnou hloubku); (b) ofezani hloubky a nahrada
koncové funkce ohodnocovaci funkci EvAaL v neukonéenych listech.

Reseni (3). Hodnoty pocitame zdola nahoru. Uzly nejnizsi trovné MIN (v nad listy):
min(5,6) =5, min(4,7,5) =4, min(3) =3, min(6) =06,

min(5,9) =5, min(7) =7, min(5) =5, min(9,8) =8, min(6)= 6.

Urovenn MAX (2): zleva max(5,4) = 5, max(3) = 3; max(6,5) = 6, max(7) = 7; max(5) = 5,
max(8,6) = 8. Urovent MIN (v, tfi uzly pod kotenem):

min(5, 3) = 3, min(6,7) = 6, min(5, 8) = 5.

Kofen MAX: max(3, 6,5) = E Optimalni prvni tah je do prostfedniho naslednika (hodnota 6).
Prorezavani (prochazeni zleva doprava) profeze 6 z 14 list, prohlédne se jich 8 (v poradi
5,6,4,3,6,5,7,5). Tfi fezy:

o MIN nad listy 4,7, 5: sourozenec vlevo dal MAX hodnotu 5, takze a = 5. Tento MIN po pfecteni
listu 4 ma hodnotu < 4 < a, proto se zbylé listy 7,5 profezou.

o MIN nad listy 5,9: sourozenec vlevo dal MAX hodnotu 6, tedy a = 6; po listu 5 je < 5 < @, proto
se list 9 proreze.

« Pravy uzel MIN pod kofenem: kotfen uz ma z levych vétvi hodnotu max(3, 6) = 6, takze a = 6.
Jeho prvni potomek MAX da 5, ¢imz je tento MIN < 5 < a = 6; cely druhy podstrom MAX (listy
9,8, 6) se proto proieze.

(Hodnoty i profezani ovéreny vlastnim Python skriptem implementujicim minimax a alfa-beta s pocita-
nim navstivenych listii; koren = 6, navstiveno 8/14 listii.)
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Rekonstruovany strom s dopoétenymi minimaxovymi hodnotami (tué¢né u uzli) a vyzna¢enymi
fezy alfa-beta (Cervené skrty, Sedé ¢arkované hrany). Kofen MAX = 6. Profezano je 6 lista: {7, 5}
pod druhym MIN zleva, {9} pod MIN nad listy 5,9 a cely pravy podstrom MAX s listy {9, 8, 6}.
Poradi ¢teni lista: 5,6,4,3,6,5,7,5 (8 z 14).

V priklady/ je u této otazky puvodni ofiznuty herni strom z PDF (original byl bez nad¢rtu feseni).

B Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 27: Jednotahové hry (dominance, Nash, Pareto)

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 27 — Jednotahové hry (Nash, dominantni strategie, Pareto))
Zadani. (A) Definujte dominantni strategii, Nashovo ekvilibrium a Pareto optimalni vysledek. (B) Pro tfi
nize uvedené hry (hra¢ A = radky Left/Right, hra¢ B = sloupce Left/Right, oba maximalizuji; policko
= (zisk A, zisk B)) najdéte vSechny dominantni strategie, Nashova ekvilibria a Pareto optimalni
vysledky. (C) Vysvétlete na nich rozdily mezi pojmy.

(A) Definice - viz vySe (dominance = nejlepsi strategie hrace bez ohledu na soupete; Nash = profil
stabilni vii¢i jednostranné odchylce; Pareto optimum = vysledek, ktery nelze zlepsit viem zaroven).
(B) Tii hry.

Hra 1.

B: Left | B: Right
A: Left 10, 5 7, 8
A:Right | 0,6 | 157

Hrac B: pfi A =Left je 5 < 8, pfi A =Right je 6 < 7 — B vzdy preferuje Right, to je jeho dominantni
strategie. Hra¢ A dominantni strategii nema (pfi B =Left preferuje Left 10 > 0, pfi B =Right preferuje
Right 15 > 7). B tedy zahraje Right a A na to odpovi Right. Nash (¢isté): (R, R) = (15,7) (ovéi:
nikdo si jednostranné nepolepsi); smisené zadné — B hraje ostie dominantni Right s pravd. 1, takze
nerandomizuje. Pareto optimalni: (15,7) a (7, 8) (zadny jiny vysledek neni lepsi pro oba; tyto dva
jsou navzajem neporovnatelné — vyssi zisk A proti vyssimu zisku B).

Hra 2 (koordinacni).

B: Left | B:Right
A: Left | 100, 100 0,0
A:Right | 0,0 50, 50

Dominantni strategie: Zadna (oba hraci chtéji volit totéZ co souper). Nash (¢isté): dvé — (L, L) =
(100,100) i (R, R) = (50, 50) (z obou se jednostranné nepolepsi: odchylka vede na 0). Nash (smisené):
jedno — oba hraji Left s pravd. % Right s pravd. % (z indiference B: 100p = 50(1 — p) = p = %);
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ocekavany zisk 33,3, horsi nez obé ¢isté rovnovahy. Hra 2 ma tedy t7i ekvilibria. Pareto optimalni:
jen (100, 100) — vysledek (50, 50) je Pareto-dominovan vysledkem (100, 100).

Hra 3 (struktura vézriova dilematu).

B: Left | B: Right
A: Left 20, 20 0, 40
A:Right | 40,0 | 10, 10

Hrac A: pti B =Left je 40 > 20, pfi B =Right je 10 > 0 — Right dominuje. Symetricky B: Right domi-
nuje. Nash (Cisté): (R, R) = (10, 10) (rovnovaha v dominantnich strategiich); smisené zadné — oba
hraji ostfe dominantni Right s pravd. 1. Pareto optimalni: (20, 20), (0, 40), (40, 0). Nashtuv vysledek
(10, 10) je Pareto-dominovan vysledkem (20, 20) — oba by si polepsili, ale racionalni dominantni hra
je tam nepusti. To je struktura véznova dilematu.

(C) Rozdily mezi pojmy.

« Dominance vs. Nash. Dominance je vlastnost jedné strategie jednoho hrace; Nash je vlastnost
profilu. Profil v dominantnich strategiich je Nash (hra 1, hra 3), ale Nash nemusi pochazet
z dominance: hra 2 nemé Zadnou dominantni strategii, a pfesto ma dvé Nashova ekvilibria.
Existence Nashe tedy nevyzZaduje dominanci.

« Nash vs. Pareto. Nash je o stabilité (nikdo neodbo¢i), Pareto o kolektivni dobroté. V hie 3 je Nash
(10, 10) Pareto-dominovany (stabilni, ale pro oba $patny). V hie 1 Nash (15, 7) Pareto optimalni
je. Nash a Pareto optimum se mohou, ale nemusi kryt.

« Dominance vs. Pareto. Hra v dominantnich strategiich nezarucuje Pareto optimum: hra 3 kon¢i
v Pareto-dominovaném (10, 10). Sobecky optimalni tah pro kazdého muze byt kolektivné nejhorsi
— pfesné pouceni véziova dilematu (a tragédie obecni pastviny).

(VSechny dominantni strategie, Cista Nashova ekvilibria a Pareto-optimalni vysledky byly ovéreny
prohledanim vsech ¢tyr profilii kazdé hry; smiSena ekvilibria vypoctem pres princip indiference — vlastni
smiSené existuje jen u hry 2.)

V priklady/ je u této otazky ptivodni zadani s vyplatnimi maticemi (original byl bez na¢rtu feseni).

9 Strojové uceni — prehled (druhy uceni, rozhodovaci stromy, regrese,
SVM, zpétnovazebni uceni)

Uteni znamena zlepSovani chovani agenta na budoucich tlohach na zakladé pozorovani. Programovat
feSeni napfimo Casto nejde: navrhaf nedokaze predvidat vSechny situace ani jejich zmény v ¢ase a nékdy
ani nevi, jak feSeni naprogramovat. Tato sekce dava prehled strojového uceni na irovni ivodniho
kurzu (NAIL120): druhy uceni, rozhodovaci stromy, linearni modely a SVM, Bayesovské a EM uceni
a zpétnovazebni uceni.

© Poznamka. [Vztah k okruhu S3] Strojové u¢eni ma vlastni samostatny statnicovy okruh $3 —
Strojové uceni, kde se témata probiraji do hloubky. Hlubsi rozbor (jadrovy trik a dulni formulace
SVM, evaluacni metriky a kfizova validace, regularizace a pfeuceni, prokleti dimenzionality, shluko-
vani, PCA) patfi do S3. Tato sekce ho nezdvojuje: drzi Groven ,zékladni principy“ podle pozadavka
S1, tedy hlavni myslenky, definice a klicové algoritmy tak, jak je podava uvodni kurz UL

9.1 Druhy uceni

Strojové uceni se déli podle toho, jakou zpétnou vazbu ma agent k dispozici.
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B Definice — T#i zakladni druhy uéeni

« Uceni s ucitelem (supervised): agent dostane mnozinu piikladt ve formé dvojic vstup—vystup
(x1591)s > (XN, YN, kde 33 = f(x;) pro neznamou funkci f, a hleda hypotézu h, ktera f co
nejlépe aproximuje.

» Uceni bez ucitele (unsupervised): agent dostane jen vstupy bez oznaceni a hleda v nich vzory
(typicky shluky nebo nizkodimenzionalni strukturu).

« Zpétnovazebni uceni (reinforcement): agent se uci z posloupnosti odmén a trestii; zpétna
vazba je fidsi a opozdéna, nefika ,spravny vystup®, jen ohodnoti disledky akei.

U uceni s ucitelem se podle typu vystupu rozlisuje:
« klasifikace — vystup y je z konecné mnoziny (napft. slunecno / oblacno / destivo);
«+ regrese — vystup y je ¢islo (napft. teplota, cena).
Hypotéza je konzistentni s pfikladem (x;, y;), pokud h(x;) = y;. Konzistentnich hypotéz byva vice;
kterou vybrat?

& Definice — Ockhamova biitva

Mezi hypotézami konzistentnimi se stejnymi daty preferujeme tu nejjednodussi. Jde o zasadu
indukce: jednodussi hypotéza je méné nachylna k preuceni (zapamatovani Sumu misto zachyceni
zékonitosti) a 1épe generalizuje na nova data.

9.2 Rozhodovaci stromy

Rozhodovaci strom je jedna z nejjednodussich a pritom velmi uspésnych forem naucené funkce. Na
vstupu dostane vektor hodnot atributt a vraci rozhodnuti — jednu vystupni hodnotu.

& Definice — Rozhodovaci strom

Rozhodovaci strom dospiva k rozhodnuti posloupnosti testii:

« kazdy vnitfni uzel testuje hodnotu jednoho vstupniho atributu,

« vétve z uzlu jsou oznafeny moznymi hodnotami testovaného atributu,

« kazdy list udava vystupni hodnotu (rozhodnuti), kterou funkce vrati.
Prostor hypotéz je mnozina vSech rozhodovacich stromii; hledame strom konzistentni s priklady
a pfitom co nejmensi (Ockhamova bfitva).

Patrons?

Ano |

| Ano | [Alternate? ]

Cést rozhodovaciho stromu pro tlohu ,poc¢ka host na stll v restauraci?” (AIMA; vétev 30-60 a dalsi testy
pod Hungry = Ano jsou vynechany). Vnitini uzly testuji atributy (kolik je hostii, odhad ¢ekani, hlad),
listy davaji rozhodnuti Ano/Ne. Strom se stavi shora dold a v kazdém uzlu se vybira nejinformativnéjsi
atribut (viz informacni zisk nize).
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Konstrukce: hladova strategie rozdél a panuj

vvvvvv

Maly konzistentni strom stavime hladovou strategii ,rozdél a panuj“: v kofeni vybereme nejdiilezitéjsi
atribut, podle jeho hodnot rozdélime pfiklady do skupin a v kazdé skupiné rekurzivné postavime podstrom.
Rekurze konéi, kdy?z jsou vSechny zbyvajici priklady stejné tridy (vratime tu t¥idu), kdyz dojdou atributy
(vratime vétsinovou tfidu), nebo kdy?z je skupina ptikladl prazdna (vratime vétsinovou t¥idu rodice).

Q3 Algoritmus — Uéeni rozhodovaciho stromu (AIMA LEARN-DECISION-TREE)

LEARN-DECISION-TREE (examples, attributes, parent_examples):
if examples je prazdna: return PLURALITY-VALUE(parent_examples) > vétsinova trida rodice
else if vsechny examples maji stejnou klasifikaci: return tu klasifikaci
else if attributes je prazdna: return PLURALITY-VALUE (examples)
else:
A« argmaXaEattributes
tree < novy strom s testem A v koreni
for kazdou hodnotu v atributu A:
exs < { e€ examples : eA=v }
subtree <« LEARN-DECISION-TREE(exs, attributes — A, examples)
pridej do tree vétev s popiskem (A =v) a podstromem subtree
return tree

IMPORTANCE (a, examples) > nejvyssi informacni zisk

vvvvvv

vvvvvv

o klasifikaci. Nejistotu méfime entropii.

& Definice — Entropie a informaéni zisk

Entropie ndhodné veli¢iny V' s hodnotami v a pravdépodobnostmi p(v) (v bitech, log = log,):

H(V) == p(w) log, p(vo).
k

Pro booleovskou veli¢inu, ktera je pravdiva s pravdépodobnosti g, pisSeme

B(g) = —qlog, g — (1 — g)log,(1 —g).

Méjme p kladnych a n zapornych piikladd; entropie celé mnoziny je Kﬁ) Atribut A rozdéluje
pfiklady podle hodnot do skupin; k-ta skupina ma py kladnych a n zapornych ptikladd. Zbytkova
entropie po otestovani A je vazeny prumeér

Pr + 1k Dk )

Remainder(A) =
T P +n Pr + 1y

Informacni zisk (information gain) atributu A je ofekavané snizeni entropie:

Gain(A) = 4%) — Remainder(A).

V kofeni vybirame atribut s nejvétsim Gain(A).

P Piiklad — Information gain: atribut Patrons vs. Type (AIMA restaurace)

Trénovaci mnozina ma 12 pfikladu, 6 kladnych a 6 zapornych (host pocka / nepocka). Entropie celé
mnoziny je
6 1 1 1 1 1 .
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Atribut Patrons (kolik je hosti) ma tfi hodnoty s rozdélenim priklad
None: (01,27), Some: (47,07), Full: (27,47).

None a Some jsou ¢isté skupiny: B(0) = B(1) = 0 (2a4dna nejistota). Full ma B(%) = B(%) ~ 0,9183.
Zbytek
Remainder(Patrons) = %B(O) + %B(l) + 1—62B(%) = % -0,9183 = 0,4591,

| Gain(Patrons) = 1 — 0,4591 = 0,5409 ~ 0,541 bitu. |

Atribut Type (kuchyné: French, Italian, Thai, Burger) rozdéli priklady tak, Ze kazda hodnota ma
B 9} 1 i o
vyrovnany pomér 1 : 1 resp. 2 : 2, tedy B(E) = 1 v kazdé skupiné:

Remainder(Type) = % 14 % -1+ 1;“2 1+ =-1=1, ‘ Gain(Type) =1—1=0.

]
12

Zavér. Patrons je dobry atribut (0,541 bitu), Type bezcenny (0 biti) — po otestovani Type je nejistota
stejna jako predtim. Algoritmus proto v kofeni zvoli Patrons.

© Poznamka. Information gain mirné nadhodnocuje atributy s mnoha hodnotami (extrémné: jedi-
ne¢né ID by kazdy pfiklad oddélilo do vlastni skupiny, Gain maximalni, ale strom by negeneralizoval).
V praxi se proto pouziva normalizace (gain ratio) a profezdvani (pruning) pfeucenych vétvi; detaily
patfi do S3.

9.3 Linearni modely: regrese a klasifikace
Linearni regrese

Hypotézou je linearni funkce vstupt. Pro jeden vstup (pfimka)
hw(x) =wix+wpy, W= [w,wl;

pro vice vstupii hy(x) = wy + Y; wx;. Kvalitu prolozeni méfime kvadratickou ztratou (L2):

Loss(hy,) = Z (yj - hw(xj))z, w* = argmin Loss(hy).
j w

Pro jednorozmérnou linearni regresi je feSeni jednoznacné a lze ho dostat analyticky
(polozime parcialni derivace ztraty podle wy a w; rovny nule a vyfe$ime soustavu). Obecnéji - a vzdy,

vvvvvv

prostoru vah a opakované se posuneme proti gradientu ztraty,

W —w—a iLoss(hw),
oW

kde « je rychlost uceni (krok); « mazZe byt konstantni nebo s ¢asem klesat. Pro L2 ztratu vychazi

przzvidlo )w, —w+ay, j(yj — hw(xj)) xj; (znaménko se obrati, protoze derivace (y — h)? da faktor
—2(y — h)).

Linearni klasifikace a logisticka regrese

Pro Kklasifikaci do dvou tfid hledame rozhodovaci hranici — v roviné pfimku (obecné nadrovinu), ktera
tiidy oddéluje. Rikame, Ze data jsou linearné separabilni, pokud takova nadrovina existuje. Linearni
klasifikator vraci

1 z2>0,
hy(x) = Threshold(w - x), Threshold(z) = 0 2<0
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Vahy lze ucit perceptronovym pravidlem w; < w; + & (y — hy, (%)) x;.

Tvrdy prah je nespojity (nelze pfes néj pocitat gradient) a perceptronové pravidlo na
neseparabilnich datech nekonverguje. Proto se prah ,zmékéi“ logistickou funkeci

1

Threshold(z) = ==
e

5

jejiz vystup je z intervalu (0, 1) a da se ¢ist jako pravdépodobnost tiidy 1. To je logisticka regrese,
jedna z nejpouzivanéjsich klasifikacnich technik. Vahy se uéi gradientnim sestupem; vyuzije se hezka
vlastnost derivace logistické funkce Threshold’(z) = Threshold(z) (1 — Threshold(z)).

Parametrické vs. neparametrické modely; k-NN

B Definice — Parametricky a neparametricky model

Parametricky model shrne data do pevného poctu parametri (vah) nezavislého na poctu ptiklada; po
nauceni lze trénovaci data zahodit (linearni a logistick regrese, neuronové sité). Neparametricky
model si k reprezentaci hypotézy ponecha (¢ast) pavodnich dat; pocet ,parametri® roste s daty.

Typicky neparametricky model je k nejblizsich sousedii (k-NN): pro novy bod x najdeme k nejbliz-
Sich trénovacich pfiklada a odpovéd slozime z jejich y — u klasifikace vétsinovym hlasovanim sousedu,
u regrese primerem. Vzdalenost se méii Minkowského metrikou Ly (x;, x4) = (21 |x;; — xq,i|P)1/‘D (p=1
Manhattan, p=2 Euklid); na rozdilné skaly atributti je dobré data normalizovat.

9.4 Support vector machines (SVM)

SVM je dnes jeden z nejpopularnéjsich pfistupti uéeni s ucitelem ,z krabice®. Stoji na dvou myslenkach:
maximalni margin a jadrova transformace.

E Definice — Maximum-margin separator a podpiirné vektory

SVM hleda linearni oddélujici nadrovinu s nejvétsim moznym odstupem (margin) od nejblizsich
priklada obou tfid. Pfiklady lezici nejbliz k separatoru jsou podpurné vektory (support vectors);
pravé ony separator ur¢uji (ostatni body lze odebrat, aniz se hranice zméni). SVM je neparametricka
metoda: hypotézu reprezentuji podpurné vektory.

Mezi mnoha pfimkami, které data oddéli, vybere SVM tu ,nejodvaznéjsi“ — s co nej-
vétsi rezervou na obé strany. Siroky margin znamena lepsi generalizaci: malé posuny bodt hranici
nepiekroéi. Hledani maximalniho marginu je iloha kvadratického programovani (konvexni, tedy
s jednoznaénym optimem); jeji dualni tvar a detaily patfi do S3.
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X X

s X

Xy

(a) maximum-margin separator (b) nelinearné separabilni data

(a) SVM voli oddélujici ptimku s maximalnim marginem (plna Cara), ohrani¢enym ¢arkované; krouzkem
zvyraznéné body na okraji marginu jsou podpurné vektory a samy hranici urcuji. (b) Data, ktera nejdou
oddélit pfimkou (jedna tfida uvnitf, druha kolem): jadrova funkce je zobrazi do prostoru vys$si dimenze
(napt. atributy x2, xZ, \/2 x,x,), kde se stanou linearné separabilni. Detail jadrového triku je v okruhu S3.

[Jadrova transformace] Nejsou-li data linearné separabilni, zobrazi je SVM jadrovou
funkci do prostoru vyssi dimenze, kde linearné separabilni jsou; pfimka v novém prostoru odpo-
vida zakfivené hranici v pttvodnim. Trik je v tom, Ze sta¢i umét poéitat skaldrni souciny v novém
prostoru (jadro), aniz bychom transformaci provadéli explicitné. Plny rozbor (Mercerova podminka,
polynomialni a RBF jadra, mékky margin) patfi do S3.

9.5 Bayesovské uceni a EM algoritmus

Ucit 1ze i pravdépodobnostni modely, a to nastroji pravdépodobnostniho usuzovani (viz sekce 4 o Bayesov-
skych sitich).

B Definice — Maximalné vérohodna hypotéza a Bayesovska predikce

Mgéjme prostor hypotéz {h;} s apriornimi pravdépodobnostmi P(h;) a pozorovana data d.
« Maximalné vérohodna (ML) hypotéza maximalizuje vérohodnost dat P(d | h):

hy, = argmax P(d | h).
h
« Aposteriorni pravdépodobnost hypotézy je P(h; | d) = a P(d | h;) P(h;) (Bayes; @ normalizuje).
+ Bayesovsky optimalni predikce neznamé veli¢iny X je vazeny priumeér predikci v§ech hypotéz,

vazeny jejich aposteriornimi pravdépodobnostmi:

P(X |d) =) P(X | hy) P(h; | d).

Bayesovské uéeni nepfedpovida jednou ,nejlepsi® hypotézou, ale v§emi nardz, vazenim
podle jejich pravdépodobnosti. Pfi nezavislych stejné rozdélenych pozorovanich (i.i.d.) se vérohod-
nost faktorizuje, P(d | h;) = []; P(d; | h;), takZe kazdé pozorovani jeji hodnotu jen nasobi. Jak
data pribyvaji, aposteriorni rozdéleni se zostiuje kolem skutec¢né hypotézy a Bayesovska predikce
konverguje k predikci ML hypotézy.

P Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢&. 30: Bayesovské uéeni (jablka od tii dodavateli)

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 30 — Bayesovské uceni)
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Zadani (zkracené). Supermarket bere bedny jablek od dodavatelt A, B, C s apriornimi pravdépo-
dobnostmi P(A) = %, P(B) = %, P(C) = %. Naméfené Cetnosti velikosti (9/10/11 cm) jsou A: 5,4, 1
(celkem 10); B: 9, 8,3 (celkem 20); C: 1, 8, 1 (celkem 10). (1) Uvedte maximalné vérohodné odhady
rozdéleni velikosti pro kazdého dodavatele. (2) Definujte maximalné vérohodnou hypotézu. (3) Z jedné
bedny jsme vzali dvé jablka, 10 cm a 11 cm; ktera hypotéza je maximalné vérohodna? (4) Jaka je
Bayesovsky optimalni predikce pravdépodobnosti 10 cm pro dalsi jablko z téZze bedny?

Reseni.

(1) ML odhady rozdéleni. Pro diskrétni rozdéleni je maximalné vérohodny odhad relativni ¢etnost
(podil):

P(velikost | h) ‘ 9cm 10cm 1lcm

A 0,5 0,4 0,1
B 0,45 0,4 0,15
C 0,1 0,8 0,1

(2) Definice. Maximalné vérohodné hypotéza je hypotéza maximalizujici vérohodnost dat P(data | h)
(tj. hyy, = argmax;, P(data | h)).
(3) Ktera hypotéza je ML. Dvé nezavisla pozorovani (10 cm a 11 cm), vérohodnost je souéin:

P(d| A)=04-01=0,04, P(d|B)=04-0,15=0,06, P(d|C)=08-0,1=0,08.

Nejvétsi je 0,08, takze maximalné vérohodna je hypotéza C.
(4) Bayesovsky optimalni predikce P(pfisti = 10 cm). Spoc¢teme aposteriorni pravdépodobnosti
hypotéz P(h | d) < P(h) P(d | h) a jimi vazime predikce P(10 cm | h):

h | P(h) | Pd|h) | P(h.d) | P(h|d) | ptispévek P(10 | h)- P(h|d)
Al 1 0,04 0,02 2 04-2=015
B g 0,06 0,02 § 04-2=0,15
C é 0,08 0,0133 - 0,82 =020
| | P(d) =0,16/3 = 0,0533 | | %=05

Sdruzené pravdépodobnosti P(h,d) = P(h) P(d | h) se se¢tou na P(d) = 0,16/3; normalizaci vyjdou
aposteriory %, %, %. Bayesovsky optimalni predikce je

— .3 .3 L2 _
P(10cm | d) = 0,4- 3 +04- 2 +08 8_0,15+0,15+0,20_.

Vsimneéte si, Ze ML hypotéza (C) sama by predikovala 0,8; Bayesovska predikce je niZsi, protoZe bere
v uvahu i hypotézy A a B, které jsou aposteriorné pravdépodobné;jsi.

Original zadani a oficialni nacrt feSeni této otazky jsou ve slozce priklady/.

EM algoritmus

Mnoho realnych modeltt ma skryté proménné, jejichz hodnota neni v datech pozorovana (napf. ze
které ze dvou smichanych beden bonbon pochazi). Maximalné vérohodny odhad parametrt tehdy nejde
spocitat pfimo, protoze nezname, ke které ,komponenté“ kazdy ptiklad patii.

B Definice — EM (expectation-maximization)

EM hled4 maximalné vérohodné parametry modelu se skrytymi proménnymi iteraci dvou kroku:
« E-krok (expectation): pfi soucasném odhadu parametri dopocitej ocekavané hodnoty (resp.
oc¢ekavané ¢itace) skrytych proménnych - ,doplii“ data libovolnym inferen¢nim algoritmem.
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« M-krok (maximization): ber doplnéna data jako jista a pfepocitej parametry tak, aby maximali-
zovaly vérohodnost.
Kroky se sttidaji do konvergence. Kazda iterace vérohodnost nezhorsi.

EM rozplete slepici-vejce problém: kdybychom znali parametry, dopocitali bychom
pfifazeni ke komponentam; kdybychom znali pfifazeni, dopo¢itali bychom parametry. EM oboje
stfida — za¢ne ndhodnymi parametry, v E-kroku spocita ocekdvané ¢itace (napf. N(Bedna=1) =
2j P(Bedna=1 | ptiklad;) misto tvrdého poctu) a v M-kroku z nich piepocita parametry G «
N(X;=x;j, U=uj)/ N(U=uy). Pozor: EM konverguje k lokdlnimu maximu vérohodnosti, vysledek
zavisi na inicializaci. Algoritmus k-means (S3) je specialni pfipad EM s ,tvrdym® pfifazenim.

9.6 Zpétnovazebni uceni (reinforcement learning)

Agent je umistén do prostfedi a ma se v ném naucit uspésné chovat. Pozorovanim stava (pfedpokladame
plné pozorovatelné prostredi) se miuze ucit pfechodovy model. Aby védél, co je dobré a co Spatné, dostava
zpétnou vazbu ve formé odmény (reinforcement). Ukolem je z pozorovanych odmén naudit se optimalni
(nebo témer optimalni) strategii. Prostfedi ma tvar Markovova rozhodovaciho procesu (MDP, viz sekce 7):
stavy s, akce a, prechodovy model P(s’ | s,a), odména R(s), diskontni faktor y; cilem je strategie 7. Na
rozdil od planovani v MDP agent piechodovy model ani odmény predem nezna.

& Definice — Pasivni a aktivni uéeni

« Pasivni uceni: strategie 7 je pevnd (ve stavu s agent vzdy provede 7(s)). Ukolem je naucit se,
jak je tato strategie dobra - tedy uZitkovou funkci

U™(s) = | X2 V'R(s))-

« Aktivni uceni: agent strategii neznd a musi se rozhodovat, co délat — naucit se nejen uZitky, ale
i optimalni akce.
V obou ptipadech agent provadi v prostiedi zkusebni béhy (trials) podle své strategie a z vnimani
ziskava aktualni stav a obdrzenou odménu.

Pasivni uc¢eni: ADP a TD

Naivni primy odhad uZitku (direct utility estimation) bere uzitek stavu jako primérnou celkovou odménu
»dale z tohoto stavu® (reward-to-go) pfes mnoho béhu. Je to vlastné uceni s ucitelem (vstup = stav,
vystup = reward-to-go), ale neefektivni: ignoruje, ze uzitky stavii spolu souvisi (sousedni stavy se vazou
Bellmanovymi rovnicemi), a tak konverguje pomalu. Lepsi jsou metody, které Bellmanovy rovnice vyuziji.

& Definice — ADP a TD pro pasivni uéeni

« Adaptivni dynamické programovani (ADP): agent se z pozorovani nauci pfechodovy model
P(s” | s, (s)) (jako relativni ¢etnost prechodi, napt. P((2,3) | (1, 3), Right) = %) a odmény R(s),
a pak vyresi Bellmanovy rovnice pro pevnou strategii (napf. iteraci hodnot):

U™(s) = R(s) +y Z P(s’ | s, () U(s").

« Uceni s casovymi rozdily (temporal-difference, TD): nepotiebuje model. Po kazdém pozoro-
vaném piechodu s — s’ posune odhad o maly kousek smérem ke konzistenci s Bellmanovou
rovnici.
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Q5 Algoritmus — Aktualizace TD

Po pozorovaném prechodu ze stavu s (s odménou R(s)) do stavu s”:

U's) « U™(s)+a ( R(s) + yU™(s") = U"(s) ),

¢asovy rozdil (TD error)

kde « je rychlost uéeni. Zavorka je rozdil mezi ,pozorovanym® cilem R(s) + yU”(s”) a stavajicim
odhadem U”(s).

ADP a TD jsou dva konce téhoz kompromisu. ADP po kazdém pozorovani upravi odhady
tak, aby vSechny stavy souhlasily se v§emi nastupci (vyfesi soustavu) — rychle se uéi (vzhledem
k poétu pozorovani), ale kazdy krok je drahy a vyZaduje model. TD udéla jen jednu tpravu na
pozorovany pfechod (pfibliZi stav jeho jedinému vidénému nastupci), model nepotfebuje a je levné;
za to konverguje pomaleji a ,,zaSuméné&ji“. Maji stejnou limitu: ustalené hodnoty U” splni Bellmanovy
rovnice.

Aktivni uceni: explorace vs. exploitace, Q-uceni, SARSA

Aktivni agent musi sdm volit akce. Naivni ,hladovy“ agent vzdy zahraje akci optimalni podle dosud
nauceného modelu - a snadno uvazne: jakmile najde néjakou cestu k odméné, drzi se ji a nikdy neobjevi
lepsi. Nauceny model totiz neni skute¢né prostredi; akce navic neslouzi jen k odménam, ale i k poznavani
modelu.

& Definice — Explorace vs. exploitace

Agent musi volit kompromis mezi exploitaci (vyuzit dosavadni znalost a maximalizovat okamzitou
odménu) a exploraci (zkouset i méné znamé akce a zlepsit model kvili dlouhodobému prospéchu).
Cista exploitace riskuje uviznuti v suboptimu; ¢ista explorace nikdy znalost nevyuzije.

Praktické exploracni strategie: (a) zvolit s klesajici pravdépodobnosti O(1/t) ndhodnou
akci (jinak hladové) — konverguje k optimu, ale pomalu; (b) rozumnéjsi je davat optimisticky odhad
uzitku méalo vyzkousenym dvojicim stav—akce. V iteraci hodnot se uzije exploracni funkce f(u,n)
rostouci v u a klesajici v n (pocet vyzkouseni), napi. f(u,n) = R* (optimisticka konstanta), dokud
n < N,, jinak u. To agenta tahne i do neprozkoumanych oblasti, i kdyby byly daleko.

Aktivni TD uceni obvykle pracuje s Q-hodnotami: Q(s, a) je hodnota provedeni akce a ve stavu s.
Vztah k uzitku: U(s) = max, Q(s, a). Vyhoda je, Ze se z Q da rovnou ¢ist nejlepsi akce argmax, Q(s, a) bez
modelu.

& Definice — Q-uceni a SARSA

Obé metody odhaduji Q(s, @) z pozorovanych prechodut s, a,7,s’,a’.
+ Q-uceni (off-policy): aktualizace pouziva nejlepsi akci v dalsim stavu,

Q(s,a) <« Q(s,a) +a (R(s) +y maxQ(s’,a’) — Q(s, a)).
a/
» SARSA (on-policy): aktualizace pouziva akci a’, kterou agent skutecné provedl v s,

Q(s> a) & Q(S9 a) +a (R(S) +ty Q(s,s a/) - Q(S, a))

Pravidlo se aplikuje na konci kazdé pétice (s,a,r,s’,a’) — odtud nazev.
Obé jsou bez modelu (model-free, nepottebuji P(s’ | s, a)); stadi jim Q-hodnoty.
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[Q-uceni vs. SARSA] Lisi se v tom, ¢im nahradi budouci hodnotu. Q-uceni dosadi
max, Q(s’,a”) — hodnotu optimalni budouci akce bez ohledu na to, co agent vazné udéla; uci se
proto rovnou optimalni (hladovou) strategii i béhem explorace, je off-policy. SARSA dosadi Q(s’, a”)
skute¢né zahrané akce a’; u¢i hodnotu té strategie, kterou se agent ridi (v¢. explorace), je on-policy.
Shoduji-li se obé s hladovou volbou, splyvaji; pti explorativni politice je SARSA ,opatrnéjsi“ (pocita
s obCasnymi explorativnimi chybami).

8 Algoritmus — Aktivni Q-uéici agent (AIMA Q-LEARNING-AGENT)

Q-LEARNING-AGENT (percept) :

vstup: percept = aktualni stav s’ a odména r za posledni prechod (v konvenci odmén
stavi r = R(s))

stav: Q (tabulka hodnot dvojic stav--akce, zpocatku 0); N,, (Citace); s,a (predchozi
stav a akce)

if s neni null:

Ngls,a] + =1

Qls,a]l < Qls,a] + a(N[s,al) (r + ymax, Q[s’,a’] — Qls, a])
s,a < s, argmax,, f(Q[s',a’], Nsa[s’,a’]) > f = exploracni funkce
return a

9.7 Shrnuti sekce

© Poznamka. [Co si odnést]

« Tti druhy uceni podle zpétné vazby: s ucitelem (dvojice vstup—vystup), bez ucitele (vzory bez
oznaceni), zpétnovazebni (odmény). U uceni s ucitelem: klasifikace (diskrétni vystup) vs. regrese
(¢islo); Ockhamova bfitva preferuje nejjednodussi konzistentni hypotézu.

» Rozhodovaci strom — testy v uzlech, rozhodnuti v listech; stavi se hladové shora dold, atribut se
vybira podle informac¢niho zisku = B(ﬁ) — Remainder(A) (Patrons 0,541 b., Type 0 b.).

o Linearni regrese — L2 ztrata, analyticky nebo gradientnim sestupem,; logisticka regrese — zmékéeny
prah, vystup jako pravdépodobnost. k-NN je neparametricky (drzi data), linearni/logisticka
regrese parametrické (drzi vahy).

« SVM - maximum-margin separator urceny podpiirnymi vektory; jadro zobrazi neseparabilni data
do vyssi dimenze. Detaily v S3.

« Bayesovské uceni predikuje vazenym pramérem vsech hypotéz (P(X | d) = Y, P(X | hy))P(h; | d));
ML hypotéza maximalizuje P(d | h). EM hledd ML parametry se skrytymi proménnymi stiidanim
E-kroku (doplnéni o¢ekavanych ¢itaci) a M-kroku (pfepocet parametri).

« Zpétnovazebni uceni: pasivni (pevna 7, uéime U”) ptes ADP (nau¢i model, vyfesi Bellmana)
a TD (bez modelu, U(s) <~ U(s) + a(R(s) + yU(s”) — U(s))); aktivni (volime akce) fesi exploraci vs.
exploitaci a u¢i Q-hodnoty: Q-uceni (off-policy, max, ) a SARSA (on-policy, Q(s’,a")).

Shrnuti

Okruh S1 prochazi hlavni paradigmata umélé inteligence. Spoleénym motivem je racionalni agent, ktery
se za ruznych predpokladd (deterministicky/stochasticky, plné/¢asteéné pozorovatelné, jeden/vice agent1)
rozhoduje tak, aby maximalizoval uzitek. Duraz je na aplikaci: zformalizovat ulohu, popsat a odsimulovat
algoritmus, spocitat pravdépodobnost ¢i uzitek.

O Poznamka. Kliové pojmy, algoritmy a vzorce (piehled k SZZ). Devét bloki odpovida
tematickym skupinam z pozadavkl. Zkratky: NV = nahodna veli¢ina, CWA = uzavieny svét, MEU =
maximalni o¢ekavany uzitek, NE = Nashovo ekvilibrium.
Prohledavani — formulace, BES/DFS/UCS, A*, heuristiky (Fesené otazky: jaro 2024, léto 2022).

« Uloha = (sy, A(s), REsuLT(s, a), test cilovosti, c(s,a, s”)); Feseni = posloupnost akci; optimalni =
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min cena.

« Strom (bez closed listu — opakuje stavy) vs. graf (closed list — kazdy stav rozvine nejvys jednou).

« BFS (FIFO, nejmél¢i): Gplné, optimalni (cena neklesajici s hloubkou), ¢as i pamét ow?).

« DFS (LIFO, nejhlubsi): netiplné (strom), neoptimalni; pamét O(bm), cas O(b™).

« Uniform-cost (g-min, Dijkstra): expanduje v pofadi ceny g(n); iplné a optimalni; test cile p7i
vybéru uzlu (ne pfi generovani!), jinak hrozi neoptimalita.

« A*: f(n) = g(n) + h(n). P¥ipustna h(n) < h*(n) = optimalita ve stromovém prohledavani.
Konzistentni (monotoénni) h(n) < c¢(n,a,n’) + h(n’) = optimalita v grafovém; navic f podél
cesty neklesa. Konzistentni = pfipustna.

« Priklady heuristik pro 8-puzzle: pocet $patné umisténych kostek h; a Manhattanska vzdalenost
hy, (obé pFipustné i konzistentni). Dominance: hy > h; vSude = A” s h, rozvine nejvys tolik uzla
jako s hy.

CSP — backtracking, AC-3, MAC (Tesené otazky: podzim 2023, jaro 2026, léto 2022).

« CSP = (X, D,C): proménné, domény (kone¢né), podminky (relace — vycet, nebo formule). Reseni
= uplné konzistentni ohodnoceni. Splnitelnost CSP je NP-tplna.

« Binarni CSP: podminky arity < 2; zobrazujeme jako sif podminek (constraint network): vrcholy
= proménné, hrany = podminky.

« Hranové konzistence: pro kazdou hodnotu x € D; existuje opora y € D; spliiujici podminku
(X, Xj). Hranova konzistence splnitelnost nezarucuje; hranovéa nekonzistence splnitelnost nevy-
lucuje.

« AC-3: fronta obloukd; po zizeni D; piidej zpét oblouky (X, X;); slozitost O(ed>) (e = pocet
podminek, d = max. doména).

« Backtracking: DFS nad ¢asteénymi ohodnocenimi + ovéfeni podminek viéi pfifazenym. Heuris-
tiky vybéru proménné: MRV (min remaining values), degree (max podminek). Pofadi hodnot:
LCV (least constraining value).

+ Forward checking (FC): po pfifazeni X; = v odstran nekonzistentni hodnoty z domén sousednich
proménnych.

« MAC (Maintaining Arc Consistency): po kazdém pfifazeni spust AC-3 - silnéjsi nez FC, odhali
spor dfive.

Logické uvazZovani — CNF/DNF, DPLL, fetézeni, rezoluce (FeSené otazky: jaro 2025, podzim 2022).

« Zakladni pfevod: KB F @ < (KB A —a) nesplnitelna. Na ném stoji DPLL i rezoluce.

« CNF: konjunkce klauzuli (AND disjunkci); DNF: disjunkce elementarnich konjunkci (OR kon-
junkei). Kazda formule je ekvivalentni CNF i DNF (CNF muize byt exponencialné vétsi).

« DPLL: backtracking po proménnych + dvé zkratky: (1) cisty literal — proménna jen v jedné
polarité — nastav ji tak, aby literal byl pravdivy; (2) jednotkova klauzule — klauzule s jedi-
nym neohodnocenym literdlem — vynucena propagace. Tim se ofezavaji vétve bez explicitni
enumerace.

« Hornovské klauzule: < 1 pozitivni literal. Dopfedné fetézeni jde od faktt k zavérim (linearni
Cas); zpétné od dotazu k faktiim (AND-OR rozklad, dotkne se jen relevantnich pravidel).

« Rezoluce: pravidlo (A v C) A (A Vv D)  (C Vv D); pracuje na CNF; prazdna klauzule L = spor;
korektni a iplna pro vyvraceni: KBk a & KBA —a - L.

Pravdépodobnostni uvazovani — Bayesovské sité, exakini i aproximacni inference (FeSend otazka: léto
2024).

« Podminéna pravdépodobnost: P(a | b) = P(a A b)/P(b); soucinové pravidlo: P(a A b) = P(a |
b)P(b).

« Bayesovo pravidlo: P(a | b) = P(b | a) P(a)/P(b) = a P(b | a) P(a) (kauzalni — diagnosticky
smér).

+ Marginalizace: P(Y | e) = a )., P(Y, e, h) (vyscitej skryta H, normalizuj a = 1/P(e)).

« Podminéna nezavislost X L Y | Z: P(X | Y,Z) = P(X | Z); umoznuje faktorizovat sdruzenou
distribuci.

» Bayesovska sit: orientovany acyklicky graf; uzly = NV, hrany = pfimy vliv; CPT pro kazdy uzel
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X;. Faktorizace: P(xy, ..., x,) = [ [; P(x; | pa(X;)); plné reprezentuje sdruzenou distribuci.

« Exaktni inference: enumerace (secti pies skryta); eliminace proménnych (join faktor + margi-
nalizace; poradi eliminace ovliviiuje sloZitost).

« Aproximace: zamitaci vzorkovani — generuj svét dle apriori, zamitni pokud —e, odhadni frekv.
Vazeni vérohodnosti — nastav e, vaha = [ ]; P(¢; | pa(E;)); neodmita — efektivné;jsi.

Reprezentace znalosti — situacni kalkulus, Markovské modely, HMM (Fesena otazka: léto 2023).

« Situacni kalkulus: situace sy, RESULT(s, a); fluenty F(s) indexované situaci; axiom pouZitelnosti
®(s) = Poss(a, s).

« Problém ramce: efektové axiomy neiikaji, co se nezménilo. ReSeni: successor-state axiom — 1
axiom na fluent: F(RESULT(s,a)) < (akce F nastavila) v (F(s) A akce F nezrusila).

« Markovuv predpoklad: P(X; | Xy.;—1) = P(X; | X;_1); senzorovy: P(E; | Xy.;, E1.1—1) = P(E; |
X;).

« Filtrace P(X; | e; .;): rekurze predikce + update senzorem + normalizace:

P(X; | e1.1) = a P(E=¢; | X;) Z P(X | X 1=%-1) P(X;—1 | €1:1-1).

Xt—1

« Predikce: P(X; « | e1.;) (k > 0); vyhlazovani: P(X | e;.;) (k < t) — pfesnéjsi, vyuziva pozdéjsi
pozorovani.

« Viterbi: nejpravdépodobnéjsi prichod (sekvence stavit); analogie s filtraci, ale max misto ), pfi
rekurzi.

o HMM: diskrétni X;, diskrétni E;; maticova formulace — pfechodova matice T, senzorova matice
O; (diagonéalni). DBN = generalizace HMM na vice navzajem zavislych veli¢in.

Automatické planovani — operator, progrese, regrese (feSena otazka: jaro 2023).

« Stav = mnozina konkretizovanych atomi; CWA: atom neuvedeny v s ve stavu s neplati.

« Operator o = (name, precond, effects); pouzitelny v s: precond” C s a precond”™ N's = @; efekt:
y(s,0) = (s \eff ) Ueff".

« Dopredné planovani (progrese): od sy aplikuj pouzitelné operatory; prohledavani v konkrétnich
stavech.

« Zpétné planovani (regrese): od cile g; relevantni akce pfispiva k cili (g N effects # @) a nic z néj
nerusi (g~ Neff” = @, g™ Nneff” = @); regresni mnozina y~!(g,a) = (g \ effects) U precond;
mensi vétveni, ale pracuje s podminkami, ne konkrétnimi stavy.

« Relaxa¢ni heuristiky: ignoruj zaporné efekty (h™) - pfipustn4, poméaha informovat prohledavani.

MDP a POMDP — Bellmanova rovnice, iterace hodnot a strategii (feSend otdzka: léto 2025).

« MDP = (S, A(s), P(s" | s,a), R(s), y); diskontovany uzitek U([sg, s, ...]) = X Y'R(s;) < Rpax/(1 —
y).

» Bellmanova rovnice: U(s) = R(s) + y max,eco(5) ¢ P(s” | 5,@) U(s”) (charakterizuje optimalni
U).

« Iterace hodnot: inicializuj Uy, opakuj Uy,1(s) < R(s) +y max, Y. P(s” | s,a) Ur(s"); konverguje
(Bellman = kontrakce v | - o)

« Iterace strategii: stfidej (1) vyhodnoceni r (linearni soustava — max odpada: U”(s) = R(s) +
Y 2o P(s" | 5, 7(s)) U (s")) a (2) zlepseni r (greedy: n’(s) = argmax, ., PU”(s")); konverguje
v kone¢ném poctu krokd.

« POMDP: MDP + senzorovy model P(E; | S;); agent udrzuje stav viry b = P(S; | e;.;); rozhoduje
v prostoru stavu viry (belief-state MDP).

Hry a teorie her — minimax, alfa-beta, Nash, aukce (TeSené otazky: podzim 2024, podzim 2025).

« Minimax: MiNiMax(n) = Utility (list), max déti (MAX-uzel), min déti (MIN-uzel); ¢as O(b™),
pamét O(bm).

« Alfa-beta: drzi a (nejlepsi dosud pro MAX) a f (nejlepsi dosud pro MIN); a-fez v MIN-uzlu,
jakmile hodnota < «; f-fez v MAX-uzlu, jakmile hodnota > f; vraci tutéz hodnotu jako minimax;
pii perfektnim pofadi tahit O(b™2).
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« Ofezani hloubky + ohodnocovaci funkce: nelistovy uzel — pseudolist; ohodnoceni ma odhadovat
minimaxovou hodnotu pozice.

« Dominantni strategie: lepsi nez kazda jina bez ohledu na volbu soupefe.

« Nashovo ekvilibrium: profil, kde nikdo si jednostrannou zménou nepolepsi; pfi neexistenci
NE v ¢istych strategiich existuje smiSené (randomizovana volba akci).

« Pareto optimalita: nelze zlepsit vSem hra¢im zaroven. NE # Pareto optimum - struktura
véznova dilematu (hra 3, podzim 2025): dominantni NE (Right, Right) = (10, 10) je Pareto-
dominovéano (Left, Left) = (20, 20).

+ Mechanism design: navrh pravidel — pozadované chovani racionalnich hraca. Vickreyova aukce:
vyherce = nejvyssi nabidka, plati 2. nejvyssi nabidku; dominantni strategie = pravdiva valuace
b =,

Strojové uceni — prehled (druhy, stromy, regrese, SVM, Bayesovské uceni, EM, zpétnovazebni; reSena
otazka: jaro 2025).

« Druhy: s ucitelem (dvojice (x;, y;): klasifikace nebo regrese), bez ucitele (jen x;: shluky, vzory),
zpétnovazebni (agent v MDP bez znalosti R, P: odmény a tresty).

« Rozhodovaci strom: vnitini uzel = test atributu, list = rozhodnuti. Stavba: informacni zisk
Gain(A) = B(p/(p + n)) — Remainder(A), kde B(q) = —qlog,q — (1 — ¢q)log,(1 — q)
a Remainder(A) = ) %B(pk /(pr + ng)); v kazdém kroku vyber A s max. ziskem.

« Linearni a logisticka regrese: h,,(x) = wlx + b logisticka: P(y=1 | x) = o(w! x); trénink
gradientnim sestupem (u linearni regrese L2 ztrata).

« SVM: maximalizuje margin; podptirné vektory = body nejbliZze separatoru (samy ho urcuji).
Jadrovy trik: zobrazi data do vys$si dimenze - sta¢i pocitat skalarni souciny (jadro), bez explicitni
transformace. Detaily (dualni formulace, C, RBF/polynom) v S3.

« Bayesovské uceni: posterior P(h | d) = a P(d | h) P(h); MAP = arg maxy, P(h | d); MLE =
arg maxy, P(d | h) (bez prioru); Bayesovsky optimalni predikce = ), P(h | d) P(x | h) (pramér
pfes hypotézy).

« EM algoritmus: (E-krok) secti pies skryta data — posteriorni P(z | x, 8); (M-krok) maximalizuj
ocekavanou log-vérohodnost v 8; opakuj do konvergence (zarucena, ale jen lokalni maximum).

« Zpétnovazebni uceni: pasivni TD: U”(s) < U”(s)+a[R(s)+yU” (s")—U”(s)] (temporal difference).
Q-uceni (off-policy): Q(s, a) < Q(s,a) + a[R +y max, Q(s’,a’) — Q(s, a)]; n(s) = arg max, Q(s, a).
SARSA (on-policy): totéz, ale Q(s’,a”) s aktualni 7 (ne max). Explorace vs. exploitace: exploraéni
funkce f(u,n) (optimisticky odhad pro malo zkousené dvojice).

Zdroje

« R Bartak: slidy prednasek pfedmétu NAIL120 Uvod do um¢lé inteligence (Introduction to Artificial
Intelligence), MFF UK, anglicka verze (primarni zdroj vykladu).
https://ktiml.mff.cuni.cz/~bartak/ui_intro/

« S. Russell, P. Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach, 3. vyd. 2010 a 4. vyd. 2020, Pearson
(uCebnice, na niz kurz stoji; znaceni a standardni pfiklady).
https://aima.cs.berkeley.edu/

« S.Russell, P. Norvig: Pseudocode for the Algorithms in AIMA (kanonicky pseudokdd algoritmi;
kontrola spravnosti).
https://aima.cs.berkeley.edu/algorithms.pdf

« MFF UK: pozadavky ke statni zavére¢né zkousce (Informatika, Bc.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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