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Pozndmka. Tento dokument obsahuje redlné otdzky z minulych termint SZZ (2022-2026) zarazené
do okruhu S3. U otédzek s obrazkem je grafika ofiznutd z origindlniho PDF (viz odkaz na zdroj).
Text, ¢iselnd data a tabulky jsou prepsané vérné. Zadani i oficidlni nacrty reseni pochazeji ze sad

zverejnénych na webu MFF UK:

https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-
zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika

Reseni oznacend ,V PDF bez nacrtu feSeni; vlastni vzorové feseni* jsou vlastni, oficidlni
sada k dané otdzce nacrt neobsahuje. Vlastni doplnéni k oficidlnimu nacrtu jsou zretelné oddé-
lena. Pojmy a znaceni odpovidaji pfednaskdm predmétu NPFL129 Uvod do strojového ucent
v Pythonu (M. Straka, J. Libovicky, https://ufal.mff.cuni.cz/courses/npf1129); statistické

testy navazuji na predmét NMAI059 Pravdépodobnost a statistika 1.

1 Logisticka regrese

(Redlnd otdzka: léto 2022, ¢. 10 — Logistickd regrese)
Zadani.

1. Napiste funkci, kterou predikuje model logistické regrese.

2. Jakych hodnot tato funkce nabyva a jaka je jejich interpretace?

ResSeni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent.)


https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
https://ufal.mff.cuni.cz/courses/npfl129

1. Model nejprve spoéita linearni kombinaci vstupnich piiznakt z = w'x + b a na ni aplikuje

logistickou (sigmoidni) funkci o(z) = Predikuje tedy

14+e ="

1

A T o

Y= J(W X+ b) g

2. Hodnoty lezi v intervalu (0, 1) a interpretuji se jako pravdépodobnost prislusnosti k pozitivni
tiide, P(y=1 | x). Vlastni klasifikaci ziskdme prahovanim (typicky prah 0,5: je-li § > 0,5,
predikujeme t¥idu 1, jinak 0).

2 Evaluace binarniho klasifikatoru

(Redlnd otazka: léto 2022, ¢. 11 — Evaluace bindrniho klasifikatoru)
Zadani.
Pro evaluaci binarniho klasifikatoru byla pouzita mnozina 1000 testovacich piikladd, ve které

je 50 % prikladu negativnich. Klasifikdtor méa citlivost (sensitivity) 60 % a tuspésnost (accuracy)
70 %.

1. Napiste kompletni matici konfuze (confusion matrix).

2. Vypoctéte specificnost (specificity) klasifikatoru.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu vesend; vlastni vzorové tesend, vijpocet ovéren numericky.)

Z rozdéleni je P = 500 pozitivnich a N = 500 negativnich ptikladia. Citlivost (sensitivity,
recall) je TP/P = 0,6 = TP = 300, FN = 200. Uspé&$nost (accuracy) je (TP + TN)/1000 =
0,7 = TP + TN = 700, odtud TN =400 a FP = N — TN = 500 — 400 = 100.

1. Matice konfuze (fadky = skutecn4 tiida, sloupce = predikovand tida):

predikovano pozitivni predikovano negativni

skutecné pozitivni TP = 300 FN = 200
skutecné negativni FP =100 TN = 400

TN TN 400
2. Specifi¢nost (specificity) = N CTNLTFP 500 - 0,8 =80 %.

3 Shlukovani (K-means)

(Redlnd otdzka: léto 2022, ¢. 12 — Shlukovdni (K-means))
Zadani.

Rucné provedeme prvni iteraci algoritmu K-means pro K = 2 na mnoziné Sesti prikladu
s priznaky Aq, As:

pfiklad Al A2

1 2 4
2 1 3
3 0 4
4 ) 2
5 6 2
6 4 0




Nahodné jsme priklady ptitadili do dvou shlukt: Cy = {2,3,4}, Co = {1,5,6}.
1. Spocitejte pro kazdy shluk jeho centroid.

2. Prifadte kazdy piiklad k nejblizsimu centroidu (euklidovska vzdalenost) a uvedte prvky
nové vzniklych shluki.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vipocet ovéren numericky.)
1. Centroid je pramér bodt shluku:

o = (1+g+57 3+§+2> — (2,3), Cy = (2+g+4’ 4+§+0> — (4,2).

2. Pro kazdy bod porovname ¢tverce vzdalenosti k ¢1 = (2,3) a co = (4,2):

bod (A1,42) | -—ci||* |- —c2|* shluk
1 (2,4 1 8 c,
2 (1,3) 1 10 c
3 (0,4) 5 20 Cy
4 (52 10 1 Cs
5 (6,2) 17 4 Cs
6 (4,0) 13 4 Cs

Nové vzniklé shluky: C; = {1,2,3}, Cy = {4,5,6}.

4 Preuceni a regularizace

(Redlna otdzka: podzim 2022, ¢. 18 — Preuceni a reqularizace)
Zadani.

Predpokladejme, ze chceme trénovat linedrni model pro regresi.

1. Definujte stfedni ¢tvercovou chybu (MSE). Definujte upravenou chybovou funkei pouzivanou
pri L2 regularizaci.

2. Méjme dva linearni modely My, My pro data se ¢tyrmi atributy:
Mi(z) = x1 — 2x9 + 4a3 — x4 + 3, Ms(z) = x9 — bas + x4 — 1.

Oba modely maji pro danéd data stejnou MSE. Ktery m& mensi hodnotu upravené chybové
funkce pro L2 regularizaci?

3. Popiste alespon jeden dalsi zptusob pro zlepseni generaliza¢nich schopnosti modelu strojového
ucend.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vypocet ovéren numericky.)

1. Stfedni ¢tvercova chyba je
n

1 .
MSE = o ;(yi — i),
1=
kde g; je predikce modelu pro i-ty vstup a y; skutecna hodnota. Pri L2 regularizaci se
k chybé prida penalizace za velikost vah:

MSE+A) w},  A>0,
J

kde w; jsou vdhy modelu a A je sila regularizace. Absolutni ¢len (bias / intercept) se obvykle
neregularizuje.



2. Regulariza¢ni ¢len zdvisi jen na vahach (bez biasu). Pro Mj jsou vahy (1,—2,4,—1), takze
Yo wi =1+4+16+1 = 22. Pro My jsou vihy (0,1, —5,1), takze Y wi = 0+1+25+1 = 27.
Pii stejné MSE ma proto mensi regularizovanou chybu model M7 (22 < 27).

Poznédmka: kdyby se regularizoval i absolutni ¢len, vyslo by M;j: 22 + 32 = 31 a Mjy:
27 + (—1)% = 28, a vyhral by My. Pravé proto je podstatné, e se bias neregularizuje.

3. Generalizaci lze zlepsit napriklad ziskanim vice trénovacich dat, vybérem ¢i redukei priznaki
(méné parametru), predcasnym zastavenim (early stopping), dropoutem u neuronovych siti,
kombinovanim modeli (ensembling) nebo jinou regularizaci (L1). Vhodné hyperparametry
(napr. \) se voli kiizovou validaci.

5 Rozhodovaci stromy

(Redlnd otdzka: podzim 2022, ¢. 19 — Rozhodovaci stromy)
Zadani.

1. Definujte rozhodovaci strom. Popiste algoritmus pro trénovani rozhodovaciho stromu.

2. Definujte kritéria pro vybér atributu pro vétveni pro klasifikaci a pro regresi (alespon jedno
pro klasifikaci a alespon jedno pro regresi).

3. Méjme data s kategorickymi atributy A;, As a cilovou hodnotou C' (tabulka nize). Podle
kterého atributu budeme data délit v koreni rozhodovaciho stromu pro regresi a proc?

A As

_ -0 OO
== 0O = OO
Ao o wo | Q

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vipocet ovéren numericky.)

1. Rozhodovaci strom je stromovy model, jehoz vnitini uzly testuji atribut, vétve odpovidaji
jeho hodnotdm a listy nesou predikci (t¥idu nebo ¢iselnou hodnotu). Trénuje se hladové
shora dolu (rozdél a panuj): v kazdém uzlu se vybere atribut podle zvoleného kritéria, data
se podle néj rozdéli a rekurzivné se pokracuje, dokud nejsou listy ,,¢isté”, nedojdou atributy
nebo neni splnéna zastavovaci podminka.

2. Pro klasifikaci: maximalizace informac¢niho zisku (pokles entropie) nebo minimalizace
Gini indexu. Pro regresi: minimalizace vazené sumy ¢tvercovych odchylek (SSE) v détech,
ekvivalentné maximalizace redukce rozptylu.

3. Pro regresi pocitame redukci rozptylu (resp. SSE). Celkovy primér je C' = 4 a SSE rodice
= 10.

o Déleni podle A;: A1=0 — {5,3,4}, prumér 4, SSE 2; A1=1 — {6,2,4}, pramér 4,
SSE 8. Celkem SSE = 10, redukce = 0.
o Déleni podle Ay: As=0 — {5,3,6}, prumér ~ 4,67, SSE ~ 4,67; As=1 — {4,2,4},
pramér = 3,33, SSE ~ 2,67. Celkem SSE = 7,33, redukce =~ 2,67.
V kofeni proto délime podle Ay (vétsi redukee rozptylu). Atribut A; nedéva zédnou redukei,
protoze obé jeho vétve maji stejny primeér 4 jako rodic.



6 k nejblizsich sousedii

(Redlnd otdzka: podzim 2022, ¢. 20 — k nejblizsich sousedii)
Zadani.

1. Popiste obecné fungovani techniky k nejblizsich sousedi (k-NN) pro klasifikaci i pro regresi:
Jak funguje trénovani modelu? Jak probihéd predpovidani?

2. Méjme data se dvéma priznaky A;, Ay a dvéma ti¥idami C € {0,1} (tabulka nize). Roz-
hodnéte, jak bude pomoci k-NN pro £ = 3 ohodnocen novy vstup (5,5). Pouzivejte
Manhattanskou (L1) vzdalenost.

3. Zméni se odpovéd pti zméné k7 Uvedte alespon jeden piiklad k, pro které je odpovéd jina
(pokud existuje).

A As

o O e NN O
= ot N O NN W
—_—_ o000

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vjpocet ovéren numericky.)

1. k-NN je ,liny”(instance-based) model: ,trénovani”’pouze ulozi trénovaci data. Predikce
pro novy bod: najdi k£ nejblizsich trénovacich bodt podle zvolené metriky; pro klasifikaci
vrat vétSinovou tfidu mezi nimi, pro regresi vrat prumér (pripadné vazeny) jejich cilovych
hodnot.

2. Manhattanské vzdalenosti bodu (5,5) od dat:

bod L1 vzdéalenost

AN N AN N S N
= WO N O
— O W NN O Ot
(OB BN e RS V]

~— — N N N N

Tii nejblizsi jsou (4,5) s C=1, (6,6) s C=1 a (4,2) s C=0, tedy tridy {1, 1,0}, vétsina 1.
Pro k = 3 je (5,5) klasifikovan jako t¥ida 1.

3. Ano, odpovéd se muze zménit. Pro k = 5 je pét nejblizsich bodu (4,5):1, (6,6):1, (4,2):0,
(2,2):0, (0,3):0, tedy tiidy {1,1,0,0,0}, vétsina 0. Pro k = 5 (a stejné tak k = 7) tedy
vyjde trida 0. (Na patém misté je remiza vzdéalenosti: (0,3) i (3,0) maji vzdalenost 7, oba
ale patii do t¥idy 0, takze na vysledku nezélezi.)

7 Uceni pomoci kolektivnich prediktori

(Redlna otdzka: jaro 2023, ¢. 6 — Uceni pomoct kolektivnich prediktori)
Zadani.



1. Vysvétlete princip trénovani metodami bagging a boosting.
2. Popiste trénovaci algoritmus nahodiljch lesi.

3. Uvedte konkrétni priklad algoritmu typu boosting. Stru¢né vysvétlete hlavni myslenku.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu fesent; vlastni vzorové fesent.)

1. Bagging (bootstrap aggregating): natrénujeme M kopii modelu, kazdou na vlastnim bo-
otstrapovém vzorku (losovani N piiklada s opakovanim), a jejich predikce agregujeme —
u klasifikace hlasovanim, u regrese primérem; snizuje rozptyl. Boosting: modely trénujeme
sekvencné, kazdy dalsi klade vétsi vahu na priklady, které dosavadni kombinace klasifikuje
Spatné; vysledkem je vazeny soucet slabych klasifikatori.

2. Ndhodny les (random forest): bagging rozhodovacich stromu s jednou pfidanou ndhodnosti
— v kazdém uzlu se nejlepsi fez hledd jen z ndhodné podmnoziny pifznaki (typicky /D).
Stromy se nechavaji preriust (neprofezané); predikce hlasovanim (klasifikace) nebo prumérem

regrese).

3. (Konkrézni boosting: AdaBoost. Zacne s rovnomérnymi vidhami w; = 1/N; v kole m
natrénuje slaby klasifikdtor h,,, spocte jeho vazenou chybu e,,, hlas a,, = %m%
a zvysl vahy $patné klasifikovanych piiklad (w; oc w; e=@mthm(#i)) Finalni predikce je
sign(zm amhm).

8 Evaluace binarniho klasifikatoru

(Redlnd otdzka: jaro 2023, ¢. 7 — Evaluace bindrniho klasifikdtoru)
Zadéani.

Predpoklddejme, Ze binarni klasifikdtor vykazuje sensitivitu 0.8 a specificitu 0.9. Pfi jeho
testovani bylo pouzito 10000 piikladi, z nichz 500 bylo pozitivnich.

Pozndmka: Sensitivita byva téz nazyvana recall nebo true positive rate a specificita se nékdy
nazyva téz selectivity neboli true negative rate.

1. Na zékladé uvedenych tudaji spocitejte celou matici konfuze.

2. Uvazujme nahodile zvoleny testovaci piiklad, ktery je predikovan jako pozitivni. Urcete
pravdépodobnost, ze tento priklad je skuteéné pozitivni.

3. Jaka je presnost (accuracy) daného klasifikatoru?

Reseni. (V PDF bez ndcrtu vesend; vlastni vzorové tesend, vijpocet ovéren numericky.)
1. Pozitivnich je 500, negativnich 9500. Sensitivita (recall) = TP/500 = 0,8 = TP = 400,
FN = 100; specificita = TN/9500 = 0,9 = TN = 8550, FP = 950.
TP 400
= ~ 0,296.
TP+FP 1350

2. Hledana pravdépodobnost je precision:

TP+ TN 8950
10000 10000

3. accuracy = = 0,895.

9 Naivni Bayesovsky klasifikator

(Redlna otdzka: jaro 2023, ¢. 16 — Naivni Bayesovsky klasifikdtor)
Zadani.

1. Popiste princip naivniho Bayesovského klasifikdtoru. Na zdkladé ¢eho (vzorec) prifazuje
objekty do trid?



2. Popiste vyznam jednotlivych pravdépodobnosti v Bayesové vzorci. V ¢em spociva naivnost
klasifikatoru?

3. Pouzitim Bayesovského klasifikatoru urcete, zda student pijde do skoly, jestlize vstane
pozdé, nema oblibenou prednasku a prsi. Pravdépodobnost urcete na zakladé néasledujicich
pozorovani.

Den  Vstanu  Je oblibenda prednaska? Pocasi Jdu do skoly

1 Brzo Ne Slunce Ne
2 Normaélné Ne Dést Ne
3 Brzo Ne Slunce Ano
4 Pozdé Ne Slunce Ano
5 Pozdé Ano Slunce Ano
6 Pozdé Ano Dést Ne
7 Brzo Ano Dést Ano
8 Normalné Ne Slunce Ne
9 Normalné Ano Slunce Ano
10 Pozdé Ano Slunce Ano
11 NormaAlné Ano Dést Ano
12 Brzo Ne Dést Ano
13 Brzo Ano Slunce Ano

V originalnim PDF je hodnota psana ,,Dést“, spravné ,Dést“; tabulka je prepsana vérné.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu vesent; vlastni vzorové resend, cetnosti a skore ovéreny numericky.)

1. Klasifikdtor piifadi tfidu maximalizujici P(c) [[; P(z; | ¢) — Bayesovo pravidlo s naivnim

predpokladem podminéné nezavislosti priznakt. Pravdépodobnosti se odhadnou relativnimi
Cetnostmi z tabulky.

2. P(c) jsou apriorni pravdépodobnosti tiid, P(x; | ¢) vérohodnosti jednotlivych piiznaki,
jmenovatel P(x1,...,zp) je normalizace (stejnd pro vSechny tiidy, pro vybér maxima ji lze
vynechat). , Naivnost* je v predpokladu, Ze priznaky jsou pii dané t¥idé navzdjem nezévislé.

3. Z 13 dnil jde do skoly 9%, nejde 4x: P(Ano) = %, P(Ne) = 14—3. Pro dotaz (Vstanu=Pozdé,

oblibend=Ne, Pocasi=Dést):

.09 .03.3.3_ 1 . .4 1.3 .2_ 3 .
Ano: %-2-2- *—@NO,OQG, Ne**11—7~0,029
Vétsi je skére tiidy Ne, takze klasifikidtor predikuje, Ze student do skoly nepijde (po

normalizaci P(Ne | data) ~ 53 %).

10 Testovani binarniho klasifikatoru

(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 6 — Testovdni bindrniho klasifikdtoru)
Zadani.

Predpokladejme, ze k testovani binarniho klasifikatoru byla pouzita testovaci sada ve slozeni
100 pozitivnich a 400 negativnich priklada.

a) Ukézalo se, ze ROC kiivka prochézi bodem TPR = FPR = 20 %. Vypoditejte hodnotu
precision v tomto bodé.

b) Jiny klasifikdtor vykazuje konstantni hodnotu precision = 50 %. Znazornéte odpovidajici
ROC krivku.



Pouzité zkratky: ROC — Receiver Operating Characteristic curve; TPR — true-positive rate
(téz: sensitivity neboli recall); FPR — false-positive rate (téz: fall-out).

ResSeni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, vipocet ovéren numericky.)

a) TPR = 0,2 = TP = 0,2-100 = 20; FPR = 0,2 = FP = 0,2 - 400 = 80. Precision

__ TP _ 20 _ .,
~ TP+FP 100 7
b) Konstantn{ precisi L 1 i FP = TP pii kazdé hu. Protoze TPR
onstantn €CI1S10l ————— = 35 Zhalnena = Il Kazdem pranu. otoze =
1 precisl TP + FP 5 Z P11 Kaz |9 rotoz

TP/100 a FPR = FP/400 = TP /400, plati TPR = 4FPR. ROC kiivka je tedy udsecka
z (0,0) do bodu (FPR, TPR) = (0,25, 1) (lezi nad diagondlou ndhodného hadéni).

11 Rozhodovaci stromy

(Redlna otdzka: léto 2023, ¢. 7 — Rozhodovaci stromy)
Zadani.

Chceme trénovat rozhodovaci strom na datech v tabulce nize, ktera obsahuji dva kategorické
atributy z1 a xo. Cilem je predpovédét kategorickou hodnotu y.

Ndpovéda: Pri feseni muzete potiebovat hodnoty nékterych logaritmt. Muzete pouzit nasledujici
aproximace: log, % = —1,5, log, % = —0,6.

8
._\
=
N

O = O N O -=O
_ O, O FEOO
OO R RO RO

1. Popiste struéné algoritmus trénovani rozhodovaciho stromu a kritéria pro vétveni.
2. Urcete, podle jakého atributu se bude strom vétvit v koreni stromu. Proc?

3. Je mozné zadand trénovaci data klasifikovat se 100 % presnosti (accuracy)? Vysvétlete.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, zisky ovéreny numericky.)

1. Strom se stavi hladoveé shora dolt (rozdél a panuj): v kazdém uzlu se zvoli atribut s nejvétsim
informacnim ziskem (nejvétsim poklesem entropie), piiklady se podle néj rozdéli a rekurzivné
se pokracuje, dokud nejsou listy ¢isté (nebo nedojdou atributy).

2. Entropie kofene je B(4,4) = 1 bit. Déleni podle z1: 1=0 davd pomér (2,2), x1=1 pomér
(0,2), ;=2 pomér (2,0); vadzena entropie % -1+ % -0+ % -0 = 0,5, tedy zisk 0,5. Déleni
podle x9: obé hodnoty daji pomér (2,2), zisk 0. V koreni se proto vétvi podle 7.

3. Ne. Stejny vstup se v datech opakuje s rizngm cilem: (z1,z2) = (0,0) mé jednou y=0
a jednou y=1, podobné (0,1). Tyto priklady nelze odlisit zddnym stromem, takze lze
dosdhnout nejvyse 6/8 = 75 % presnosti.



12 Shlukovani

(Redlnd otdzka: léto 2023, ¢. 8 — Shlukovdni)
Zadani.

Uvazujme data zadana v tabulce nize a zobrazend v obrazku. Budeme na né chtit aplikovat
shlukovaci algoritmy.

3 L
X1 xI9
1 1
2 1
3 2 2 L L
4 3
4 2
1 L e
1 2 3 4

1. Nejprve chceme aplikovat algoritmus k-means pro & = 2. Na pocatku jsme ndhodné zvolili
jako stfedy shluka body (1,1) a (3,2). Jaké budou nové stredy shluku po jedné iteraci
algoritmu k-means?

2. Jak se zméni polohy stredti v dalsich iteracich tohoto algoritmu?

3. Popiste néktery z algoritmu pro hierarchické shlukovani. Jaky by byl jeho vysledek na
uvedenych datech?

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resent, iterace ovérena numericky.)
1. Prirazeni (porovname vzdélenosti k obéma stiedim): (1,1) — p1, (2,1) = p1 (vzdalenost

1 <V2), (3,2) = 2, (4,3) — ug, (4,2) — po. Prepocet (pruméry shluku): pu; = (1,5, 1)
Btatd 243+2) _ (11 T)

a fig = ) )
2. Opakovgnegpnrazgm k nov?g/mgstredﬁm da totéz rozdéleni, takze se stfedy uz neméni —
algoritmus zkonvergoval (po jediné iteraci).
3. Aglomerativni hierarchické shlukovani: za¢neme s péti jednobodovymi shluky a opakované
slu¢ujeme dvojici nejblizsich (single linkage = vzdélenost nejblizsich bodu). Vzdélenost
1 maji tfi dvojice: (1,1)-(2,1), (3,2)-(4,2) a (4,2)—(4,3); ve vysce 1 tak vzniknou sku-
piny {(1,1), (2 D} a{(3,2),(4,2),(4,3)}, které se nakonec spoji ve visce v/2 (vzdalenost
(2,1)-(3,2)). Rez dendrogramu na dva shluky dé totéz rozdéleni jako k-means: {(1,1), (2,1)}
2),

a{(3,2),(4,2),(4,3)}.
13 chi-kvadrat test (test dobré shody)

(Redlnd otdzka: podzim 2023, ¢. 29 — chi-kvadrdt test (test dobré shody))
Zadani.

1. Popiste x? test (test dobré shody). Jaké je jeho nulové a alternativni hypotéza? Jak se
spoc¢itd hodnota testové statistiky? Jaké ma tato testova statistika pravdépodobnostni
rozdéleni?
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2.

Majitel obchodu mél béhem péti pracovnich dnil jednoho tydne celkem 100 zédkazniki. Pocty
zékazniki v jednotlivych dnech (pondéli az patek) byly postupné 25, 30, 15, 14 a 16. Pomoci
x? testu rozhodnéte, zda se poc¢ty zakaznikil v jednotlivych dnes statisticky viyznamné
lisi. Ndapovéda: Kritické hodnoty testové statistiky na hladiné vyznamnosti o = 0.05 pro
3-6 stupnu volnosti (df) jsou (postupné) 7,8 (df = 3), 9,5 (df = 4), 11,1 (df =5) a 12,6
(df = 6).

NAaért reseni.

1.

14

Nulova hypotéza je, ze pozorované cetnosti jednotlivych kategorii odpovidaji jejich oceka-
vanym Cetnostem. Alternativni hypotéza je, ze neodpovidaji. Testova statistika se vypocita
jako

zn: (Oi — Ez‘)2’
i1 Ei
kde O; jsou pozorované Cetnosti a F; jsou ocekdvané cetnosti. Pokud nulova hypotéza plati,
ma testova statistika x? rozdéleni s n — 1 stupni volnosti, kde n je pocet riiznych kategorii.

Zajimé nés, jestli pocet zakaznikt je kazdy den stejny. Ocekavané ¢etnosti jsou tedy E; = 20.
Dosazenim do vzorce dostaneme hodnotu testové statistiky

(25 —20)2 (30 -20)2 (15—-20)%> (14 —20)? N (16 — 20)?

20 + 20 + 20 * 20 20
725+100+25+36+167@7101
N 20 20 T

Mame 5 kategorii, kritickd hodnota testové statistiky se 4 stupni volnosti je 9,5, rozdil v
poctu zakazniku tedy je statisticky vyznamny.

Kombinace vice modelu

(Redlna otdzka: podzim 2023, ¢. 30 — Kombinace vice modeli)
Zadani.

1.

Popiste hlavni myslenky technik bagging a boosting. Popiste podrobnéji jeden vybrany
konkrétni algoritmus pro boosting.

. Jak funguje klasifikdtor zaloZeny na ndhodnych lesech (random forest)? Jakym zptusobem

se trénuje?

Porovnejte rozhodovaci stromy a nahodné lesy. Jaké jsou vyhody a nevyhody téchto modela?

NAcCrt reseni.

1.

Podstatou baggingu je vytvoreni vice modeli trénovanych na rtznych podmnozinach
(bootstrap)! trénovaci mnoziny. Tyto podmnozZiny jsou typicky samplovany s opakovanim.
Hlavnim myslenkou boostingu je trénovani nékolika modelti postupné s tim, ze dalsi
modely jsou trénovany na vazenych datech, kde instance nespravné klasifikované aktualnim
klasifikatorem maji vétsi vahu. Prikladem muze byt napt. algoritmus AdaBoost.

Nahodné lesy obsahuji mnozinu mnoha rozhodovacich stromu, které hlasuji o celkovém
vysledku klasifikace/regrese. Jednotlivé rozhodovaci stromy jsou trénované na podmnoziné
instanci trénovaci mnoziny a na podmnoziné priznakt.

LV origindlnim PDF je zde pieklep: ,, bootsrap®; zde uvedeno korektné.
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3. Vyhodou rozhodovacich stromt je jejich intrepretabilita a rychlost trénovani. Vyhodou
ndhodnych lesu je jejich (typicky) vétsi presnost a schopnost generalizace.

Doplnugjici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Bootstrapovy vzorek mé stejnou velikost
N jako trénovaci mnozina a losuje se s opakovanim (asi 37 % piikladi v ném chybi). Bagging
snizuje hlavné rozptyl, boosting hlavné vychyleni. AdaBoost da slabému klasifikatoru s vazenou
chybou ¢, hlas ay,, = %ln 1;‘1’" a vahy chybné klasifikovanych prikladi vynasobi e, spravné
klasifikovanych e~ (pak normalizuje). V ndhodném lese se podmnozina priznaki losuje v kazdém
uzlu znovu (typicky VD piiznaki) a stromy se neprorezavaji; to dekoreluje jejich chyby. Nevyhody
lesa oproti jednomu stromu: ztrata interpretovatelnosti a vyssi naroky na c¢as i pamét pri trénovani
i predikci; nevyhodou jednoho stromu je vysoky rozptyl a sklon k preuceni.

15 Evaluacni metriky

(Redlnd otdzka: podzim 2023, ¢. 31 — Evaluacni metriky)
Zadani.

1. Definujte zékladni evalua¢ni metriky pro bindrni klasifikitor — ispésnost (accuracy), citlivost
(sensitivity, recall), presnost (precision), F1 skore.

2. Chceme vytvorit systém pro detekci podvodnych plateb kreditni kartou. Mame data, kde
jsou miliony plateb, z nichz jen nékolik stovek jsou platby podvodné. Jaké metriky pouzijete
pro vyhodnoceni takového systému? Jaké metriky naopak nebudou moc vhodné? Odpoveéd
zduvodnéte.

3. Pro vysSe zminénou udlohu jsme vytvorili dva systémy. Jeden z nich ma citlivost 0,99 a
presnost 0,2. Druhy ma citlivost 0,9 a presnost 0,95. Vysvétlete, co tyto hodnoty prakticky
znamenaji. Ktery ze systémi byste pouzili? Své rozhodnuti zdivodnéte.

NAcCrt reseni.

1. Definujme TP/TN/FP/FN jako pocty true/false positive/negative. Spravnost potom je
(TP +TN)/(TP + FP 4+ TN + FN), citlivost je TP/(TP + FN), presnost je TP/(TP + FP)
a F1 skore je harmonicky prumeér citlivosti a presnosti = 2TP/(2TP + FP + FN).

2. Pro vyhodnoceni systému je vhodné pouzit dvojici citlivost a presnost. D4 se také pouzit
F1 skére nebo AUC. Nevhodna naopak bude spravnost vzhledem k vyrazné nevyvazenému
mnozstvi instanci v jednotlivych tridach.

3. Prvni model odhali 99 % podvodnych plateb, na druhou stranu ale jen 20 % z ohlésenych
podezrelych plateb budou platby podvodné. Druhy model sice odhali jen 90 % podvodnych
plateb, ale 95 % z podezrelych plateb opravdu podvody budou. V piipadé pouziti prvniho
modelu tedy bude potteba prosettit cca Skrat vice piripadnych podvodi, coz muize vést ke
zbytetnému obtézovani zdkaznikl a i vysSsim nakladim na prosetrovani. Muze tedy byt
vhodnéjsi pouzit model druhy. Na druhou stranu, pokud bychom chtéli mit vétsi jistotu,
ze podvody odhalime a vysSe zminéné nevyhody nam nevadi, je vhodnéjsi model prvni.
Neexistuje tu jednoznac¢né spravna odpovéd, dilezita je predevsim argumentace.

16 Statistické testy — t-test

(Redlnd otdzka: jaro 2024, ¢. 26 — Statistické testy — t-test)
Zadani.
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Vyrobce susenek vyrabi susenky s deklarovanou hmotnosti 100 gramt. Pti kontrole kvality
bylo ndhodné vybrano a prevazeno 100 susenek, které mély prumérnou hmotnost 102 gramu se
smérodatnou odchylkou 2 gramy. Pomoci t-testu chceme statisticky vyhodnotit, jestli se priamérné
hmotnost susenek lisi od deklarované hmotnosti.

1. Jaka je nulova a alternativni hypotéza jednovybérového t-testu?

2. Spocitejte hodnotu testové statistiky pro data zadana vyse. Jaké ma tato testova statistika
pravdépodobnostni rozdéleni?

3. Lisi se statisticky vyznamné hmotnost susenek od deklarované hmotnosti? Ndpovéda:
Kritickd hodnota testové statistiky na hladiné vyznamnosti a = 0.05 je cca 2.

NAaért resSeni.

1. Nulova hypotéza je Hy : X = p, kde X je primérna hmotnost susenek a y je testovand
stfedni hodnota. Alternativni hypotéza je Hy : X # p.

102 — 100
2. t = ———— =10, ma t rozdéleni s 99 stupni volnosti.

2/4/100
3. Spocitana t-hodnota je vétsi nez kritickd hodnota, zamitdme tedy nulovou hypotézu.
Primeérnd hmotnost susenek se lisi od deklarované hmotnosti.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Hypotézy se formuluji pro stredni hodnotu p
rozdéleni hmotnosti, ne pro vybérovy primér X (ten je statistika spoctend z dat): Hy: p = 100,
Hi: pu# 100 (oboustranny test). Statistika t = (X — pg)/(s/+/n) mé za Hy Studentovo rozdélen{
s n — 1 =99 stupni volnosti; presna kritickd hodnota je tg9.0,975 ~ 1,98. Protoze |t| = 10 lezi
hluboko v kritickém oboru, Hp na hladiné 0,05 zamitdme (p-hodnota je prakticky nulova).

17 Linearni regrese a regularizace

(Redlnd otdzka: jaro 2024, ¢. 27 — Linedrni regrese a regularizace)
Zadani.

Chceme natrénovat linearni model tvaru y = f1x1 + Baxo + Bp na datech nize. PTi trénovani
chceme pouzit gradientni metodu a L2 regularizaci. Pouzijeme ucici konstantu o = 0.1 a
regulariza¢ni konstantu A = 0.5.

r1 T2 | Y
0 2 13
2 319
1 1 ]2
2 0|2

1. Definujte chybovou funkci pro model zadany podle parametrti nahote (soucet ¢tverct s L2
regularizaénim c¢lenem).

2. Predpokladejme, ze aktudlni odhad koeficient® modelu je 5, = 1, B = 3, Bp = —1. Provedte
jeden krok gradientni metody pro nastaveni koeficientd. Jaké jsou jejich nové hodnoty?

NAaért reseni.
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1. Chybova funkce je typicky RSS = Zfil(yl — 4;)?, pro L2 regularizaci pficteme jesté clen
ADT B? (N je pocet trénovacich vzord, m + 1 je pocet koeficientt modelu, 9; je vystup
modelu pro i-ty vstup). Koeficient fy se vétsinou v regularizaci neuvazuje.

2. Je potreba spocitat gradient chybové funkce podle jednotlivych parametri. Spoc¢itdme ho pro

jeden trénovaci vzor, pro vSechny vzory to bude jen soucet. Derivace % = —2(y; — Ui),
derivace 2B55 — —2(y; — 9;)x;. Nesmime zapomenout také na derivaci regularizacniho

ap;
¢lenu podle B; — ta je A\208; = ;. Dosazenim dostaneme, ze derivace RSS podle By je

44242+ (—2) = 6, derivace podle 31 je 2 a derivace podle /35 je 16. Pfi¢tenim regulariza¢niho
¢lenu dostaneme, ze derivace chybové funkce podle 81 je 3 a podle B3 je 19. Hodnoty v
dalsim kroku tedy jsou fp = fg—a-6=—1.6,81 =01 —a-3=07a by =pPs—-19=1.1.

18 Shlukovani

(Redlna otdzka: jaro 2024, ¢. 28 — Shlukovdni)
Zadani.

Mame data zadana v tabulce nize a graficky znazornénd v obrazku. Chtéli bychom je rozdélit
do tfech shluki pomoci algoritmu k-means.

Pozndmka: Jména nejsou soucasti dat — slouzi jen pro vizualizaci a pro zjednoduseni formulace

odpoveédi.

Jméno ‘ X y 4 4 F
A | -2 1 E
B -1 -1 H
C 3 -2 2 -
D |4 —1 A J
E 3 3
F 4 4 01 G B D
G -3 0
H | 4 2 i C |
I 4 -2 2
J 6 1 T T T

—2.5 0.0 2.5 5.0

1. Popiste stru¢né hlavni kroky algoritmu k-means.

2. Predpokladejme, Ze v prvni iteraci jsme ndhodné vybrali body A, F' a J jako pocatec¢ni
stfedy shluki. Jaké bude rozdéleni bodt do shlukt po dokonceni prvni iterace? Jaké budou
stredy téchto shluka? Pti vypoctech pouzivejte Euklidovskou vzdélenost.

3. Zméni se n¢jak stredy shlukt v dalsich iteracich algoritmu?
NAacrt reseni.

1. Algoritmus napied ndhodné zvoli pocatecni sttedy shlukd. Nasledné opakuje dva kroky:
prifazeni kazdého bodu k nejblizsimu stfedu shluku a prepocitani polohy stfedu (jako
prumér bodu patiicich do daného shluku).

2. V prvnim shluku budou body {4, G, B}, ve druhém shluku budou body {E, F, H}, ve
tretim budou body {J, D, I,C}. Nové stiedy budou pruméry téchto bodu (—2,0), (%, 3) a
(1?77 - )
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3. Prirazeni do shluki uz se v dalsi iteraci nezméni, stfedy shluki tedy také ne.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho nacrtu): Hrani¢ni body: C(3,—2) m4 ke stfedim
A, F,J vzdalenosti v/34, /37, /18, patii tedy k J; D(4,—1) ma vzdalenosti v/40,5, /8, také J;

H(4,

2) mé k F vzddlenost 2 a k J jen v/5, patif k F. Ve druhé iteraci ke stiedim (—2,0), (1, 3),

(%, —1) vyjde stejné pritazeni (ovéfeno vypoctem), takze algoritmus konéi.

19

PCA analyza

(Redlnd otdzka: léto 2024, ¢. 29 — PCA analyza)
Zadani.
Méjme data se dvéma atributy a ze tfech tiid zobrazena na obrazku nize.

1.

kS

g

s
.
14 L P "f‘i.'_

Vysvétlete, jak funguje PCA analyza. Jakym zplisobem mizeme spocitat hlavni kompo-
nenty?

Bez pocitani odhadnéte, jaké budou sméry dvou hlavnich komponent pro data na obrazku
vyse. Zakreslete je do obrazku.

Uvazujme klasifikator zalozeny na metodé k nejblizSich sousedu pro vhodné k a predpokla-
dejme, Ze jsme v ramci predzpracovani dat pouzili PCA analyzu pro snizeni poctu dimenzi
na 1. Jaka bude presnost tohoto klasifikdatoru v porovnéni s presnosti stejného klasifikdtoru
trénovaného na puvodnich datech? Vysvétlete.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu resent; vlastni vzorové resen.)

1.

PCA: data se vycentruji (odecte se prumér), spocte se kovariancéni matice a jeji vlastni
vektory — to jsou hlavni komponenty, sefazené sestupné podle vlastnich ¢isel (kazdé udéva
rozptyl zachyceny v daném sméru). Redukce dimenze = projekce na prvnich par komponent.
Prvni hlavni komponenta mifi ve sméru nejvétsiho rozptylu dat (podél protdhlého mraku,
zhruba po antidiagonéle), druhd kolmo na ni.

15



3. Presnost se spis zhorsi. PCA je metoda bez ucitele — maximalizuje rozptyl, nikoli oddélitelnost
trid. Na téchto datech lezi rozdil mezi tfidami prevazné ve sméru kolmém na 1. komponentu,
takze projekce na 1D tiidy prekryje a k-NN ztrati informaci potfebnou k jejich rozliseni.

20 Metoda podpurnych vektori (SVM)

(Redlnd otdzka: léto 2024, ¢. 30 — Metoda podpirnych vektord (SVM))
Zadani.

Uvazujme data se dvémi priznaky, kterda chceme klasifikovat do dvou tfid. Data pro tiidu
A jsou na pozicich (1,1), (2,2) a (2,0), data pro tfidu B jsou na pozicich (0,0), (1,0) a (0,1).
Data jsou také zobrazena na obrazku nize. Tfida A je oznacena jako kiizek (x), tfida B jako
kolecko (e).

2.00 A X

1.75 A

1.50 4

1.25 4

1.007 @ X

0.75 A

0.50 -

0.25 A

0004 @ [ ] x

0.00 0.25 050 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

1. Popiste, jak funguji a jak se trénuji linedrni support vector machines (metoda podptrnych
vektoru) v pripadé, ze predpokladdme, ze data jsou linedrné separabilni.

2. Na zakladé dat vyse zakreslete pribliznou rozhodovaci hranici linarnitho SVM, ktera oddéluje
tyto dvé tfidy. Nemusite nic pocitat.

3. Aniz byste cokoliv pocitali, vysvétlete, jak pfidani nového bodu (3,3) do tiidy A ovlivni
rozhodovaci hranici linedrntho SVM.

4. Vylepsilo by na datech uvedenych vyse pouziti RBF jadra klasifikaci? Zakreslete néjaky
dataset, kde by RBF jadra pomohla.

Reseni. (V PDF bez ndcrtu reseni; vlastni vzorové tesent, separdtor ovéren resicem SVM
(sklearn).)

1. Linedrni SVM hleda oddélujici pfimku (obecné nadrovinu) s maximdlnim marginem —
nejvétsim odstupem od nejblizsich bodi obou t¥id. Resi tlohu kvadratického programovani
min £ ||w||? za podminek ¢;(w ' x;+b) > 1. Hranici uréujf podptirné vektory (body s nenulovym
multiplikdtorem); ty lezi presné na okraji marginu, obracené to platit nemusi.

2. Nejblizsi body tfidy A lezi na pfimce z1 + z2 =2 ((1,1) a (2,0)), nejblizsi body tridy B
na 1 +x2 = 1 ((1,0) a (0,1)). Maximélné marginova hranice je rovnobézka uprostied,
x1 + x2 = 1,5: bod (1,1) ma od tsecky (1,0)—(0,1) (lezi v konvexnim obalu tfidy B)
vzdalenost 1/ V2, takze z4dna oddélujici pfimka nemé vétsi margin nez polovinu, a tato
pifmka ho dosahuje (kanonicky w = (2,2), b = —3, margin 1/(2v/2) ~ 0,354). Podptirné
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vektory (s nenulovym multiplikdtorem) vraci fesi¢ (1,1) ze tridy A a (1,0), (0,1) ze t¥idy
B; bod (2,0) lezi na marginu také.

3. Bod (3,3) lezi daleko od hranice na spravné strané, neni tedy podpurnym vektorem —
rozhodovaci hranice se nezmeni.

4. Data jsou uz linedrné separabilni, takze RBF jadro klasifikaci nezlepsi (spi$ by hrozilo
preuceni). RBF pomédhd u nelinedrné oddélitelnych dat — napf. jedna t¥ida tvori shluk
uvnitt a druhd prstenec kolem néj (soustredné kruznice).

21 Metoda nejmensich ctverca

(Redlnd otazka: léto 2024, ¢. 31 — Metoda nejmensich ctverci)
Zadani.

Méjme data s jednim ¢iselnym atributem x; a ¢iselnou cilovou hodnotou y zadana v tabulce
nize. Pro tato data chceme najit linedrni model metodou nejmensich ¢tverct.

8
H

W N =
N W

1. Popiste linedrni model a metodu nejmensich c¢tverct. Jakym zptisobem se touto metodou
odhaduji koeficienty modelu?

2. Odhadnéte koeficienty modelu pro data zadana v tabulce vyse.
3. Spocitejte stredni kvadratickou chybu ziskaného modelu.
Reseni. (V PDF bez ndcrtu vesend; vlastni vzorové tesend, vijpocet ovéren numericky.)
1. Linearni model § = By + f1x; metoda nejmensich ¢tverct voli koeficienty tak, aby soucet

¥ o L N 9 . R (1. . . Tyv\—1vT
ctverci rezidui Y, (9; — y;)* byl nejmensi (fesi se normdlni rovnice f = (X' X)™' X 'y, pro
jednu proménnou staci uzaviené vzorce).

o _ Yilwi—x)(yi—y) 1 L . 1
2. S =2,5=2: 0 == == Bo=9y— =1. Tedy § =1+ 2z.
praméry T = 2, § b1 S (@ — 7)? X Bo=y— Bz edy 7 + 5%
3. Predikee (1,5; 2; 2,5), rezidua (—0,5; 1; —0,5), MSE = £(0,25 + 1 +0,25) = 0,5.

22 Logisticka regrese

(Redlna otdzka: podzim 2024, ¢. 29 — Logistickd regrese)
Zadani.

Chceme pouzit logistickou regresi k vytvoreni modelu, ktery bude predpovidat pravdépo-
dobnost tspéchu studenti u zkousky v zavislosti na dobé uceni. Pro ziskani dat jsme se po
zkousce ptali studenti, jak dlouho se ucili. Jejich odpovédi spolecné s informaci, jestli zkouska
byla Gspésna, jsou v obrazku nize, ktery zobrazuje tspéch (1) a neuspéch (0) v zavislosti na dobé
uceni.
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14 X X X X X X X X X x

Vysledek

04 X X X X X X X x x X

1 2 3
Doba studia

o
w

1. Popiste model logistické regrese. Jak se spocita jeho vystup? Jakym zpiisobem se trénuji
jeho parametry? Jaké se pouziva ztratova funkce?

2. Do obrazku vyse zakreslete priblizné vystup modelu natrénovaného na zadanych datech.
Nemusite nic pocitat.

3. Jakym zpusobem by se model lisil, pokud bychom klasifikovali do vice nez dvou tfid (napft.
pokud bychom chtéli predpovidat i znamku)?

Reseni. (V PDF bez ndcrtu fesent; vlastni vzorové tesent.)

1. Logistickd regrese modeluje pravdépodobnost tspéchu P(uspéch | z) = o(wz + b) se
sigmoidou o(z) = 1/(1 + e~?); predikuje dspéch, je-li vystup > 0,5. Parametry se uci
maximalizaci vérohodnosti, tj. minimalizaci kriZové entropie (negative log-likelihood);
v SGD se pouziva gradient (o(wx +b) —t) .

2. Vystup je rostouci sigmoidni kiivka: u kratké doby uceni blizko 0, u dlouhé blizko 1,
s prechodem (hodnota 0,5) v oblasti, kde se misi ispéchy a netispéchy.

3. Pro vice nez dvé t¥idy (napi. predikce znadmky) se sigmoida nahradi softmazem: model ma
sadu vah pro kazdou t¥idu, P(Cy | ) = i ® /22, v ¥ a trénuje se kategorickou kiizovou
entropii.

23 Evaluace binarniho klasifikatoru

(Redlnd otdzka: podzim 2024, ¢. 30 — Evaluace bindrniho klasifikdtoru)
Zadani.

Testovaci mnozina obsahuje 1000 prikladi. Binarni klasifikator z nich 400 klasifikoval do
pozitivni t¥idy a 600 do negativni tiidy s Gspésnosti (accuracy) 70 % a specificitou (specificity)
80 %.

—_

. Napiste kompletni matici konfuze (confusion matrix).

[\)

. Vypoctéte presnost (precision) klasifikatoru.
3. Vypoctéte tplnost (recall) klasifikdtoru.

4. Je mozné na zakladé uvedenych dat vypocitat F-score? Pokud ano, jak?
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Nacrt reseni.

1. TN =400, FN = 200, TP = 300, FP = 100.

2. P=TP/(TP+FP)=0.75, R=TP/(TP + FN) = 0.6.

3. Ano. F1=2-P-R/(P+ R).
Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Soustava: TP + FP = 400, TN + FN = 600,
TP + TN = 700 (accuracy) a TN/(TN + FP) = 0,8 (specificity). Dosazenim FP = 400 — TP

a TN = 700 — TP do posledni rovnice vyjde TP = 300, odtud ostatni hodnoty. F-skére spocitat

. _ 20,7506 __ 2
lze: Fy = 320006 — 2 ~ 0,67,

24 Rozhodovaci strom

(Redlna otdzka: podzim 2024, ¢. 31 — Rozhodovaci strom)
Zadani.

Méame data se tfemi atributy A, B a C a cilovou tfidou Y uvedena v tabulkach nize.

1. Na trénovacich datech uvedenych v tabulce popiste algoritmus tvoreni rozhodovaciho stromu
a strom postavte (plny, bez omezeni na pocet dat v listech a pri déleni).

2. Pro atribut vybrany do korene popiste vypocet kritéria, na zakladé kterého jste dany atribut
vybrali. (Potfebujete-li logaritmy, sta¢i priblizné, nékteré aproximace jsou v tabulce.)

x /5 1/3 2/5 3/5 2/3  4/5
~logy(z) —232 —158 —132 —0,74 —058 —0,32

3. Dale popiste nékterou standardni metodu prorezavani. Pokud metoda vyuziva validac¢ni
data, pouzijte valida¢ni data v tabulce.

Trénovaci data:

4 B CY Validac¢ni data:
0 1 2 6 n
1 1 2 6 n A B CY
2 3 2 8 y 8 1 2 8 n
3 3 4 6 vy 9 3 4 6 vy
4 3 4 8 y 10 3 4 6 y
5 3 4 8 n 11 3 4 8 y
6 3 4 8 n
7T 3 4 6 y

NAacrt reseni.
Pro vybér atributu se uziva entropie nebo gini index. Entropie pro dvouhodnotovou pravdé-
podobnost je definovana

H{a,b) = _aiblOgQ(aj—b) B af—blog2<ab‘*‘b>

napr.

~1,58  2-(-058) 2,74

H(2/6,4/6) = —3logy(5) — §logy(5) = — 5 5 ~0.91.
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Entropicky zisk je rozdil entropie pred délenim a vazené entropie po déleni; entropicky zisk déleni
dle A v koreni je:

2 6

Postaveny strom vyjde stejny na zdkladé entropie i gini, viz obrazek. Vétsinou je atribut k déleni
zfejmy, napi. déleni podle B v kofeni by vedlo k [2,1], [2, 3], coz m4 nizsi entropicky zisk kvl
nenulové entropii v obou listech a vice spatné klasifikovanych prikladi.

6
=-0,91 = 0,32.
8 Y

Prorezavani na zakladé valida¢nich dat vyhodnoti, zZe je vhodné nahradit pravy uzel C' listem,
protoze snizi valida¢ni chybu. Alternativou mize byt pouziti cost complexity pruning.

Entropy Gini

A<=20
entropy = 1.0
samples = 8
value = [4, 4]

class =n

A <=2.0
gini = 0.5
samples = 8
value = [4, 4]
class=n

True/

\False

entropy = 0.0

samples = 2

value = [2, 0]
class=n

C<=70
entropy = 0.918
samples = 6
value =[2, 4]

class=vy
entropy = 0.0 entBro<p=y i%o

samples = 2
value = [0, 2]

samples = 4
value = [2, 2]

samples =1
value = [0, 1]
class=vy

class =y class = n
entropy = 0.0 entropy = 0.918

samples = 3
value = [2, 1]
class=n

True/

\False

gini = 0.0
samples = 2
value = [2, 0]

class =n

C<=7.0
gini = 0.444
samples = 6
value = [2, 4]

class =y

7\

gini = 0.0
samples = 2
value = [0, 2]

class =y

B <=3.0
gini = 0.5
samples = 4
value = [2, 2]
class =n

/ N\

gini = 0.0
samples =1
value = [0, 1]

class =y

gini = 0.444

samples = 3

value = [2, 1]
class =n

25 k-nejblizsich sousedil

(Redlna otdzka: jaro 2025, ¢. 28 — k-nejblizsich sousedii)
Zadani.

1. Popiste metodu k-nejblizsich sousedi pro klasifikaci i pro regresi. Jak probiha trénovani a
predpovidani?

2. Méjme data se dvéma atributy, kterd chceme klasifikovat do dvou t¥id (o, x) zndzornéné na
obrazku nize. Uvazujme k = 3 (tedy pouzivame t¥i nejblizsi sousedy). Jak bude klasifikovin
novy vstup (3,2)? Zménil by se vysledek klasifikace pokud zménime hodnotu k7

3. Popiste, jakym zptsobem miizeme nastavit vhodnou hodnotu k£ pro nase data.
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NAcrt reseni.

1. Pfi trdnovani se pouze ulozi trénovaci data. P¥i klasifikaci/regresi se vyhledd k nejblizsich

vvvvvv

prumér hodnot nejblizsich sousedu.

2. Bod bude klasifikovan jako o, nebot vétsina ze 3 nejblizsich sousedti patii do této ttidy.
Pokud zvysime k, mnoho bodi s tiidou x se dostane mezi nejblizsi sousedy a tim se zméni
klasifikace (napf. pro k =17).

3. Vhodnou hodnotu k je mozné nastavit napiiklad pomoci k¥izové validace.

Doplriujict vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Podle souradnic odectenych z obrazku jsou
dva nejblizsi sousedé dotazu (3,2) krouzky (vzdalenosti ~ 0,38 a 0,40), tfetim je kiizek (= 0,58;
druhy kiizek je prakticky stejné daleko). Pro k = 3 tedy hlasovani 2:1 déva o. Pro k = 5 je
paty a Sesty soused (krouzek a kiizek) ve stejné vzdalenosti ~ 0,67 v rdmci presnosti obrazku,
vysledek je tedy na hrané. Pro k = 7 je pomér jednoznacné 3:4 ve prospéch x. Pfi volbé k
krizovou validaci se pro dvé tridy voli liché k, aby nevznikaly remizy.

26 Logisticka regrese pro binarni klasifikaci

(Redlna otdzka: jaro 2025, ¢. 29 — Logistickd regrese pro bindrni klasifikact)
Zadani.

1. Popiste, jakym zptsobem muzeme pouzit logistickou regresi pro binarni klasifikaci. Mame
k dispozici dataset se vstupnimi piiznaky X = (x1,...,2xn) a s cilovymi hodnotami
t=(t1,...,tn).
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Jak vypadda predikce modelu? Jak budeme postupovat, abychom mohli nezavisle urcit
ocekavanou chybu modelu na nevidénych datech?

2. Jak je definovana ztratova funkce? Odvodte jeji derivaci a ukazte, jakym zptsobem lze
pouzit gradientni metodu (stochastic gradient descent) pro trénovani.

3. Jakym zpusobem zabranite preuceni pii stochastic gradient descentu?
Nacrt reseni.

1. Model: p(C1) = o(xTw), predikee: if (y > 0.5) 1 else 0.

Postup pro odhad chyby: Rozdélime si data na trénovaci, validacni a testovaci ¢ast. Vali-
da¢ni data pouzijeme pro ladéni hyperparametru, testovaci pro reportovani vysledku na
nevidénych datech.

2. Chybové funkce: negative log-likelihood E(w) = % >, —log(p(C, | z;;w)), dale rozepi-
Seme podle Bernoulliho distribuce a mtizeme derivovat podle w.
Derivace vyjde Vo E(w) = (o(zTw) — t)x.
SGD: Inicializujeme vahy (bud nahodné nebo nulami), iterujeme pres dataset, v kazdém

kroku odecteme a - VE(w).

3. Pieudeni mtizeme branit: L? regularizaci, pomoci early stopping (sledujeme valida¢ni chybu
a prestaneme s trénovanim, kdyz zacne rust), vhodnym learning rate schedule.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Odvozeni derivace pro jeden piiklad,
2z = 7w, y = o(z): Bernoulliho model dava p(t | ;w) = y'(1 — y)'~¢, tedy E = —tlogo(z) —
(1 —t)log(1 — o(2)). Derivace sigmoidy je o’(2) = o(2)(1 — o(z2)), takze

OE d'(2)
- o)

+(1-1) £(<f<)z) = —t(1—0(2)) + (1 —t)o(z) = o(2) — ¢,

a protoze Vyz = x, je VypFE = (o(xTw) — t) . Krok SGD na minibatchi B: w + w —

aﬁ Siep(o(@lw) —t;) ;. S L? regularizaci %||w||2 pribude ke gradientu ¢len \w.

27 Linearni regrese

(Redlna otdzka: léto 2025, ¢. 80 — Linedrni regrese)
Zadani.

1. Pro trénovaci dataset Xiqin a cilové hodnoty tyqin zformulujte model linedrni regrese a
chybovou funkei, kterou v linedrni regresi minimalizujeme.

2. Ukazte, jakym zptusobem lze explicitné ziskat optiméalni feSeni na trénovacich datech.
3. Zformulujte optimalizaci pomoci stochastic gradient descent.
4. Okomentujte vyhody a nevyhody obou piistupi, predevsim z hlediska moznosti kontroly

chyby na pripadnych valida¢nich datech.

Nacrt reseni.
Definice modelu a podrobnéjsi odvozeni jsou ve slidech k prvnim dvéma prednaskam z
NPFL129.
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Je tieba spocitat derivaci chyby, tu pak polozit rovnou nule a vyfesit bud s vyuzitim inverzni
matice nebo s pomoci SVD dekompozice. Nevyhoda je, Ze invertovani matice je pomalé a matice
je velka. Optimalni feSeni na trénovaci mnoziné nemusi byt to, co chceme, protoze muize dojit
k preuc¢eni. SGD bude méné nirocné na pamét, navic muzeme kontrolovat loss na valida¢ni
mnoziné a udélat early stopping a vyhnout se preuceni.

Doplriugici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Model y(x) = x7w (bias jako vaha
u pfidaného konstantnfho p¥fznaku 1), chyba E(w) = ;|| Xw — t||*> (pfipadné MSE, liff se jen
kladnou konstantou). Gradient V,,E = X7 (Xw — t) polozeny roven nule d4vi normaln{ rovnice
XTXw = XTt, tedy w = (XTX)71XTt, je-li XT X regularni (jinak pseudoinverze pies SVD).
Minimum je globalni, protoze E je konvexni (Hessian X7 X je pozitivné semidefinitni). SGD:
pro ndhodnou minibatch B opakuj w + w — aﬁ ZieB(aziTw — t;) ;. Explicitni FeSeni stoji
O(ND? + D3) a vraci jen kone¢né optimum; SGD dév4 priibézné posloupnost modeld, takze lze
po kazdé epose mérit validaéni chybu a zastavit v jejim minimu (early stopping).

28 Shlukovani

(Redlnd otdzka: léto 2025, ¢. 31 — Shlukovdni (k-means))
Zadani.

1. Popiste struc¢né algoritmus k-means. Jakym zpusobem se voli poc¢atecni polohy stredu
shluki (centroidi)? Jak se jejich polohy v pribéhu algoritmu upravuji? Kdy algoritmus
kon¢i?

2. Jaké kritérium algoritmus k-means optimalizuje?

3. Algoritmus k-means pro k = 3 jsme spustili na data se tfemi shluky z obrazku nize.
Jednotlivé znacky (x, e, M) odlisuji nalezené shluky. Pro¢ algoritmus na téchto datech
nenasel optimaln{ shluky podle kritéria v predchozim bodé? Jak se da zvysit Sance, ze je
algoritmus najde?
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NAcrt reseni.

1. Pocatecni centroidy se mohou volit ndhodné z dat. V prubéhu algoritmu se kazdy bod
z dat prifadi k nejblizSimu centroidu, ten se potom prepocitd jako stied boda k nému
prirazenych. Tyto kroky se opakuji dokud se méni prifazeni bodt ke shluktim, nebo po
dany pocet iteraci.

2. Minimalizuje se

N K

DD zkllzi— el

i=1 k=1
kde N je pocet bodi, K je pocet stfedl a z;; vyjadiuje, ze bod x; patif do shluku se
stfedem pu, (2 = 1 pokud tam patii, jinak 0).

3. Prostredni shluk, ktery byl pritazen k ¢asti levého, je mnohem mensi nez ostatni dva shluky.
Sance na lepsi vysledek se dé zlepsit opakovanim nadhodné inicializace pocatecnich centroidi
a vybérem nejlepsiho vysledku podle funkce v predchozim bodé.

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Na obrazku jsou t¥i pfirozené shluky: velky
dole vlevo, maly nahore uprostired a jeden vpravo. Nalezené reseni rozdélilo velky levy shluk
mezi dva stfedy (Bl a e) a maly horni shluk pripojilo ke stfedu e. Takové rozdéleni je lokdlnim
minimem kritéria: zadny bod nema bliz k jinému stredu a praméry se neméni, takze se algoritmus
zastavi, ackoli rozdéleni podle prirozenych shlukt méa mensi soucet ¢tvercu. k-means konverguje
jen k lokalnimu minimu a vysledek zavisi na pocatecni volbé stredi. Kromé opakovanych béhu
s vybérem nejmensiho kritéria pomahd inicializace k-means++, kterd rozprostie pocatecni stredy.
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29 EM algoritmus

(Redlnd otdazka: léto 2025, ¢. 32 — EM algoritmus)
Zadani.

1. Popiste EM algoritmus.

2. Uvazujme pravdépodobnostni model definovany bayesovskou siti s veli¢inou Cluster s hod-
notami {1, 2} jakozto rodicem veli¢in Color a Holes, které nabyvaji hodnot {blue, green}
resp. {yes, no}. Veliciny Color a Holes nejsou spojeny hranou.

Urcete parametry modelu a inicializujte je hodnotami z mnoziny {0.4,0.6}, aby tvorily
korektni model a podminéné pravdépodobnosti pro podminku Cluster = 1 nebyly identické
s témi pro Cluster = 2.

3. Zvolte jeden z parametrii z predchoziho bodu a vypoctéte pro néj jednu aktualizaci dle
EM algoritmu. Uvazujte nasledujici data, kde ,,7* zna¢i chybéjici hodnotu.

Color Holes | Cluster

blue no ?
blue yes ?
blue no ?
green  yes ?
o

green  yes

Pfi vypodétu miizete pouzit nasledujici aproximace: 0.6° * 0.43 ~ 0.064, 0.6 x 0.4 ~ 0.096,
0.62 % 0.4' ~ 0.144, 0.63 * 0.4° ~ 0.216.

NaAacrt reseni.
1. EM algoritmus umoznuje odhadnout parametry modelu s nepozorovanymi proménnymi.

Inicializuje model a iteruje kroky E a M, dokud parametry modelu nezkonverguji.

E Spocte ocekavané hodnoty chybéjicich dat.

M Spocte maximélné vérohodné odhady parametrii na datech s doplnénymi chybéjicimi
hodnotami.

2. Parametry modelu (s jejich inicializaci pro nésledujici bod):

parametr inicializace ‘ znaceni
P(Cluster =1) 0.6 0
P(Color = blue | Cluster = 1) 0.6 0p1
P(Color = blue | Cluster = 2) 0.4 0p2
P(Holes = yes | Cluster =1) 0.6 O
P(Holes = yes | Cluster = 2) 0.4 012

3. Nejjednodussi aktualizace je pro parametr 6. Pres datové fadky [color;, holes;] spoc¢teme
Zj P(Cluster =1 color;, holes;) a vydélime poctem piikladu.
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Color Holes P(Cluster = 1| color;, holes;)

blue  no 0-0p1- (1= 0m) _ 0.6%0.6+0.4 _ 060604 _ oy
0-0p1-(1—0m1)+ (1 —0)-0py- (1—0gz) 06%06%04+04%04%06  04%06
blue os 6 -0p1-0m1 B 0.6 % 0.6 % 0.6 _ 026 o
v 0-0p1 -0 +(1—0)-0ps-0rz  0.6%0.6%0.6+04%04%04 0.216+0.064
blue no jako vyse, 0.6
green  yes 0-(1—=0p1)-0m 0.6 % 0.4 % 0.6 0

0-(1—0p1) O+ (1—0)-(1—0p2) Oz 0.6+04%06+04%06%04

green  yes jako vyse, 0.6

4-06+0.77 317
5 5

Pro nami zvolené pocatecni parametry je nova hodnota 6 rovna

0.634.

30 Evaluace binarniho klasifikatoru

(Redlna otdzka: podzim 2025, ¢. 28 — Fvaluace bindrniho klasifikatoru)
Zadani.

Predstavte si, ze vasim tikolem je vybrat nastroj pro analyzu pocitacovych logi a vyhledavani
anomadlii v nich (ty mohou byt zpusobené napiiklad selhdnim hardware, kybernetickym ttokem,
apod.). Mate moznost si vybrat ze dvou néstroji. Z dostupnych marketingovych materialu jste
se o prvnim néstroji dozvédéli, ze mé uspésnost (accuracy) 99,5 % a umi spravné odhalit 90 %
anomalii. U druhého nastroje se uvadi, ze odhali 81 % anomélii a jen 10 % nahlédSenych anomaélii
jsou falesné pozitivni.

Predpokladejte, Ze oba nastroje byly vyhodnoceny na stejnych datech obsahujicich 10000
instanci, z nichZ pouze 1% jsou anomalie.

1. Spoéitejte chybovou matici (matice konfuze, confusion matrix) obou néstroju a tyto metriky
pro binarni klasifikaci: ispésnost (accuracy), presnost (precision), tplnost (recall), F1-skore.

2. Popiste vyhody a nevyhody jednotlivych nédstroju pii praktickém nasazeni. Ktery z nich
byste pouzili? Zduvodnéte. (Zde neni nutné jedind spravnd odpovéd.)

NAacrt reseni.
O datech vime, ze obsahuji celkem 9900 negativnich instanci (nejsou anomélie) a 100 pozitiv-
nich instanci.

1. Prvni nastroj spravné detekuje 90 ze 100 anomdlii. Tedy TP = 90, z toho plyne, ze
FN = 10. Tento néstroj také spravné urci 9950 z 10000 instanci. Tedy musi spravné urcit
9950 — TP = 9860 negativnich instanci. Tedy TN = 9860 a FP = 40. Recall je 0.9 (ze
zadani), precision je TP/(TP + FP) = 90/130 (cca 0.69). Fl-skére je 0.78, accuracy (ze
zadani) 0.995.

Druhy néstroj spravné detekuje 80 ze 100 anomalii.> Tedy TP = 81, a FN = 19. Ze zadani
jen 10 % nahlédsenych jsou FP, tedy precision je 0.9 = TP/(TP+FP) a tedy FN = 81/9 = 9.

2V origindlnim PDF je ve jmenovateli druhého ¢lenu napséno (1—0c2); podle parametrizace i ¢iselného dosazeni
jde o (1 — Om2); zde uvedeno korektné.

3V origindlnim PDF je zde uvedeno ,, TP = 81, a FN = 19“, ddle ,FN = 81/9 = 9“ a accuracy 0.997; tyto
hodnoty jsou v PDF nekonzistentni (recall 0.81 pti 100 pozitivnich ddva TP = 81, ne 80). Také je v PDF u
precision uveden vzorec TP /(TP 4 FN), spravné mé byt TP /(TP + FP). Zde pfepséno vérné dle PDF az na opravu
vzorce precision; pripadné aritmetické nekonzistence v originalu ponechany.
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Zbytek instanci (9891) je TN. Recall je tedy 0.81 (ze zadani), precision je 0.9 (ze zadani),
F1-skére je 0.85, accuracy 0.997.

2. Druhy néstroj je lepsi ve vSech metrikach (kromé recall) nez nastroj prvni. Jeho vyhodou
miuze byt to, ze hlasi mnohem méné falesné pozitivnich vysledkil, nezaméstnava tedy spravce
systému zbytecnymi hldSenimi. Na druhou stranu, pokud jsou anomalie kritické, muze byt
lepsi pouzit prvni néstroj, ktery jich detekuje vice za cenu toho, ze okolo 30 % detekei jsou
falesné pozitivni.

Doplnujici vysvetleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Konzistentni hodnoty pro druhy néstroj:
recall 0,81 pti 100 anoméliich dava TP = 81, FN = 19; precision 0,9 ddvad FP = 81/9 = 9 (v nacrtu

omylem oznaceno FN) a TN = 9900 — 9 = 9891. Accuracy je (81 + 9891)/10000 = 0,9972

afF) = %"%’3'87’53 ~ 0,85. U prvniho nastroje je F1 = %73%%9 ~ 0,78 a podil falesnych poplachi

mezi hldsenimi 40/130 ~ 31 %.

31 Predikce pomoci tabularnich dat

(Redlna otdzka: podzim 2025, ¢. 29 — Predikce pomoct tabuldarnich dat)
Zadani.

Mate k dispozici nasledujici zemédélsky dataset pro predikci vynosu plodin a na zakladé
tohoto datasetu chcete natrénovat model strojového uceni.

pH pudy Srazky Primér. Typ Odruada Velikost Zavlazovani Nadm. Vymnos
(mm) teplota (°C) hnojiva osiva farmy (ha) vyska (m) (t/ha)
6,8 450 22 Organické  Hybrid-A 48,6 Kapkové 150 4,2
7,2 380 25 Chemické  Standard 34,4 Postrikovaé 200 3,8
6,5 520 18 Organické  Odolna 121,4 Destova 850 3,2
7,0 320 28 Bio-hnojivo Hybrid-B 60,7 Kapkové 75 5,1
6,9 680 20 Chemické  Vysoky vynos 25,9 Zaplavové 300 6,8

Na zakladé ukazkového datasetu odpovézte na nésledujici otazky:
1. Jaky typ ulohy strojového uceni to je?

2. Navrhnéte vhodny model strojového uéeni pro tuto ilohu a stru¢né vysvétlete, pro¢ by byl
vhodny.

3. Pokud to navrzeny model vyzaduje, popiste kroky predpracovani, které byste na tento
dataset aplikovali pred trénovanim modelu. Jak byste zachédzeli s riznymi typy pfiznaki
(features)?

4. Jaké evaluacni metriky byste pouzili k posouzeni vykonnosti modelu?

Nacrt reseni.

Jednd se o regresi a ucend s ucitelem, protoZze cilovd proménna (Vynos) je spojitd ¢iselna
hodnota a mame k dispozici trénovaci data s cilovymi hodnotami.

Nejlepsi volba modelu: Random Forests nebo Gradient Boosting (XGBoost/Light GBM),
vhodné pro tabularni data. Linedrni regrese nebo MLP by také mohly fungovat s peclivym
predpracovanim priznaki.

Kroky predpracovani:

o Kategorické priznaky: Aplikovat one-hot enkédovani pro typ hnojiva, odridu osiva a metodu
zavlazovani.
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o Cliselné priznaky: Zkontrolovat odlehlé hodnoty a aplikovat standardizaci/normalizaci (napi.
StandardScaler), pokud pouzivame algoritmy citlivé na skalu. V datasetu: pH pudy, srazky,
teplota, velikost farmy, nadmorska vyska.

o (volitelné) Chybéjici hodnoty: Dodat chybéjici hodnoty (prumér/medidn pro ¢iselné, modus
pro kategorické).

o (volitelné) Feature engineering: Zvazit vytvoreni kombinovanych pfiznaku (napf. srazky
vs. teplota) nebo polynomidlnich piiznaki, pokud doménové znalosti naznacuji nelinearni
vztahy.

Evalua¢ni metriky: Mean Absolute Error, (Root) Mean Square Error.

32 Linearni regrese, L2 regularizace

(Redlna otdzka: podzim 2025, ¢. 30 — Linedrni regrese, L2 regularizace)
Zadani.

Méjme data s nezavislou proménnou z a predikovanou proménnou y zadand v tabulce nize.
Budeme pro né hledat linedrni model bez regularizace a s L2 regularizaci.

Ty
-1]1
0 |3
1 ]2

1. Popiste linearni model a metodu nejmensich ¢tverct. Jakym zptusobem se odhaduji koefici-
enty modelu?

2. Uvazujte model bez regularizace (OLS). Vypocitejte koeficienty modelu pro data zadand v
tabulce a do grafu zaneste predikované hodnoty pro xz € (—1,1).

3. Popiste optimalizovanou funkci s L2 regularizaci. Jak se zméni koeficienty pii odhadu
modelu s L2 regularizaci? Sta¢i urcit smér zmény koeficientis u x oproti OLS a ptiblizné
zanést do grafu predikované hodnoty pro x € (—1,1).

Nacrt reseni.

1. Linedarni model s jednou nezavislou proménnou odhaduje dva parametry [y, 51 modelu
f(z) = Bo + B - x, minimalizujeme funkei >,_; 5 3(f(2i) — ¥;)?. Pro odhad parametri k
tabulce piiddme sloupec jednicek a fesime 8 = (X7 X)~1 X7y,

2. Diky jediné nezavislé proménné a centrovanym datim lze i snadnéji, zde uvadime obecné
reSeni:

f=(X"X)" X"y
1,-17\

(e ) LR ) () B[

3. S L2 regularizaci piiddvame do cilové funkce soucet kvadratii 8; bez 3y, tj. minimalizujeme
Zi:1,2,3(f($i) —vi)?+aB?, a > 0. Koeficient 31 bude mensi nez v predchozim ptipadé, ale
zachové si znaménko. Intercept Sy neni penalizovan, v tomto pripadé se nezméni, obecné se
zménit muze. (V grafu je R2 regularizace nazvana Ridge.)
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0 OLS and Ridge Regression
4.

— OLS
3.5 Ridge

3.0 A X

2.0

1.5 1 /

1.09 X

0.5 A

0.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

Doplriujici vysvétleni (nad rdmec oficidlniho ndcrtu): Pro tato data lze L? feSeni spocitat presné:
penalizace af3? pficte a jen k prvku matice X7 X u S, takie soustava je (8 2201 )B = (9) a vyjde
Bo=2, 61 = QJ%Q < % Intercept se neméni, protoze data jsou centrovana (Z = 0, matice X' X je
diagondlni). Piimka se tedy zplosti kolem bodu (0, 2). Oznaceni ,R2“ v posledni vété nacrtu je
ziejmé preklep za L2.

33 Shlukovani pomoci K-means

(Redlnd otazka: jaro 2026, ¢. 28 — Shlukovdani pomoci K-means)
Zadani.

1. Popiste algoritmus K-means. K ¢emu se pouziva? Popiste podrobné jeho kroky a jak je
mozné algoritmus inicializovat.

2. Jakou ztratovou funkci algoritmus optimalizuje?
3. Konverguje algoritmus? Zformulujte argument nebo dtkaz, pro¢ tomu tak je. Jaké to ma
praktické dusledky?
NaAacrt reseni.
o K-means je algoritmus uceni bez ucitele (nerizené uceni) pouzivany pro shlukovani dat do
K skupin podle (geometrické) podobnosti jejich rysu.
e Algoritmus:

1. Inicializace K centroidi (ndhodné nebo pomoci metod jako kmeans++).

2. Algoritmus: Opakuj, dokud nedojde ke konvergenci (z4dnd zména pritazeni nebo
centroidi):

(a) Prirad kazdy datovy bod k nejbliz§imu centroidu.
(b) Aktualizuj centroidy vypoctem pruméru vsech bodu v kazdém shluku.
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e Kmeans++ inicializace: zacni s ndhodnym centroidem, poté iterativné vybirej nové centroidy
s pravdépodobnosti imérnou ¢tverci vzdalenosti od nejblizsiho jiz existujiciho centroidu.

e Ztratova funkce, kterou algoritmus optimalizuje, je soucet ¢tverci vzdalenosti mezi datovymi
body a jejich prifazenymi centroidy.

e Algoritmus konverguje, protoze kazd4 iterace snizuje hodnotu ztratové funkce, ktera je
omezend zdola nulou. Zarucuje pouze konvergenci k lokdlnimu minimu, nikoli nutné ke
globalnimu minimu.

o Praktické dusledky: Volba pocatecnich centroidti mize ovlivnit konecny vysledek shlukovani,
a proto muze byt nutné provést vice béhil s riznymi inicializacemi, aby se naslo lepsi feseni.

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Samotné kleséni zdola omezené funkce jesté
nezarucuje, 7e se algoritmus po koneéné mnoha krocich zastavi. Uplny argument: krok piifazeni
(kazdy bod k nejblizsimu centroidu) ani krok prepoc¢tu (centroid jako prumeér, ktery minimalizuje
soucet Ctvercu ve shluku) ztratu J nezvysi. Hodnota J po pfepoctu je urCena jen piitazenim
bodit do shlukii a riiznych pfifazeni je koneéné mnoho (nejvyse KV). Pii kazdé skutecné zméné
prirazeni J ostfe klesne, takze se zadné prirazeni nemuze zopakovat, a algoritmus se proto po
koneéné mnoha iteracich zastavi, v lokalnim minimu J.

34 Kombinace modelu

(Redlnd otazka: jaro 2026, ¢. 29 — Kombinace modeli)
Zadani.

1. Struc¢né popiste zakladni myslenky technik bagging a boosting. Uvedte ptiklad konkrétnich
modeli, které tyto techniky pouzivaji.

2. Uvazujme tfi ruzné modely M;, My a Ms pro binarni klasifikaci. Pfesnost (accuracy)
modelu M; je 0,70, pfesnost modelu Ms je 0,75 a presnost modelu M3 je 0,80. Z téchto
modeli vytvorime ensemble tak, Ze modely nechdme hlasovat (vzorek se predlozi vSem
modelim a jako findlni odpovéd se pouzije ta, kterd je ¢astéjsi). Za jakych podminek
bude presnost vysledného ensemble lepsi, nez presnost nejlepstho modelu? Jaka je nejlepsi
dosazitelna presnost ensemblu? Za jakych podminek bude naopak presnost ensemblu horsi
nez presnost nejlepsiho modelu? Napovéda: UvazZujte predpovédi kazZdého z modeli na
jednotlivijch vzorcich dat.

NAcrt reseni.

1. Bagging trénuje modely na ruznych ndhodnych podmnozinach trénovaci mnoziny (bo-
otstrap). Vystupy modeli se nasledné agreguji (napt. hlasovanim) pro findlni predikci
ensemblu. PTi boostingu se trénuje posloupnost modelt tak, Ze instance spatné predpove-
zené predchozim modelem maji vétsi vahu. Prikladem baggingu muze byt random forest,
prikladem boostingu AdaBoost nebo XGBoost.

2. Pokud kazdy z modelt chybné predpovidé jind data (mnoziny chybné predpovézenych
instanci jsou navzajem disjunktni), vysledny ensemble bude mit accuracy 100 %. Pokud by
naopak mnozina instanci chybné klasifikovana modelem Ms byla podmnozinou mnoziny
chybné klasifikovanou M7, bude accuracy prinejlepsim 0,75. Pokud by navic chybné kla-
sifikované vzorky modelu M3 pokryly zbytek chybné klasifikovanych modelem M7, bude
accuracy prinejlepsim 0,7.
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Doplrujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcértu): Ozna¢me E; mnozinu vzorkd, na nichz
chybuje M; (|E1| = 30%, |F2| = 25%, |FE3| = 20 %). Ensemble se myli pravé na vzorcich, které
lezi aspon ve dvou mnozinach F;. Je lepsi nez nejlepsi model, pravé kdyz takovych vzorki je méné
nez 20 %, tj. kdyz se chybové mnoziny prekryvaji malo (chyby modelu jsou mélo korelované).
P1i nezavislych chybach by vysla accuracy 1 — (0,14 + 0,015) = 0,845. Horsi nez nejlepsi model
je ensemble pii velkém prekryvu; nejhorsi mozna accuracy je 1 — w = 0,625 (kazdy
chybny vzorek ensemblu spotfebuje aspon dvé chyby modelu), napt. pfi |Eq N Ey| = 17,5 %,
|E1 N Es| =12,5%, |Ex N Es| = 7,5% a prazdném trojném pruniku.

35 Rozhodovaci strom

(Redlnd otdzka: jaro 2026, ¢. 30 — Rozhodovaci strom,)
Zadani.

a) Popiste algoritmus tvofeni rozhodovaciho stromu. Postavte strom z trénovacich dat uvede-
nych déle s tim, Zze do kofene zvolte atribut D. VSechny dalsi volby atributt zdivodnéte,
pro pravy podstrom D spoctéte hodnoty kritéria pro vSechny atributy.

Cilovy atribut je Y. Sloupec ,,id“ nesmi byt pouzit k uceni, slouzi jen pro snazsi identifikaci
Fadku.

Potfebujete-li logaritmy, sta¢i priblizné. Napiiklad logy(1/3) ~ —1,58, logy(2/3) ~ —0,58,
log,(3/4) = —0,42.

b) Vysvétlete pojem profezavani stromu a uvedte neprofezany strom do maximélni hloubky a
protfezany strom. Uvedte kritérium pro protfezavani.

Trénovaci data:

id A B C DY
0 3 4 8 6 0
1 1 2 8 6 0
2 1 2 8 3 1
3 3 2 8 6 1
4 1 4 6 6 1
5 3 2 8 6 0
6 3 4 6 3 0
T 3 4 8 3 1

NAcCrt reseni.

a) Pro vybér atributu se uzivd entropie nebo gini index. Entropie pro dvouhodnotovou
pravdépodobnost je definovand

H(a,b) = —aiblogz(aib) - aiblogQ(aiQ

napr.

-1,58 2-(-0,58) 2,74
3 3 -3
Entropicky zisk je rozdil entropie pred délenim a vazené entropie po déleni; vazena entropie

po déleni dle A, B v pravém podstromu je:

3 2 3 2
CCH(1,2)+ ZH(1, 1)~ <091 — = -1~0,95.
5 (7)+5 (7) 5 Y 5 9

H(1/3,2/3) = =3 logy(5) — §loga(5) ~

~ 0,91.
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vazena entropie po déleni dle C' v pravém podstromu je:

1 4 4
—-H(1,0)+-H(3,1) ~ - - 0,811 =~ 0,65,
5 5 5

proto méa déleni podle C' vyssi entropicky zisk. Postaveny strom vyjde stejny na zdkladé

entropie i gini, viz obrazek.

b) Profezdvanim se snazi odstranit preuceni, kdy chyba na trénovacich datech je sice mald,
ale na testovacich vétsi nez u jednodussiho stromu.

V nasem pripadé ve stromé na obrazku nahradime uzel A < 2.0 listem, protoze chybu
klasifikace nezhorsime a strom bude mit mensi pocet listt.

Je mnoho riznych metod profezavani, napr. cost complexity pruning definuje R(7}) jakozto

celkovou chybu klasifikace (pod)stromu 7} s kofenem v uzlu ¢, R(t) kdyz t bude listem, |T|
R(t)—R(T)

v c .0 . . v sz . vz .
pocet listi stromu, a iterativné vybird uzel ¢ s nejmensim oz = = dokud je a.yr
v v . /
mensi nez zvoleny prah.
D<=45 D <=4.5
entropy = 1.0 gini = 0.5
samples = 8 samples = 8
value = [4, 4] value = [4, 4]
True False Tn/ xse
C<=70 C<=7.0 C<=7.0 C<=7.0
entropy = 0.918 entrapy = 0.971 gini = 0.444 gini = 0.48
samples = 3 samples = 5 samples = 3 samples = 5
value = [1, 2] value = (3, 2] value = [1, 2] value =[3, 2]
A<=20 - / \ / A<=2.0
t =0.0 t =0.0 t =0.0 gini = 0.0 gini = 0.0 gini = 0.0 .
Camples = 1| |‘samples = 2 | |‘samples = 1 E":;?,%;isau samples = 1 | samples = 2 | samples = 1 g;’;‘,\ 7|E23_7‘51
value = [1, 0] value = [0, 2] value = [0, 1] value = [3, 1] value =[1, 0] | value = [0, 2] | value = [0, 1] va\uep= [3_11
B <=30 — B<=3.0
entropy = 0.0 Entrup<y =0.918 ginl = 0.0 gini = 0.444

samples = 1

samples = 1
value = [1, 0]

samples = 3 samples = 3
value = [2, 1) value = (1, 01| SPES )

/| /\

entropy = 1.0 entropy = 0.0 gini = 0.5 gini = 0.0
samples = 2 samples = 1 samples =2 | samples =1
value = [1,1]] |value =1, 0] value =[1, 1] | value = [1, 0]

Doplriujici vysvétleni (nad ramec oficidlniho ndcrtu): Ve vypoctu vazené entropie pro A a B
ma byt soucet: % -0,91 + % -1 20,95 (v nacrtu je omylem znaménko minus). Entropie pravého
podstromu D=6 s pomérem (3,2) je B(%) ~ 0,97, takze zisk atributu C' je 0,32 au Ai B jen
~ 0,02. V levém podstromu D=3 (id 2,6,7) oddéli C ¢isté id 6 (list 0) od id 2,7 (list 1). V uzlu
C'=8 pravého podstromu (id 0,1,3,5) davaji A i B stejny zisk; obrazek voli A. Nahrazeni uzlu
A < 2 listem 0 trénovaci chybu nezméni (v obou piipadech zustane chybné klasifikovan jeden
z prikladu id 3 a 5, které maji shodné atributy a ruzné Y'), strom se ale zmensi o dva listy.
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