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Uvod

Tento material pokryva okruh S3 — Strojové uceni, druhy ze dvou okruhii specializace UI-SU. Vyklad
stoji predevsim na kurzu NPFL129 Uvod do strojového uéeni v Pythonu (Milan Straka, vyuka Jindfich
Libovicky; UFAL MFF, zdrojovy repozitai https://github.com/ufal/npf1129). Téma metody podpiir-
nych vektorii (SVM) Cerpa z ro¢niku, kdy bylo v osnové NPFL129 (jadrové funkce a SVM, prednasky
6-7), statistické testy (t-test, y?) navazuji na okruh M5 (Pravdépodobnost a statistika). Strojové uceni
je probirano i v uvodnim kurzu UI (okruh S1, sekce Strojové uceni) na Grovni ,zdkladni principy®; tento
okruh jde do hloubky a na S1 jen navazuje (kde staci prehled, odkazujeme tam).

Role dikazi. Pozadavky okruhu jmenuji pojmy, modely, algoritmy a metody evaluace, ne formalni
dikazy. Tézisté je v definici pojmu, v popisu a aplikaci algoritmu na konkrétnich datech (matice zdmén
a metriky, stavba rozhodovaciho stromu podle informaéniho zisku, iterace k-means, krok gradientniho
sestupu, odhad koeficientii regrese, statisticky test) a ve zdivodnéni. Vyzvy ,odvodte” a ,ukazte” se
v zafazenych otazkach tykaji vypoctu: derivace ztratové funkce logistické regrese (sekce 5) a explicitniho
feSeni nejmensich ¢tverct (sekce 4). Véty a vlastnosti (napf. konvergence k-means, optimum nejmensich
Ctverctr) proto uvadime se znénim, intuici a kratkym odvozenim tam, kde poméaha pochopeni.


https://github.com/ufal/npfl129

Do vykladu je zatazeno vsech 35 realnych otazek SZZ k okruhu z let 2022-2026 jako fesené piiklady;
jejich originalni zadani (a grafy ofiznuté z PDF) jsou i v samostatném dokumentu Priklady otazek. Pouzité
zdroje jsou uvedeny na konci.

Znaceni. Vstup (vektor ptiznaki) je x € RP, jednotlivé ptiznaky xi, ..., xp. Trénovaci mnozina ma N
piikladi; matice dat X € RN*P ma priklad x; na i-tém fadku. Cil (target) je t — realné ¢islo u regrese
(t € R), tfida u Kklasifikace (t € {0, 1, ..., K — 1}, pfipadné t € {0, 1} binarné); vektor cila t € RN. Predikci
modelu zna¢ime y(x) nebo £. Vahy linearniho modelu jsou w € RP, bias b (ve statistickém zna&eni regrese
koeficienty fy, 1, ... ); skalarni sou¢in w' x = Y ; wix;. Rychlost uceni (krok) je a, regularizacni sila A (nebo
CuSVM). o(z) = 1/(1 + e7?) je logisticka (sigmoidni) funkce. Logaritmus log bez zékladu v entropii je
log, (entropie v bitech). E je stiedni hodnota, Var rozptyl, | - | eukleidovska (L?) norma.

1 Uceni s ucitelem a evaluace modelu

Tato sekce zavadi spole¢ny ramec celého okruhu: co je uceni s ucitelem, jak rozliSujeme klasifikaci a regresi,
a pfedevsim jak model ohodnotime - testovacimi daty, kfiZovou validaci a principem maximum
likelihood estimation, a jakymi metrikami méfime jeho kvalitu. Konkrétni modely (regrese, stromy, SVM,
...) ptijdou v dalsich sekcich; evaluace je spolecna vsem.

© Poznamka. [Vztah k S1] Okruh S1 (sekce Strojové uceni) podava uéeni s ucitelem na trovni
,zakladni principy”: druhy uceni, klasifikace vs. regrese, Ockhamova bfitva. Zde to nezdvojujeme —
jen kratce zrekapitulujeme a rovnou jdeme do hloubky, kterou S1 vyslovné pfenechava okruhu S3
(evaluaéni metriky, kiizova validace).

1.1 Ulohy uéeni s uéitelem

& Definice — Uéeni s uéitelem, klasifikace, regrese

Pii uéeni s uéitelem mame trénovaci mnozinu N piikladi (x;,1), kde x; € R je vstup (vektor
priznaku) a t; je cil (poZadovany vystup, label). Hledame funkci (model) y, ktera dobfe pfedpovida
cil i pro nové, nevidéné vstupy. Podle typu cile:
« regrese — cil je realné ¢islo, t € R (cena, teplota, vynos);
- klasifikace - cil je jedna z K tfid, t € {0, 1,..., K — 1} (spam/ham, druh kytky). Model muze
vracet jen tfidu, nebo celé rozdéleni pravdépodobnosti trid.

Priklady chapeme jako nezavislé vzorky z neznamého rozdéleni generujiciho data. Cilem
neni zapamatovat trénovaci mnozinu (to je pouha optimalizace), ale generalizovat — dobfe pred-
povidat data ze stejného rozdéleni, ktera model nevidél. Optimalizace na trénovacich datech je jen
prostiedek; tim, co nas zajima, je chyba na nezavislych datech. Cela tato sekce je o tom, jak takovou
chybu poctive zmeérit.

1.2 Ohodnoceni modelu: testovaci data, kfizova validace, maximum likelihood
Trénovaci, validacni a testovaci mnozina

Chybu na nevidénych datech nelze méfit na trénovaci mnoziné (model je na ni ,naladén“ a chybu
podhodnoti). Data proto délime:
« trénovaci - na nich se u¢i parametry modelu (vahy);
« valida¢ni (development) — na nich ladime hyperparametry (napf. stupen polynomu, silu regularizace,
k u k-NN) a rozhodujeme o véasném zastaveni; viz sekce 2;
« testovaci — pouZiji se jen jednou na konci k odhadu generaliza¢ni chyby. Kdo ladi podle testovacich
dat, klame sam sebe.



& Definice — k-nasobna kiizova validace

Dat je vzdy malo na to, vyc¢lenit velkou valida¢ni mnozinu. k-nasobna kiizova validace (k-fold
cross-validation) data rozdéli na k stejnych dila (foldii). Postupné bere kazdy dil jako validaéni
a zbylych k — 1 dila jako trénovaci; natrénuje a zméfi chybu. Vysledny odhad je primér k takto
ziskanych chyb. VyuZije tak na validaci postupné vsechna data, ale model nikdy netestuje na datech,
na nichz se ucil.

béh 1 valid. ‘ trén. ‘ trén. ‘ trén. trén.

béh 2 trén. ‘ valid. ‘ trén. ‘ trén. trén.

béh 4 trén. ‘ trén. ‘ trén. ‘ valid trén.

| | trén. |
| | trén. |
béh 3 ‘ trén. ‘ trén. ‘ valid. ‘ trén. ‘ trén. ‘
| | tren. |
béh5 | 3

trén. ‘ trén. ‘ trén. ‘ trén. ‘ valid.

5-nasobna kiizova validace: data jsou v 5 dilech, v kazdém z 5 béht slouzi jiny dil jako valida¢ni (Zluté)
a zbylé ¢tyfi k trénovani (modfe). Odhad chyby je primérem chyb z péti béht. Krajni pfipad k = N
(kazdy ptiklad sam fold) se nazyva leave-one-out.

Maximum likelihood estimation

Mnoho modelu (linearni i logisticka regrese, naivni Bayes) se u¢i pravdépodobnostné: model definuje
pravdépodobnost dat pfi danych parametrech a my hleddme parametry, které pozorovana data ¢ini nejvic
pravdépodobnymi.

& Definice — Maximum likelihood estimation (MLE)

Méjme model s parametry w, ktery datim pfifazuje pravdépodobnost (vérohodnost) p(data | w).
Pfi nezavislych ptikladech se faktorizuje, p(data | w) = Hfil p(t; | x;; w). Maximum likelihood
estimation (maximalné vérohodny odhad) parametru je

N N
WMLE = argmaxH p(t; | x;; w) = argmin Z (—log p(t; | x5 W)).
W=l woi=1

Logaritmus méni soucin na soucet a je rostouci, takZe maximum nezmeéni; navic se lépe
pocita a derivuje. Veli¢ina —log p(t; | x;; w) je negative log-likelihood (NLL, zaporna logaritmicka
vérohodnost) a slouzi pfimo jako ztratova funkce: minimalizovat NLL = maximalizovat vérohodnost.
Pro norméalné rozdéleny sum dava MLE piesné nejmensi ¢tverce (sekce 4), pro klasifikaci krizovou ent-
ropii (sekce 5). Maximum likelihood tak propojuje ,intuitivni® ztratové funkce s pravdépodobnostnim
modelem.

1.3 Evaluac¢ni metriky pro klasifikaci

Zékladem evaluace binarniho klasifikatoru je matice zameén (confusion matrix): tabulka, kolik ptikladt
které skutecné tridy bylo predikovano do které tfidy.

predikce

neg poz
2 N FN TP
S g . -
>§ false negative true positive
: . TN FP
x O
n = true negative false positive

Matice zamén binarniho klasifikatoru. Zelené spravné predikce (TP, TN), ¢ervené chyby (FP = falesny
poplach, EN = piehlédnuti). Z téchto ¢tyt Cisel se pocitaji véechny nize uvedené metriky. Pozitivni tfida
je obvykle ta ,zajimava®“ (nemoc, podvod, anomalie).

4



B Definice — Metriky binarni klasifikace

Oznacme TP, TN, FP, FN pocty piikladti v matici zamén. Pak:
« accuracy (aspésnost): podil spravné klasifikovanych,

3 TP + TN
"~ TP+ TN + FP + FN’

acc

« precision (pfesnost): podil skute¢né pozitivnich mezi predikovanymi pozitivnimi,

. TP
precision = .
TP + FP
« recall (Uplnost), téz sensitivity a true positive rate (TPR): podil zachycenych ze skutecné pozitiv-
nich,
recall = TPR = L
TP + FN

specificity (specificita), téZ true negative rate (TNR): podil zachycenych ze skute¢né negativnich,

specificity = TNR = A
TN + FP
« F1 (F1 skore): harmonicky primér precision a recall,
2 2TP

F1:

I, L 2TP+FP+FN

precision  recall

Precision a recall jsou v napéti: agresivnéjsi klasifikator (vice predikei ,pozitivni®) zvysi
recall, ale sniZi precision, a naopak. F1 je vyvazuje jednim ¢islem; harmonicky pramér (na rozdil
od aritmetického) je nizky, je-li kterdkoli z obou nizka. Falesny poplach (FP) a pfehlédnuti (FN)
mivaji riizné velké naklady (pfehlédnuty nador vs. zbyte¢na biopsie), proto neexistuje jedna ,spravna“
metrika — volime podle dlohy.

© Poznamka. [Pozor na nevyvazené tiidy] U silné nevyvazenych dat (napi. 1% podvodi) je
accuracy zavadéjici: trividlni klasifikator ,vSe negativni“ ma accuracy 99 %, a pfitom nezachyti jediny
podvod. Tam dava smysl sledovat precision, recall, F1 nebo AUC, ne accuracy.

ROC kfivka a AUC

Klasifikator obvykle vraci skére (napf. pravdépodobnost pozitivni tfidy) a tfidu pfifadi podle prahu.
Posouvanim prahu ménime kompromis mezi TPR a FPR.

& Definice — ROC kiivka, AUC

ROC kiivka (receiver operating characteristic) vynasi pro vSechny prahy bod (FPR, TPR), kde
FPR = FPiPTN = 1 — specificity. Diagonala TPR = FPR odpovid4a nahodnému hadani, levy horni
roh (0, 1) dokonalému Kklasifikatoru. AUC (area under curve) je plocha pod ROC kiivkou; rovna
se pravdépodobnosti, Ze ndhodny pozitivni ptiklad dostane vy$si skore nez ndhodny negativni.

AUC =1 je dokonaly, AUC = 0,5 nahodny klasifikator.




TPR = recall

0 0.5 1
FPR = 1—specificity
ROC kiivka (modte): kazdy bod odpovida jednomu prahu rozhodovani. Cim bliz levému hornimu

rohu (0, 1), tim lepsi. Carkovana diagonala je nahodné hadéani; plocha pod kiivkou (AUC) méfi kvalitu
nezavisle na volbé prahu.

Resené priklady: matice zamén a metriky

B Piiklad — SZZ léto 2022 ¢&. 11: Matice konfuze a specificita

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 11 — Evaluace binarniho klasifikatoru)

Zadani. Testovaci mnoZzina 1000 ptikladd, 50 % negativnich. Klasifikator ma sensitivity 60 % a accu-
racy 70 %. (1) Napiste kompletni matici konfuze. (2) Vypoctéte specificity.

Reseni. Je P = 500 pozitivnich a N = 500 negativnich. Sensitivity (recall) = TP/P = 0,6 = TP = 300,
FN = 200. Accuracy = (TP + TN)/1000 = 0,7 = TP + TN = 700, odtud TN = 400 aFP = N — TN =

100.

predikovano pozitivni  predikovano negativni

skute¢né pozitivni TP = 300 FN = 200
skute¢né negativni FP = 100 TN = 400

o N 400
Spec1ﬁ01ty = m = % = = 80 %.

P Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 30: Evaluace z accuracy a specificity

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 30 — Evaluace binarniho klasifikatoru)
Zadani. Testovaci mnozina ma 1000 pfikladt; klasifikator 400 oznadil jako pozitivni a 600 jako
negativni, s accuracy 70 % a specificity 80 %. Doplite matici zamén a spoctéte precision, recall a F1.

Reseni. Z predikci: TP +FP = 400, TN +FN = 600. Z accuracy TP +TN = 0,7-1000 = 700. Specificity

TN _ Yot
— 0,8. Soustavu vyftesi

TN = 400, FN =200, TP =300, FP =100

(kontrola: TN /(TN + FP) = 400/500 = 0,8 ¥, (TP + TN)/1000 = 0,7 V). Pak

300 _ 300 _ _ 2:0,750,6 _
precision = 400 ’ recall = 500 ’ Fl T 0,75+0,6 i




B2 Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢. 7: Matice zamén ze sensitivity a specificity

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 7 — Evaluace binarniho klasifikatoru)

Zadani. Klasifikator ma sensitivity 0,8 a specificity 0,9; testovano na 10 000 piikladech, z nichz
500 je pozitivnich. (1) Spoc¢téte matici zamén. (2) Vstup je predikovan jako pozitivni — jaka je
pravdépodobnost, Ze je skutecné pozitivni? (3) Jaka je accuracy?

Reseni. (1) Pozitivnich je 500, negativnich 9500. Sensitivity (recall) = TP/500 = 0,8 = TP = 400,
FN = 100. Specificity = TN/9500 = 0,9 = TN = 8550, FP = 950.

TP = 400, FN = 100, FP = 950, TN = 8550.

. , . o400 _ 400 _ . .
(2) Hledana pravdépodobnost je pravé precision: precision = 2001950 — T30 = 10:296 . (A¢ ma klasi

fikator vysokou sensitivity, kvili vzacnosti pozitivni tfidy je jen ~30 % predikovanych pozitivnich

skuteéné pozitivnich — ukazka, jak nevyvazenost srazi precision.) (3) acc = 403(;:)%%50 =10,895|

P Piiklad — SZZ léto 2023 ¢&. 6: ROC a precision v jednom bodé

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 6 — Testovani binarniho klasifikatoru)

Zadani. Testovaci sada ma 100 pozitivnich a 400 negativnich ptiklada. (a) ROC kfivka prochazi
bodem TPR = FPR = 20 %; spoctéte precision v tomto bodé. (b) Jiny klasifikator ma konstantni
precision = 50 %; znazornéte jeho ROC krivku.

Reseni. (a) TPR = 0,2 = TP = 0,2- 100 = 20; FPR = 0,2 = FP = 0,2 - 400 = 80. Precision

_ 20 _
T 20+80 ‘ .

(b) Konstantni precision % = 5 znamena FP = TP pfi kazdém prahu. Protoze TPR = % aFPR =
=% = % plati FPR = STPR, tj. TPR = 4-FPR. ROC je tedy tisecka z (0,0) do (FPR, TPR) = (0,25, 1)
(p¥i TPR = 1 je FP = TP = 100, FPR = 100/400 = 0,25).

TPR
(0,25, 1)
1

0.5

’
0.25 /

FPR
025 05 1

ROC kfivka klasifikatoru s konstantni precision 50 % na datech 100 : 400: Gsecka TPR = 4 FPR od
pocétku do (0,25, 1). Lezi nad diagonalou (lepsi nez nadhoda).

P’ Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 28: Dva nastroje na detekci anomalii

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 28 — Evaluace binarniho klasifikatoru)

Zadani. 10000 instanci, z nichz 1% (100) jsou anomalie (pozitivni), 9900 normalnich. Néstroj 1:
accuracy 99,5 %, zachyti 90 % anomalii. Nastroj 2: zachyti 81 % anomalii, 10 % nahlaSenych je falesné
pozitivnich. Spoctéte matice zamén a metriky a rozhodnéte, ktery nastroj zvolit.

Reseni.

Nastroj 1. Recall 0,9 = TP = 90, FN = 10. Spravné klasifikovano 0,995 - 10000 = 9950, z toho
TN = 9950 — 90 = 9860, takze FP = 9900 — 9860 = 40.

precision = =% ~ 0,69, recall =0,9, F; =078, acc=099%.

Nastroj 2. Recall 0,81 = TP = 81, FN = 19. ,10 % nahlasenych falesné pozitivnich® znamena




TP
TP+FP’

precision = 0,9 = odkud FP = £ = 9, TN = 9900 — 9 = 9891.

precision = 0,9, recall =0,81, F; =0,85 acc=0,9972.

Zaveér. Nastroj 2 je lepsi ve vSech metrikach kromé recall (0,81 vs. 0,9). Hlasi mnohem méné falesnych
poplachui (FP 9 vs. 40), takZe neobtéZuje spravce. Naopak nastroj 1 odhali vic anomalii; jsou-li kritické,
muZe se i pres nizsi precision vyplatit. Jednoznacna odpovéd neexistuje, rozhoduje cena FP vs. FN.

V ptvodnim PDF jsou u nastroje 2 drobné nekonzistence (zaménény vzorec precision, ,80 ze 100“ misto 81 a hodnota FP
oznacena jako FN); zde uvadime spo¢itanou konzistentni variantu, viz téZ poznamka ve fragmentu v priklady/.

B Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 31: Metriky a detekce podvodi

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 31 — Evaluacni metriky)

Zadani (zkracené). (1) Definujte accuracy, recall, precision, F1. (2) Detekce podvodnych plateb, kde
z miliont jen stovky jsou podvody - jaké metriky (ne)pouzit? (3) Systém A: recall 0,99, precision
0,2; systém B: recall 0,9, precision 0,95. Co znamenaji a ktery zvolit?

Reseni. (1) Viz definice vyse. (2) Data jsou silné nevyvazen4, proto accuracy je nevhodna (trivialni
,vSe legitimni“ ma accuracy = 100 %). Vhodné jsou precision a recall (ptipadné F1 nebo AUC), které se
soustiedi na vzacnou pozitivni tfidu. (3) Systém A odhali 99 % podvodd, ale jen 20 % jeho hlaseni jsou
skute¢né podvody (oproti B zhruba 5x vic hlaseni k prosetfeni: 0,99/0,2 = 4,95 vs. 0,9/0,95 = 0,95
na jeden podvod). Systém B odhali 90 % podvodii a 95 % hlaseni sedi. Pokud nas trapi naklady na
prosetfovani a obtéZovani zakaznikl, volime B; pokud je prioritni zachytit i posledni podvod, volime
A. Jednozna¢na odpovéd neexistuje, rozhoduje argumentace (cena FP vs. FN).

1.4 Evaluaéni metriky pro regresi

U regrese méfime velikost chyby predikce f; = y(x;) viéi cili ;.

B Definice — Metriky regrese

_1 7)2 o _ 1 f
MSE = Zi:(ti — i), RMSE=VMSE, MAE = zl: It; — &.

RMSE je ve stejnych jednotkach jako cil; oproti MAE vic penalizuje velké chyby (kvadrat). Koeficient
Zi(ti_fi)z
ity
R? = 0 jako predikce primérem).

determinace R? = 1 — udava podil rozptylu cile vysvétleny modelem (R?> = 1 dokonale,

1.5 Naivni Bayesuv klasifikator

© Poznamka. [Nad ramec pozadavkal] Naivni Bayes neni v pozadavcich jmenovan, ale je to
standardni pravdépodobnostni klasifikator probirany v NPFL129 (vedle k-NN) a objevuje se v realné
SZZ otazce; uvadime ho proto jako feSeny priklad klasifikace.

E Definice — Naivni Bayesuv klasifikator

Pro vstup s priznaky xy, ..., xp pfifadime tfidu ¢ podle aposteriorni pravdépodobnosti (Bayesova
véta):
P(C) P(X1, -5 XD | C)

P(xq,...,xp)

P(c|xq,...,xp) = o« P(c) P(xq,...,xp | ©).




Naivni predpoklad je podminéna nezavislost ptiznakt pti dané tfidé, takZze sdruzenou vérohodnost
rozloZime na soudin: b
¢ = argmax P(c) H P(x;j | ).
C j:1
Pravdépodobnosti P(c) (apriorni tfidy) a P(x; | ¢) odhadneme z trénovacich dat relativnimi ¢etnostmi
(MLE). Jmenovatel P(xy, ..., xp) je stejny pro vSechny tfidy, takze pro vybér maxima staci Citatel.

~Naivnost® je v pfedpokladu, Ze ptiznaky jsou pfi dané tfidé nezavislé — to skoro nikdy
presné neplati (napt. dést a oblibena prednaska spolu mohou korelovat), ale klasifikator i tak ¢asto
dobfe funguje a potfebuje malo dat. Bez tohoto pfedpokladu bychom museli odhadovat celé sdruzené
rozdéleni P(xy, ..., xp | ¢), coz je exponencialné mnoho parametri.

P Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢. 16: Naivni Bayes — pujde student do skoly?

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 16 — Naivni Bayesovsky klasifikator)
Zadani. Z 13 pozorovani (atributy Vstanu, Oblibena prednaska?, Pocasi; cil Jdu do Skoly) urcete
naivnim Bayesem, zda student ptijde do $koly, jestlize vstane pozdé, nema oblibenou prednasku a prsi.

Den  Vstanu  Oblibena pfednaska? Pocasi Jdu do skoly

1 Brzo Ne Slunce Ne
2 Normalné Ne Dést Ne
3 Brzo Ne Slunce Ano
4 Pozdé Ne Slunce Ano
5 Pozdé Ano Slunce Ano
6 Pozdé Ano Dést Ne
7 Brzo Ano Dést Ano
8 Normalné Ne Slunce Ne
9 Normaélné Ano Slunce Ano
10 Pozdé Ano Slunce Ano
11  Normalné Ano Dést Ano
12 Brzo Ne Dést Ano
13 Brzo Ano Slunce Ano
9

Reseni. Z 13 dnii jde do skoly 9x (Ano), nejde 4x (Ne): P(Ano) = P(Ne) = %. Spocteme

podminéné etnosti potfebnych hodnot:

13’

P(Pozdé | Ano) = g P(obl=Ne | Ano) = % P(Déit | Ano)
P(Pozdé | Ne) = 7, P(obl=Ne | Ne) = 2, P(Dést | Ne) = 2.

Skore (Citatel) pro obé tridy:
Ano : = -2-z.= = 5 ~0025%, Ne: .32 = 2 ~0,0288.

Vétsi je skore tfidy Ne, takZe naivni Bayes predikuje, Ze student do $koly nepuijde (po normalizaci
P(Ne | data) = 53 %, P(Ano | data) = 47 % — tésné). Zajimavé je, ze prestoze ,chodi do skoly” je
apriorné mnohem castéjsi, kombinace tfi pfiznakt (pozdé, bez oblibené prednasky, dést) prevazi ve
prospéch ,nejde”.

1.6 Prakticky postup: od dat k modelu

Uloha nemusi mifit na jeden algoritmus, ale na cely postup: rozpoznat typ tlohy, zvolit model, pfedzpra-
covat data, vybrat metriku. Nasledujici redlna otazka SZZ takovy postup procvicuje — nejde o samostatné



téma pozadavkd, ale o syntézu pojmu této sekce (a modelt z dalsich sekei).

P Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 29: Predikce z tabularnich dat

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 29 — Predikce pomoci tabularnich dat)

Zadani (zkracené). Zemédélsky dataset (pH, srazky, teplota, typ hnojiva, odrda, velikost farmy,
zavlaZzovani, nadm. vyska) ma predpovidat vynos (t/ha). (1) Typ tlohy? (2) Vhodny model a pro¢?
(3) Predzpracovani a zachazeni s typy priznaku. (4) Evalua¢ni metriky?

Reseni. (1) Regrese s ucitelem - cil (vynos) je spojité ¢islo a mame trénovaci data s cilovymi hod-
notami. (2) Pro tabularni data s mixem ¢iselnych i kategorickych pfiznaku jsou typicky nejlepsi
stromové ansambly — random forest nebo gradient boosting (XGBoost/LightGBM): zvladnou nelinea-
rity i interakce, nevyzaduji skalovani (viz sekce 8). Linearni regrese nebo MLP funguji s peclivéjsim
predzpracovanim. (3) Kategorické pfiznaky (typ hnojiva, odrada, zavlazovani) zakddovat one-hot;
Ciselné (pH, srazky, ...) zkontrolovat odlehlé hodnoty a u modelu citlivych na $kalu standardizovat;
chybéjici hodnoty doplnit (priimér/median, resp. modus). (4) MAE, (R)MSE, ptipadné R?.

2 Overfitting a regularizace

Sekce 1 ukazala, jak chybu modelu poctivé méfit. Tato sekce vysvétluje, proc se trénovaci a generalizaéni
chyba rozchazeji: model muize byt na ulohu pfilis slaby (underfitting, poduceni) nebo pfilis silny a zapama-
tovat si i Sum (overfitting, pfeuceni). Zavedeme kapacitu modelu jako $kalu mezi témito extrémy, ukaZzeme,
jak ji ovladat regularizaci (L%, L') a early stopping, a na zavér rozebereme prokleti dimenzionality - pro¢
je vysoka dimenze priznakt sama o sobé zdrojem overfittingu.

© Poznamka. [Vztah k S1] Okruh S1 zmifiuje overfitting jen v souvislosti s Ockhamovou britvou
(preferuj nejjednodussi hypotézu konzistentni s daty). Zde to rozvadime do hloubky, kterou S1
vyslovné prenechava S3: kapacita modelu, generaliza¢ni chyba, regularizacni techniky a prokleti
dimenzionality. Konkrétni aplikace L? na linearni regresi je v sekci 4.

2.1 Generalizacni chyba, underfitting a overfitting

& Definice — Trénovaci a generalizac¢ni chyba

Trénovaci chyba je chyba modelu na trénovaci mnoziné, na které se ucil. Generaliza¢ni chyba
(chyba zobecnéni, téz testovaci chyba) je ocekavana chyba na novych, nevidénych ptikladech ze
stejného rozdéleni generujiciho data; odhadujeme ji chybou na nezavislé testovaci mnoziné (sekce 1).
Cilem uceni je mal4 generaliza¢ni chyba, ne mala trénovaci chyba.

B Definice — Underfitting a overfitting

Underfitting (poduceni) nastane, kdyz model nedokaze zachytit ani zdkonitost v trénovacich datech:
trénovaci i generaliza¢ni chyba jsou velké. Overfitting (pfeuceni) nastane, kdyz se model ,nauci*
i nahodny $um trénovaci mnoziny: trénovaci chyba je mala, ale generaliza¢ni chyba velka (mezera
mezi nimi je velka).

Klasicka ukazka je prokladani zaSsuménych boda polynomem (obrazek nize). Primka
(stupeni 1) je na sinusovku pfili§ tuha — nastava underfitting. Polynom vysokého stupné (stupeni 9,
deset koeficientl na 11 bodi) projde body téméf pfesné (trénovaci chyba skoro nulova), ale mezi
body divoce kmita: zapamatoval si Sum, ne tvar (overfitting). Stfedni stuperi (zde 3) zachyti tvar a Sum
ignoruje — nejlépe generalizuje. Overfittovany model je jako student, ktery nabiflovanim odpovi na
cvi¢né otazky doslova, ale u nové otazky selze.



underfitting (st. 1)

dobry fit (st. 3) overfitting (st. 9)

Polynomy stupné 1, 3 a 9 prolozené 11 zaguménymi body (Cervené) z funkce sin(27x) (¢arkované prava
kiivka). Trénovaci RMSE klesa 0,56 — 0,16 — 0,01: stupeni 1 nestaci (underfitting), stupen 9 projde
body téméf piesné, ale mimo né kmita (overfitting), stupeni 3 vystihne tvar nejlépe. Data vygenerovana

s fixnim seedem (src/fig/gen_s2_polyfit.py).

2.2 Kapacita modelu

B Definice — Kapacita modelu

Kapacita modelu je neforméalné jeho schopnost vyjadrit slozité funkce — jak bohata je tfida funkci,
mezi nimiz uéeni vybira. RozliSujeme reprezentacni kapacitu (jaké funkce model viibec umi vyjadrit,
napf. polynomy do stupné M) a efektivni kapacitu (kterych z nich ucici algoritmus realné dosahne,
pripadné omezenou regularizaci). U polynomialni regrese roste kapacita se stupném M; obecné

s poc¢tem volnych parametra.

Kapacita je ,regulator” mezi underfittingem a overfittingem. Mala kapacita = underfit-
ting (model je pfilis tuhy). Velkad kapacita = riziko overfittingu (model je tak ohebny, Ze se pfizplisobi
i Sumu). Optimum je uprostfed. Kapacitu lze ménit nejen volbou modelu (stupen polynomu, hloubka

stromu, pocet sousedu k), ale i mnozstvim dat: vic trénovacich pfiklada relativni kapacitu snizuje

(model uz nemé dost volnosti zapamatovat si kazdy bod), takZe vice dat samo o sobé overfitting tlumi.

chyba

underfitting
(velka obé chyby)

overfitting
(roste gen. chyba)

optimum

generaliza¢ni chyba

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T trénovaci chyba
|

1

kapacita modelu (napft. stupen polynomu)

Schematicka zavislost chyby na kapacité modelu. Trénovaci chyba (modfe) s rostouci kapacitou mo-
noténné klesa. Generaliza¢ni chyba (¢ervené) ma tvar U: nejdiiv klesa (mizi underfitting), pak roste
(model overfittuje). Optimalni kapacita je v minimu ¢ervené kiivky; vlevo od néj je oblast underfittingu,
vpravo overfittingu. Mezera mezi kfivkami je mira overfittingu.
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2.3 Regularizace

& Definice — Regularizace

Regularizace je jakakoli prava uciciho algoritmu, jejimz zamérem je sniZit generalizacni chybu
(ne nutné trénovaci). Typicky omezuje efektivni kapacitu modelu, takze ten musi dat pfednost
,jednodussim® fesenim a huife se piizpisobi Sumu.

Omezeni kapacity zven¢i (mensi stupeii polynomu) je hrubé — skace po celych ¢islech
arovnou $krta celé pfiznaky. Regularizace dovoluje plynule skalovat, jak moc model ,,smi“ pfizptisobit
vahy datim: nechame bohatou tfidu funkci, ale pfiddme do ztratové funkce trest za sloZitost. Nejcastéji
trestime velikost vah — malé vahy znamenaji hladsi, méné rozkmitanou funkei.

L? a L! regularizace

& Definice — L? a L! regularizace

K ptvodni ztratové funkei Ey(w) (napf. souctu ¢tverctt) pfidame penaliza¢ni ¢len tmérny normeé
vah:

A A
Epp(w) = Ey(w) + 5 IWI5 = Bo(w) + 2 Do, Epa(w) = Eo(w) + A wly = Eo(w) + 2 ) wl.
J J

L? regularizace (téz weight decay, hiebenova / ridge regrese) tresta kvadrat eukleidovské normy;
L' regularizace (lasso) trestd soucet absolutnich hodnot. Regularizacni sila A > 0 je hyperparametr:
A = 0 je bez regularizace, velké A tla¢i vahy k nule. Penalizace se obvykle nevztahuje na bias b (pfes
bias nelze overfittovat).

[L? vyhlazuje, L! fidne] Obé penalizace tahnou vahy k nule, ale jinak. L? zmensuje
v§echny vahy tmérné jejich velikosti — velké srazi hodné, malé téméf nechi; vede k mnoha malym,
ale nenulovym vaham, tedy k hladkému modelu (gradient linearni predikce vii¢i vstupu jsou piimo
vahy, Vy w'x = w, takZe malé vihy = malé zmény vystupu). L' naopak tlaéi ¢ast vah presné na nulu
— provadi tak vybeér priznaku: vysledny model je ridky (sparse), pouziva jen podmnoZinu pfiznak.
Pro¢ rozdil, ukazuje geometrie nize.

L% dotyk mimo osy L': dotyk v rohu
Wy

Wy

obé slozky = 0

Geometrie regularizace. Cervené elipsy jsou kontury (vrstevnice) ptivodni ztraty se stiedem v nepenali-
zovaném optimu wy g (maximum likelihood estimation, odhad maximalni vérohodnosti). Regularizace
nuti feseni w dovnitt modré omezujici oblasti; optimum lezi tam, kde se nejmensi kontura oblasti dotkne.
Vlevo: L? oblast je kruh (hladky), dotyk nastane v obecném bodé s obéma slozkami nenulovymi. Vpravo:
L' oblast je kosoétverec s rohy na oséach; elipsa se ho typicky dotkne v rohu, kde w, = 0 — proto L'
vynuluje vahy a davéa fidké feseni.
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© Poznamka. A a stupen polynomu M jsou hyperparametry — uéici algoritmus je sim nenastavi,
uréujeme je zvenéi. Konkrétni dopad L? na uzaviené feseni linearni regrese (pfechod X' X — X' X+AI,
vzdy invertibilni) a na krok SGD rozebirame u modelu, kde se to pocita — v sekci 4.

Early stopping

U iterativné trénovanych modela (gradientni sestup) 1ze kapacitu omezit i casem: ¢im déle trénujeme, tim
vic se model pfizpiisobuje datiim vcetné sumu.

& Definice — Early stopping

Early stopping (véasné zastaveni) sleduje béhem trénovani chybu na valida¢ni mnoziné a trénink
ukonéi (resp. pouZije uloZeny model) ve chvili, kdy valida¢ni chyba prestane klesat a za¢ne rust,
i kdyz trénovaci chyba dal klesa. Pocet krokt (epoch) je tak vlastné hyperparametr ladény na
valida¢nich datech.

Trénovaci chyba u dostate¢né kapacitniho modelu klesa monoténné az k nule, ale
valida¢ni chyba ma opét tvar U: nejdfiv klesa (model se uci zakonitost), pak roste (zacina se ucit Sum).
Bod obratu je optimalni okamzik zastaveni — model v ném ma nejlepsi generalizaci. Early stopping
je oblibené, protoze je levné (nevyzaduje volbu A ani opakované trénovani) a funguje jako forma
regularizace: omezuje, jak daleko se vahy od pocatku staci pohnout. (Pfibuznou technikou je dropout
u neuronovych siti, mimo rozsah tohoto okruhu.)

chyba

trénovaci

epocha trénovani

Early stopping. Trénovaci chyba (modie) klesa k nule, valida¢ni chyba (Cervené) nejdfiv klesa, pak roste
- model za¢ina overfittovat. V minimu valida¢ni chyby (Cerna tecka) trénink zastavime; dalsi epochy uz
generalizaci jen zhorsuji.

2.4 Prokleti dimenzionality

& Definice — Prokleti dimenzionality

Prokleti dimenzionality (curse of dimensionality) je souhrn jevi, kviili nimz se s rostoucim po¢tem
pfiznaka D (dimenzi vstupu) uceni dramaticky ztéZuje: objem prostoru roste exponencialné, takze
fixni mnozina dat je ve vysoké dimenzi ridka (vzdalené, prazdné okoli kazdého bodu), a vzdale-
nosti mezi body se vzajemné pripodobriuji. K pokryti prostoru se stejnou hustotou bodu je tfeba
exponencialné mnoho priklada v D.
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@ Intuice. Tii tvafe téhoz jevu. (1) Hustota: 10 bodti rovnomérné pokryje usecku [0, 1], ale [0, 1]1°
jich vyzaduje 101°, aby byla mfizka stejné husta — jinak jsou data ve vysoké dimenzi témé vsude
prazdna. (2) Koncentrace objemu: skoro cely objem vysokodimenzionalni krychle (¢i koule) lezi tésné
u povrchu, takze ,typicky“ bod je u kraje, ne uvnitt. (3) Koncentrace vzdalenosti: pomér nejblizsiho
a nejvzdalenéjsiho souseda se blizi jedné, takze pojem ,nejblizsi soused” ztraci smysl — to pfimo
dopadé na k-NN (sekce 3). Disledek pro uceni: vic pfiznakti zvysuje kapacitu, ale i potiebu dat;
nadbyteéné ptiznaky proto radéji odstrafiujeme (vybér piiznaki, L!, PCA).

1,,

0.75 +

0.25

podil objemu ve slupce
o
()]

40 50

dimenze d

Koncentrace objemu: podil objemu jednotkové krychle [0, 1], ktery lezi ve vnéjsi slupce tloustky e
(mimo vnitini krychli [e, 1 — ¢]9), je 1 — (1 — 2¢)%; zde kreslime zjednodusené podil mimo zmensenou
krychli [0,1—¢]%,tj. 1 — (1 — )% Proe = 0,1 ad = 20 vychazi 1 — 0,9%° = 0,878, tj. skoro 88 % objemu je
v tenké slupce u povrchu; pro d = 50 je to 1 — 0,9°° = 0,995. Funkce je analyticka, bez sumu.

P Piiklad — Ilustrace: L! vynuluje vahu, L? ne

Zadani. Méjme model se dvéma vahami, kde nepenalizované optimum ztraty je w* = (2, 0,5)
a kontury ztraty jsou kruznice [w — w*||* = konst. (izotropni). Omezime feseni podminkou |w]| < 1
(L?), resp. |w]; < 1 (L!). Které fedeni je fidké?

Reseni. Pii kruhovych konturach je penalizované feseni priimét w* na omezujici oblast (nejblizsi bod
oblasti k w*). L? (kruh poloméru 1): nejblizsi bod je ve sméru w*, tj. w = w* /|w*| = (2, 0,5)/J4.25 =
(0,970, 0,243) — obé slozky nenulové. L! (kosoctverec |wy| + |ws| < 1): nejblizsi bod ke vzdalenému
w”* = (2, 0,5) je roh (1, 0) (ovéfeni: vzdalenost w* od (1,0) je V1 + 0,25 = 1,118 a kazdy jiny bod
kosoétverce je dal), takze w = (1, 0) — druha vaha je presné nula. L' tedy piiznak 2 vyiadil (fidké
feseni), L? ho jen zmensil. To je kvantitativni ukazka geometrie z obrazku vyse.

P Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 18: L2 regularizace, porovnani modela

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 18 — Preuceni a regularizace)
Zadani. Trénujeme linearni model pro regresi. (1) Definujte stfedni ¢tvercovou chybu (MSE) a upra-
venou chybovou funkei pro L? regularizaci. (2) Dva linearni modely pro data se ¢tyfmi atributy,

Mi(x) = x; — 2xp + 4x3 — x4 + 3, My(x) = x5 — 533 + x4 — 1,
maji na danych datech stejnou MSE. Ktery ma mensi hodnotu L?-regularizované chyby? (3) Uvedte
alespon jeden dalsi zpusob, jak zlepsit generalizaci.
Reseni. (1) Stfedni ¢tvercova chyba je

n
1 o
MSE = — Z(y, - ),
ni=

kde 7; je predikce a y; skuteéna hodnota. Pii L? regularizaci pfidame k MSE penalizaci za velikost
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vah,
MSE+AZWJ»2, 1> 0,
J

pricemz absolutni ¢len (bias) se neregularizuje.

(2) Regularizaéni ¢len zavisi jen na vahach (bez biasu). Pro M jsou vahy (1, -2, 4, —1), takze ), j sz =
1+4+16+1= ; pro M, jsou vahy (0,1, -5, 1), takze }; wjz =0+1+25+1= . Pti stejné
MSE méa mensi regularizovanou chybu model M; (22 < 27).

Pozn. Kdyby se regularizoval i bias, vyslo by M;: 22 + 32 = 31 a My: 27 + (—1)? = 28, a vyhral by M,.
Praveé proto je podstatné, Ze se bias neregularizuje.

(3) Generalizaci Ize zlepsit i vice trénovacimi daty, vybérem/redukci pfiznaki, pfed¢asnym zasta-
venim (early stopping), dropoutem (u neuronovych siti), kombinovanim modelt (ensembling), L
regularizaci nebo ladénim hyperparametri (napf. 1) kiiZovou validaci.

3 Uceni zalozené na prikladech: k nejblizsich sousedu

Predchozi dvé sekce zavedly evaluaci a overfitting obecné; ted prichazi prvni konkrétni model. k nejblizsich
sousedi (k-NN, k-nearest neighbors) je nejjednodussi priklad uceni zaloZeného na prikladech (instance-
based learning): predikci nového vstupu slozi pfimo z ulozenych trénovacich prikladii, které jsou mu
nejpodobnéjsi. Zadny globalni model dat se nestavi.

© Poznamka. [Vztah k S1] Okruh S1 predstavuje k-NN jako typicky neparametricky model (drzi
data misto vah) na drovni pfehledu. Zde to nezdvojujeme — princip jen kratce zrekapitulujeme
arovnou jdeme do hloubky, kterou S1 pfenechava S3: vahovani sousedd, volba metriky a normalizace,
volba k kfizovou validaci a vypocetni cena predikce.

3.1 Princip: liny, neparametricky model

& Definice — k nejblizsich sousedu

Mgéjme trénovaci mnozinu {(x;, tl-)}ilil a metriku (funkci vzdalenosti) d(-, -) na vstupnim prostoru. Pro
novy (dotazovany) vstup xg:
1. spocti vzdalenosti d(xy, x;) ke vSem trénovacim piikladim a vyber k piikladl s nejmensi
vzdalenosti — jeho k nejblizsich sousedi;
2. predikei y(x,) sloz z cilt téchto sousedit: u klasifikace vétsinovym hlasovanim, u regrese
(vaZenym) pramérem (viz niZze).

k-NN je liny (lazy) model: trénovani je trivialni - jen se ulozi cela trénovaci
mnozina, 7addné parametry se neoptimalizuji. Veskera prace se odklada na okamzik predikce (proto
Lliny“). Je to zaroven model neparametricky: neptedpoklada pevny tvar rozhodovaci funkce s danym
poctem vah; ,slozitost” hypotézy roste s poctem dat (¢im vic piikladi, tim jemnéjsi hranice umi
popsat). Pfedpoklad za metodou je prosty: podobné vstupy maji podobné cile, tedy lokalni hladkost
cilové funkce.

L5 Algoritmus — k-NN: trénovani a predikce

Trénovani({(x;,;)}):
uloZ celou trénovaci mnozinu > nic vic — liné uceni

Predikce(x,, k, d):
pro kazdy trénovaci prikladi = 1,..., N:
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spocCti d; « d(Xq, X;) > vzdalenost k dotazu

S « indexy k nejmensich d; - k nejblizsich sousedi
klasifikace: vrat nejcastéjsi tfidu mezi {t; : i € S} > remizy libovolné

regrese: vrat (vazeny) pramér {t; : i € S}

3.2 Klasifikace: vétsinové hlasovani

U klasifikace do K tfid se novy vstup zaradi do nejcasté;jsi tridy mezi jeho k sousedy (majority voting).
Remizy (napft. 2 : 2 pfi k = 4) se fesi libovolné - typicky volbou liché k u dvou tfid, ndhodné, nebo podle
blizsiho souseda.

Hlasovani lze chapat jako lokalni odhad pravdépodobnosti tfid: podil sousedu tfidy ¢ je
odhad P(c | x,) v okoli dotazu, a vybirame nejpravdépodobnéjsi t¥idu. P¥i k = 1 dostaneme piimo
tfidu nejblizsiho piikladu; rozhodovaci hranice je pak Voroného diagram trénovacich bodu (kazdy
bod ,vlastni® okoli sloZené z mist, kde je nejbliZsi).

© Poznamka. [Vazené hlasovani] Sousedy lze vazit podle blizkosti: blizsi soused ma vétsi hlas.
Bézné volby vah w; jsou uniformni (w; = 1, prosta vétsina), inverzni (w; = 1/d;, vdha imérna prevra-
cené vzdalenosti) nebo softmax zapornych vzdalenosti. Predikovana tiida je pak argmax, }cg - Wi
(vdhovany soucet hlast). VaZeni zjemnuje vliv vzdalenéjsich, méné relevantnich sousedu.

3.3 Regrese: (vazeny) prumeér sousedu

U regrese je cil realné ¢islo a predikci je prameér cila k sousedi. S vahami w; (uniformni = prosty
prameér):

Pro klasifikaci téhoZz vzorce: cile t; zakddujeme one-hot (vektor s jednickou na pozici tfidy) a vazené
zpramérujeme, ¢imz dostaneme rozdéleni pravdépodobnosti téid t = ) ;g ZLiwti; predikovana tfida je
jvi

argmax, t.. Uniformni vahy a argmax pak daji pravé vétsinové hlasovani.

3.4 Vzdalenostni metriky a normalizace priznaku

Vysledek k-NN zcela stoji na tom, jak méfime blizkost. Pro x,y € R je standardni volbou Minkowského
(LP) vzdalenost
D 1/p
dpxy) = Ix=vylp = (X —wlf) ",
i=1
jejimiz specialnimi pfipady jsou Manhattanska (p = 1, soucet absolutnich rozdil), Eukleidovska (p = 2,
,vzdugnou ¢arou®) a v limité Cebysevova (p — o0, max; |x; — y;). Nejbéznéjsi je Euklid (p = 2).

[Pro¢ normalizovat pfiznaky] Metriky L? s¢itaji rozdily pres vSechny pfiznaky, takze
pfiznak s vétsim rozsahem hodnot (napft. pfijem 0-100 000 vs. vék 0-100) vzdalenost zcela ovladne
a ostatni pfiznaky se prehlasuji. Pfed k-NN proto pfiznaky normalizujeme na srovnatelny rozsah:
bud standardizaci (kazdy pfiznak na nulovy pramér a jednotkovy rozptyl, x” = (x — y)/0), nebo
min-max $kalovanim na [0, 1]. Bez normalizace by ,nejblizsi soused” znamenal pouze ,nejblizsi
v jednom dominantnim pfiznaku®.

© Poznimka. [Prokleti dimenzionality] Ve vysoké dimenzi piestava pojem ,blizky soused* davat

smysl: vzdalenosti k nejbliz§imu a nejvzdalenéjsimu bodu se k sobé pfiblizuji, takze v§echny priklady
jsou zhruba stejné daleko a hlasovani ztraci vypovédni hodnotu. k-NN je proto na vysokodimen-
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zionalni data citlivy (prokleti dimenzionality, podrobné sekce 2); pomahé redukce dimenze (PCA,
sekce 10) nebo vybér ptiznaku.

3.5 Volba k: vliv na hranici, overfitting, kiizova validace

Pocet sousedl k je hyperparametr — neudi se z dat, volime ho zvenéi. Ridi kompromis mezi overfittingem
(pfeuceni, velky rozptyl) a underfittingem (poduceni, velké vychyleni); viz sekce 2:

» malé k (v krajnosti k = 1): predikce zavisi na jednom ¢&i par nejblizsich bodech, je velmi citliva na
$um a odlehlé pfiklady. Rozhodovaci hranice je ¢lenita, ,,roztrepena®, s ostravky kolem jednotlivych
bod — model ma velky rozptyl a overfittuje (trénovaci chyba u k = 1 je nulova, ale generalizace
Spatna);

« velké k: hlasuje hodné sousedd, predikce je vyhlazena a odolna vii¢i Sumu, ale hranice je hladka az
prilis a ztraci lokalni detail - model ma velké vychyleni a underfittuje. V krajnosti k = N vraci vidy
globalné nejcastéjsi t¥idu (resp. celkovy primér) bez ohledu na vstup.

X, X
o o
0°%0 © 4 o 0°0 © 4 o
\/\/\/O\ \O
m] o m O o g m O
o o o
o o B g B &
o ]
b X1
malé k (napf. k = 1) velké k

Vliv k na rozhodovaci hranici k-NN (dvé tfidy: © modré, m cervené). Pfi malém k (vlevo) je hranice
¢lenita a kolem osamélého Sumového bodu vznikne ostriivek — model overfittuje. Pfi velkém k (vpravo)
je hranice hladka, Sumovy bod je sousedy prehlasovan; piilisné k vsak ztraci lokalni detail (underfitting).
Optimalni k lezi mezi.

[Jak vybrat k] Vhodné k nehadame — vybereme ho kiizovou validaci (sekce 1): pro
kandidatni hodnoty k = 1, 3,5, ... zméfime k-nasobnou kfiZovou validaci chybu a zvolime k s nejlep-
$im validacnim skore. Trénovaci chyba k volbé nestadi (u k = 1 je vzdy nulova, pfesto overfittuje).
U dvou tfid se voli liché k, aby se predeslo remizam v hlasovani. Zavislost valida¢ni chyby na k méa
typicky tvar pismene U: zprvu klesa (mizi overfitting), pak roste (underfitting).

3.6 Vypocetni cena predikce

Liné uceni ma svou cenu na druhé strané. Naivni predikce je draha: pro kazdy dotaz se spocita
vzdalenost ke vsem N trénovacim bodim (D-rozmérnym), tedy O(ND) na vypocet vzdalenosti plus
vybér k nejmensich (O(N logk) haldou, nebo G(N log N) tfidénim). Trénovani je O(1) (jen uloZeni),
ale predikce roste linearné s velikosti trénovaci mnoziny — opak parametrickych modelu, kde je drahé
trénovani a levna predikce.

© Poznamka. [Zrychleni vyhledavani] Predikci Ize urychlit prostorovymi datovymi strukturami,
které predpocitaji organizaci bodi: k-d stromy (dotaz v priméru v logaritmickém ¢ase pro nizkou
dimenzi, ale ve vysoké dimenzi degraduji), ball trees, R-stromy apod. Ve vysoké dimenzi nebo na
obrovskych datech se pouziva priblizné hledani nejblizsich sousedts (ANN). Tyto struktury jsou nad
ramec pozadavki; podstatné je, ze naivni predikce je O(ND) na dotaz a Ze existuji stromové struktury
pro zrychleni.
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3.7 Reseny priklad

P Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢. 28: k nejblizsich sousedu

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 28 — k nejblizsich sousedit)

Zadani. (1) Popiste metodu k-NN pro klasifikaci i regresi; jak probiha trénovani a predikce? (2) Data
se dvéma atributy se klasifikuji do dvou tfid (e, x) podle obrazku. Pro k = 3 klasifikujte novy vstup
(3, 2). Zménila by se klasifikace pfi jiném k? (3) Jak nastavit vhodné k?

Reseni.

(1) Pti trénovani se pouze ulozi cela trénovaci mnozina (liné uceni). Pfi predikci se k dotazu najde
k nejblizsich ulozenych piikladt (zvolenou metrikou, typicky Euklid); pro klasifikaci se vrati jejich
nejcastéjsi tfida (vétsinové hlasovani), pro regresi (vazeny) pramér jejich cilt.

(2) Dotaz (3, 2) lezi na rozhrani obou t¥id (viz obrazek). Dva nejblizsi body jsou krouzky (°) tésné nad
nim, (3,25; 2,29) a (2,86; 2,37) ve vzdalenostech = 0,38 a 0,40. Tietim sousedem je k¥izek: dva k¥izky
pod dotazem, (2,81; 1,46) a (2,68; 1,52), lezi skoro stejné daleko (= 0,58), takze nezélezi na tom, ktery
z nich je tieti. Hlasovani 2 : 1 klasifikuje vstup jako [ ].

Pfi zméné k se vysledek miiZze zménit: dotaz je blizko hranice a hned za dvéma nejbliz§imi krouzky
néasleduji kfizky. Pro k = 5 rozhoduje téméf remiza vzdalenosti: paty a Sesty soused, krouzek
(2,84;2,65) a kiizek (2,35;1,82), jsou oba ve vzdalenosti = 0,67 a rozdil je pod pfesnosti odectu
z obrazku (pomér hlasti 3 : 2 nebo 2 : 3). Pro k = 7 jsou sousedé jednoznacné 3 x o, 4 x x (sedmy je
ktizek ve vzdalenosti = 0,70, osmy az = 0,89), takze hlasovani pfejde na . Vétsi k tu ,,dosdhne” do
husté oblasti kfizkd pod dotazem a klasifikaci preklopi — ukazka citlivosti na volbu k u bodu blizko
rozhodovaci hranice.

(3) Vhodné k zvolime kfizovou validaci: pro k = 1,3,5, ... zméfime ktiZové validovanou chybu
a vybereme k s nejlepsim valida¢nim skore. U dvou tfid volime liché k kvili remizadm. Malé k hrozi
overfittingem (citlivost na $um), velké k underfittingem (hranice pfilis hladka).

X2

5 +
o A 0
o o
(©) o
0
TR o®° ).
o o
o® o o
.1 o O A o
° ° o k=3
o 1) Q-
@ T@Emgy '/o O\‘.
2 T o .
0
o =8 , M .
m] o I:Il:l o EEl—Ij O
: %
o
Oy go 9=62
o
oo O O
2k O o
mH o
a1

\
} } t t t X1

=il 0 1 2 3 4

Data SZZ jaro 2025 ¢. 28 (rekonstrukce z obrazku zadéni, okoli dotazu odeéteno presné): tfida
0 o nahote vlevo, tiida @ x dole vpravo. Carkovana kruznice kolem dotazu q = (3, 2) ma polomér
=~ 0,58: uvnitf jsou dva o (vzdalenosti = 0,38 a 0,40), kruZnice prochazi dvéma x ve vzdalenosti
= 0,58, z nichz jeden je tfetim sousedem. Hlasovani 2 : 1 klasifikuje g jako o. Pti vétsim k (kolem
k = 7) se do okoli dostanou kfizky pod dotazem a klasifikace se preklopi na x.
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P Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 20: k-NN s Manhattanskou vzdalenosti

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 20 — k nejblizsich sousedii)

Zadani. (1) Popiste fungovani k-NN pro klasifikaci i regresi — jak probiha trénovani a predikce?
(2) Pro data nize (ptiznaky Ay, A,, téida C € {0, 1}) ohodnotte k-NN s k = 3 a Manhattanskou (L1)
vzdalenosti novy vstup (5, 5). (3) Zméni se odpovéd pfi jiném k?

A A,
3

[ N> NI =
01T N DN O N
_= =m0 oo o |0

Reseni. (1) k-NN je liny (instance-based) model: trénovani pouze uloZi trénovaci data. Predikce
nového bodu najde jeho k nejblizsich sousedt podle zvolené metriky; pro klasifikaci vrati jejich
vétsinovou tfidu, pro regresi (vaZzeny) prumér jejich cila.

(2) Manhattanské vzdalenosti bodu (5, 5) od dat (sefazeno):

bod L1 vzdélenost

(4,5)
(6,6)
(4.2)
(2,2)
(0,3)
(3,0)
(1,1

[ S TN o NI R

Tii nejblizsi jsou (4,5) s C=1, (6,6) s C=1 a (4,2) s C=0, tedy tfidy {1,1,0}. Pro k = 3 je (5,5)
klasifikovan jako tfida .

(3) Ano, odpovéd se méni. Pro k = 5 je pét nejblizsich (4,5):1, (6,6):1, (4,2):0, (2,2):0, (0,3):0,
tedy {1, 1,0, 0, 0}, vétsina @ (a stejné tak k = 7). Na patém misté je sice remiza vzdalenosti ((0, 3)
i (3,0) maji vzdalenost 7), oba body ale patfi do tfidy 0, takze na vysledku nezalezi. Bod lezi blizko
rozhrani tfid, proto je citlivy na volbu k.

4 Linearni regrese

Linearni regrese je nejjednodussi regresni model: predikuje cil jako linearni kombinaci ptiznaki. Presto je
klicova — mé analytické (uzaviené) feseni metodou nejmensich ¢tverct, da se trénovat i gradientnim
sestupem (SGD) a na jejim ptikladu se nejlépe ukaze L? regularizace. Okruh S1 ji zmifiuje piehledové;
zde rozebirdme oboji feseni do hloubky, kterou S1 pfenechava tomuto okruhu.

4.1 Model a chybova funkce

B Definice — Model linearni regrese

Pro vstup x € RP predikuje linearni regrese

y(x; w,b) = wix; + Woxy + -+ wpxp + b =x'"w+b.
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Vektor w € RP jsou vahy, b je bias (posun, absolutni &len). Ve statistickém znaceni regrese se pisi
jako koeficienty f, ..., fp (vahy) a f, (bias); jde o totéz.

[Bias jako dal$i vaha (padding jednickou)] S biasem se nepohodlné pocita zvlast. Trik:
kazdy vstup rozsifime o konstantni pfiznak 1, tj. x — (xq,...,xp, 1), a bias se stane posledni
vahou. Pak piseme jednotné y(x) = x' w a ,vahy" uz zahrnuji i bias. V maticovém zapisu to znamena
pridat do datové matice X sloupec jednicek. Této timluvy se drzime v celé sekci.

& Definice — Chybova funkce: MSE a soucet ¢tvercit

Mame trénovaci data x4, ..., Xy s cili ¢, ..., ty. Kvalitu vah méfime stiedni kvadratickou chybou
(mean squared error)

N
MSE(w) = - 3 (s w) = 1)
i=1

Casto se misto ni minimalizuje souéet étverci (sum of squares)
1 al 2
E(w) = 5 35 (s w) — 1)
i=1

Obé maji stejné minimum (MSE ma pfed souctem faktor % soucet ¢tvercu faktor % — lisi se tedy jen
1

5 se vykrati

kladnou multiplikativni konstantou), ale soucet ¢tverct se prijemnéji derivuje — faktor
proti dvojce z derivace kvadratu.

Hledame piimku (obecné nadrovinu), ktera prochazi mraku bodu ,co nejbliz* - tak, aby
soucet étvercti svislych vzdalenosti bodii od piimky byl nejmensi. Svisld vzdalenost #; — t; se nazyva
reziduum. Kvadrat (misto absolutni hodnoty) penalizuje velké odchylky silnéji a ¢ini funkei hladkou
a konvexni, takze kazdé lokalni minimum je globalni (a jediné, je-li X" X regularni, viz nize). Vztah
k vérohodnosti: pro normalné rozdéleny sum kolem pfimky dava metoda nejmensich ¢tverct presné
maximum likelihood estimation (MLE, maximalné vérohodny odhad; viz sekce 1).

4.2 Analytické feseni: metoda nejmensich ¢tverca

Vyjadiime soucet ctvercti maticové. Datova matice X € RNV*P ma ptiklad x] na i-tém fadku (po paddingu
jedni¢kou ma D sloupctl véetné biasu), t € RN je vektor cilti. Pak (Xw); = x] w a

N
1 1
E(w) = > w—1)? = > Ixw — t)%.
i=1

A Véta — Normalni rovnice nejmensich ¢tvercu

Minimum souctu ¢tverct E(w) = %”XW — t|? spliiuje normalni rovnice
X'Xw=Xt

Je-li matice X" X (rozméru D x D) regularni, ma feseni tvar

w=XX)"X"t

20



[Odvozeni pfes nulovy gradient (Fermat)] Toto neni formalni dikaz, jen vypocet -
ukazka, jak se ke vzorci dojde. Funkce E je hladk4 a konvexni, takze jeji minimum je tam, kde je
gradient nulovy (Fermatova véta o vnitinim extrému, v1cerozmérné1 verze: Vy, E = 0). Krok po kroku:

1. Parcialni derivace podle jedné vahy w;. Z E = > 2 (x] w — t;)? fetizkovym pravidlem

IE 1< ul
— = = Z Z(X—ll—w - ti) xij = Z XU(XTW - tl)
v 25 i=1
2. Polozime rovno nule pro vsechna j. Suma }3; x;(...) je skalarni soucin j-tého sloupce X
s vektorem (Xw — t), tj. XI’]-(XW —t)=0.
3. Sebereme rovnice pies viechna j do matice. Dostaneme X' (Xw —t) = 0, tj. X' Xw = X' t.
4. Invertujeme (je-li X' X regularni): w = (X' X)"!X"t.
Ze jde o minimum (ne maximum/sedlo), plyne z konvexity E: jeji Hessian X' X je pozitivné semidefi-
nitni.

© Poznamka. [Singularita a SVD] Matice X' X je singularni (neinvertibilni), pokud sloupce X jsou
linearné zavislé - typicky kdyz je pfiznaku vic nez piikladii (D > N) nebo jsou nékteré ptiznaky koline-
arni. Pak normalni rovnice nema jednoznacné feseni. Misto pfimé inverze se pouziva SVD (singularni
rozklad) X, ktery spolehlivé najde feseni (pfes pseudoinverzi) i v singularnim a numericky Spatné
podminéném piipadé; je to i standardni postup uvnitt knihovnich funkci (numpy.linalg.1stsq).
Alternativné singularitu odstrani L? regularizace (niZe).

Ce ] . . N4 7 7. 3 ,
s Algoritmus — Analytické feseni linearni regrese

Vstup: data X € RV*P (se sloupcem jednicek), cile t € RV,
Vystup: vahy w minimalizujici MSE.
1. Sestav X' X a X't. > D x D matice, D-vektor
2. Je-li X' X regularni: w « (X' X)"!1Xt. > jinak Fes pres SVD
Slozitost O(ND?) (sestaveni X' X) za pfedpokladu N > D.

P Piiklad — SZZ léto 2024 &. 31: Metoda nejmensich étverci

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 31 — Metoda nejmensich ¢tvercii)
Zadani. Data s jednim ¢iselnym atributem x a cilem y: (1, 1), (2, 3), (3, 2). (1) Popiste linearni model
a metodu nejmensich ¢tverci. (2) Odhadnéte koeficienty modelu. (3) Spoctéte stfedni kvadratickou
chybu modelu.
Reseni. (1) Model je piimka j = 8, + B;x (B, posun, f; smérnice); koeficienty odhadneme tak, aby
soucet ¢tvercii rezidui Y ;(By + B1x; — ;)% byl nejmensi (nulovy gradient = normalni rovnice).
(2) Pro jednu proménnou staci uzaviené vzorce s prumeéry x = 2, j = 2:
i —®M-y) _ DED+0-1+1-0 1 )
pr="= . = =5 Po=y-H

¥l — x)? (-1)2 + 0% + 12 2

=i
Il

N
|

N | =

Tedy |y =1+ %x (totéz da maticove (X' X)Xt se sloupcem jednicek).
(3) Predikce y = (1,5; 2; 2,5), rezidua y — y = (—0,5; 1; —0,5). Pak

1 0,25+1+0,25 15
MSE = =((=0,5)? + 12 + (=0,5)?) = =————== = == —0,5|

(Ovéreno numpy: 1stsq da (fy, By) = (0,5; 1), MSE = 0,5, soucet ¢tvercii rezidui = 1,5.)

Geometricky: pfimka proklada tfi body s minimalnim souétem ¢tverct svislych tisecek (rezidui).
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reziduum

+ + + X

1 2 3

ProloZeni nejmensimi ¢tverci dat (1, 1), (2, 3), (3,2) ptimkou y = 1 + %x. PIné body jsou data,
prazdné krouzky predikce na piimce, éervené svislé usecky jsou rezidua y; — 3, = (=0,5; 1; —0,5).
Metoda minimalizuje soucet jejich ¢tverct (= 1,5).

B Piiklad — SZZ podzim 2025 ¢. 30: Linearni regrese a L2 (centrovana data)

(Realna otazka SZZ: podzim 2025, ¢. 30 — Linedarni regrese, L2 regularizace)
Zadani. Data (x, y): (-1, 1),(0,3), (1, 2). (1) Popiste model a MNC. (2) Spoctéte OLS koeficienty (bez
regularizace). (3) Popiste cilovou funkci s L? a uréete smér zmény koeficientu u x oproti OLS.
Reseni. (1) Model f(x) = 8, + B1x, MNC minimalizuje ¥ ,(f(x;) — 1)%, feseni B = (X' X)Xy se
sloupcem jednicek.
(2) Data jsou centrovana (¥ = 0), takze X' X vyjde diagonalni a vypocet je kratky. Se sloupcem
o _[1-1y
jednicek X = (% 0 )
S
X'X=(32)  Xy=(aiissha) =)  B=(2) (%)= ()

Tedy fy =2, p; = % model y =2 + %x. (Ovéreno numpy: p = (2; 0,5).)

(3) L? minimalizuje Y,(f(x) — )? + A5? (A > 0, bias f3, se nepenalizuje). Penalizace tahne f; k nule,
takze |f| klesne (pfimka se zplosti), znaménko zistane kladné. Intercept f, se zde nezméni (data
jsou centrovana, X = 0); obecné se ménit mtze.

4.3 Trénovani pomoci SGD

Analytické fesSeni vyzaduje invertovat D x D matici, coZ je pro velké D pomalé a pamétové narocné.
Iterativni alternativa je gradientni sestup: opakované se posouvame proti gradientu chyby:.

& Definice — Gradientni sestup, SGD, minibatch

Minimalizujeme-li chybu E(w), gradientni sestup opakuje krok
W« w — a Vy, E(w),

kde a > 0 je rychlost uceni (learning rate, délka kroku). Podle toho, z kolika prikladu gradient
odhadujeme:
+ (davkovy) gradientni sestup — z celé trénovaci mnoziny (pfesny gradient, drahy krok);
« stochasticky gradientni sestup (SGD) - z jednoho nahodného piikladu (nestranny, ale za-
Ssumény odhad gradientu, levny krok);
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« minibatch SGD - kompromis: z nahodné podmnoziny B o B prikladech.
Jeden prichod vsemi trénovacimi daty (rozdélenymi na minibatche ndhodnou permutaci) se nazyva
epocha.

Pro linearni regresi s chybou %(XTW —t)? (a volitelné L? ¢lenem %||w||2) je gradient pfes minibatch

1
VwE(w) = @ Z (x]w —t;)x; + Aw.
ieB

Reziduum (x] w — t;) skaluje piispévek vstupu x;; L? ¢len piida Aw (tlak vah k nule, weight decay); slozka
odpovidajici biasu se v praxi obvykle nepenalizuje.

8 Algoritmus — Linearni regrese minibatch SGD

Vstup: data (X, t), rychlost uéeni @ > 0, sila L2 1> 0.
Vystup: vahy w (pfiblizné) minimalizujici regularizovanou MSE.
1. w < 0 (nebo nahodné). > inicializace
2. Opakuj do konvergence (pfes epochy):
(a) navzorkuj minibatch indexa B; > nahodna permutace — chunky velikosti B = epocha

1
(b) we—w—a E Z (xlTw = ti)xi — alw. > krok proti gradientu
ieB

© Poznamka. [Konvergence a normalizace] Soucet étverci je konvexni funkce vah, takze gradi-
entni sestup s dostate¢né malym krokem konverguje ke globalnimu optimu (pro konvexni hladkou
ztratu; presnéji SGD konverguje skoro jisté, klesa-li krok dostatecné, ale ne moc rychle — podminky
Yo = o0, ¥.a? < ). Pfiznaky v roiznych gkalach potiebuji riizné kroky; proto se pred SGD
obvykle normalizuji — min—max $kalovanim do [0, 1], nebo standardizaci x’ = % (nulovy prameér,
jednotkovy rozptyl). L? regularizaci a vy’bér A/stupné polynomu coby hyperparametri fesime obecné
v sekei 2.

P’ Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 27: Krok SGD s L2 regularizaci

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 27 — Linearni regrese a regularizace)

Zadani. Model y = f1x; + foxy + fy, data {(0, 2;3),(2,3;9), (1, 1; 2), (2, 0; 2)} (fadky x;, xp; y). Ucici

konstanta & = 0,1, L? sila A = 0,5. (1) Definujte chybovou funkci (souéet ¢tverctt + L2). (2) Z odhadu

Bi1 =1, By =3, By = —1 provedte jeden krok gradientni metody.

Reseni. (1) E = Zijil(yi =) A1 ﬁJz, kde 3; = f1x1 + Paxiz + fo; bias f se do regularizace

nezahrnuje.

(2) Gradient pocitame jako soucet pres vSechny Ctyri vzory (zde davkovy krok). Pro tuto formu chyby
. 9E ~\ OE A y . .

(bez faktoru %) je :_ﬂo =20y, — ), g_ﬁj = 2% —2(y — 3)%; + 2Ap;. Spocteme predikce a rezidua

=Y W
i‘xl xz‘Y‘J7=ﬁ1x1+ﬁzxz+ﬁo‘r=f’—y
110 2|3 0+6—-—1=5 2
212 319 2+9-1=10 1
311 112 1+3-1=3 1
412 02 2+0-1=1 -1
Derivace soudtu ¢tverclt Eggg (nepenalizovana ¢ast chyby; pozor: —2(y — ) = 2r, s¢itdme ptispévky

2r;, Tesp. 2r;x;;):

OF, JF, OF
R3S 2(2+1+1-1) =6, —5 = 3(2.0+1-24+11-12) = 2, —0

EE) apy P,

= 2(2:2+1-3+1:1-1-0) = 16.
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Regularizacni ¢len prida a%j)tﬁjz =2AB; =2-05- f; = B (jen k vaham, ne k fy): +4; = 1, +f, = 3.

Celkové gradienty:
8 = 6, g1=2+1=3, g =16 +3 =19.

Krok f ~ f-—agsa=0,1:

|fo=-1-01-6=-16, f=1-01-3=07, f=3-01-19=11]

(Ovéreno numpy: g = (6; 3; 19), nové f = (—1,6; 0,7; 1,1) — shoduje se s oficialnim nacrtem.)

4.4 OLS vs. SGD a kratce o nelinearité

P’ Piiklad — SZZ léto 2025 ¢. 30: Linearni regrese — analyticky vs. SGD

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 30 — Linedrni regrese)

Zadani (zkracené). (1) Zformulujte model a chybovou funkci. (2) Jak ziskat optimum explicitné?
(3) Zformulujte optimalizaci pomoci SGD. (4) Vyhody a nevyhody obou, zejména z hlediska kontroly
chyby na valida¢nich datech.

Reseni. (1) y(x) = x' w (bias paddingem 1), minimalizujeme souéet étverct %||Xw—t||2. (2) Analyticky:
poloZime gradient roven nule, dostaneme normalni rovnice X' Xw = X't a feSime pies inverzi
w = (X" X)"1X"t, resp. ptes SVD pti singularité. (3) SGD: opakuj w < w — afﬁi' Yiep(Xl w —t)x; po
minibatchich/epochach.

(4) Analytické feseni: presné, v jednom kroku, bez ladéni; ale inverze D x D matice je draha
a pamétové narocna pro velké D, a pfesné optimum na trénovacich datech mize zptsobit overfitting
(pfeuceni). SGD: skaluje na velka data a malo paméti, snadno ptida regularizaci — a hlavné miZeme
v prubéhu sledovat chybu na validacni mnoZiné a zastavit, nez nastane overfitting (early stopping);
naopak vyzaduje ladit «, pocet epoch a konverguje jen pfiblizné. Stru¢né: malé D a potreba presnosti
— analyticky; velka data a kontrola overfittingu — SGD.

© Poznamka. [Polynomialni ptiznaky: most k nelinearité] Linearni regrese modeluje jen
pfimky/nadroviny, ale ,linearni” se vztahuje k vaham, ne ke vstupu. Rozsifime-1i vstup x o mocniny,
piiznaky (x%, x1, ..., x™M), predikce wy + wyx + - + wyxM je polynom stupné M — model ziistava
linearni ve w, takZze plati vSechny vzorce vySe. Vy§si M zvysuje kapacitu (riziko overfittingu, viz
sekce 2). Obecnéji se konstruuji priznaky (feature engineering), napi. one-hot kdédovani kategorickych
hodnot.

5 Logisticka regrese

Logisticka regrese je pfes sviij nazev klasifikacni model: linearni funkeci vstupu protahne logistickou
(sigmoidni) funkci a vystup cte jako pravdépodobnost tfidy. Je to jedna z nejpouzivanéjsich klasifika¢nich
technik a zaroven nejjednodussi pravdépodobnostni klasifikator trénovany maximum likelihood estimation
(MLE, maximalni vérohodnost; sekce 1). V této sekci ji zavedeme pro binarni klasifikaci, odvodime jeji
ztratovou funkci i gradient a zobecnime ji softmaxem na vice trid.

© Poznamka. [Vztah k S1] Okruh S1 (sekce Strojové uceni) zminuje logistickou regresi piehledové
jako ,zmékéeny tvrdy prah® s pravdépodobnostnim vystupem. Zde to nezdvojujeme — jdeme do
hloubky, kterou S1 pfenechava S3: parametrizace pfes sigmoid, ztrata jako negativni log-vérohodnost,
odvozeni gradientu a SGD, multiclass softmax.
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5.1 Binarni logisticka regrese
Od tvrdého prahu k sigmoide

Linearni klasifikator pocita skore y(x; w) = w' x + b a tiidu pfifadi podle znaménka (prahu). Perceptron
(historicky nejstarsi algoritmus, Rosenblatt 1958) pouziva tvrdy prah sign(y): vraci jen tfidu {—1, +1}, na
linearné neseparabilnich datech nekonverguje a nedava pravdépodobnosti. Logisticka regrese tvrdy prah
zmék¢i — skore y protahne sigmoidou a vystup interpretuje jako P(C; | x).

E Definice — Sigmoidni (logisticka) funkce

Sigmoida je funkce
1

14+e%

o(z) =

Ma hodnoty v otevieném intervalu (0, 1), je rostouci, 0(0) = %, o(—z) = 1 — o(z) (stfedova symetrie

kolem bodu (0, %)) a asymptoticky o(z) — 1 pro z — +oo, 0(z) — 0 pro z — —oo. Jeji derivace je

o' =0(@(1-0(2), (0)=7.

asymptota 1

1-to(2)

0(0) = 0,5 (rozhodovaci prah)

asymptota 0

Sigmoida o(z) = 1/(1 + e7#). Hladce ptechazi z 0 do 1, hodnotu 0,5 nabyva v z = 0 (rozhodovaci prah)
ak asymptotam 0 a 1 se blizi pro velka zaporna, resp. kladna z. Zaporné z tedy znamené pravdépodobnost
tridy C; pod 50 %, kladné nad 50 %.

& Definice — Model binarni logistické regrese

Pro binarni klasifikaci (¢ € {0, 1}) logisticka regrese modeluje podminénou pravdépodobnost pozitivni
tiidy C; pomoci linearni funkce protazené sigmoidou. Oznaé¢ime linearni éast y(x;w) = w'x
a celkovy vystup

y(x; w) = o(w'x), P(Cy | x) = y(x; W), P(Cy | x) = 1—y(x;w).

Predikce. Vstup zatadime do t¥idy Cy, je-li y(x; w) > 0,5 (rozhodovaci prah 0,5), jinak do C,. Protoze
o(z) > % < z >0, je rozhodnuti ekvivalentni podmince w'x > 0.

[Bias jako prah; linearni rozhodovaci hranice] Bias b (absorbovany do w pfidanim stalého
pfiznaku xy = 1, jak délame dal) hraje roli trénovatelného prahu, proto sta¢i porovnavat skére s nulou.
Rozhodovaci hranice je mnoZina bodi s y = 0,5, tj. w'x = 0 - to je nadrovina (piimka v 2D), takze
logisticka regrese je linedrni klasifikator. Sigmoida méni jen tvar pfechodu mezi tfidami (jak rychle
pravdépodobnost roste pres hranici), ne jeho polohu.

© Poznamka. [Logit jako log-$ance] Inverze sigmoidy dava pro p = P(C; | x) linearni ¢ast jako
logit:
= log P(C | X)‘

P(Co | x)

35w) = log
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Linearni skore tak ma vyznam logaritmu Sance (log-odds) mezi obéma tfidami: y > 0 znamena Sanci
ve prospéch C;, y < 0 ve prospéch C.

5.2 Ztratova funkce, gradient a SGD
Ztrata = negativni log-vérohodnost (kiizova entropie)

Logisticka regrese se trénuje maximum likelihood estimation (MLE) (sekce 1). Vystup y(x; w) je pfimo
pravdépodobnost ttidy C;, takze cil t pochazi z Bernoulliho rozdéleni s parametrem ¢ = y: p(t | x; w) =
y!(1 = y)'™t. Minimalizujeme negativni logaritmickou vérohodnost (NLL); pro minibatch N piikladii je
ztrata

N N
E(w) = % Z —logp(Ctl_ | xi;w) = % Z ( —t;log y(x;; w) — (1 —t;) log (1 - y(xi;w))).

& Definice — Binarni kiizova entropie

Pro jeden ptiklad s vystupem y = o(w'x) a cilem t € {0, 1} je ztrata (binarni kiiZova entropie, =
NLL Bernoulliho modelu)
E=—tlogy—(1—1t)log(1—y).

Prot = 1se zni stane —log y (chceme y — 1), prot = 0 je to —log(1—y) (chceme y — 0).
Jista a spravna predikce da ztratu 0; jista a chybna predikce (y — 0 pfit = 1) ztratu +oco — model
je za sebevédomy omyl tvrdé penalizovan. Nazev ,kfizova entropie” plyne z obecného ramce MLE:
NLL = kfizova entropie mezi empirickym rozdélenim cili1 a modelem (sekce 1). Pozn.: kvadraticka
(MSE) ztrata se zde nepouziva — vede k nekonvexnimu problému a mizejicim gradientim v saturaci
sigmoidy.

Odvozeni gradientu

Toto odvozeni zada otazka SZZ jaro 2025 (€. 29, ¢ast 2). Provedeme derivaci krok po kroku pro jeden
priklad; zna¢me z = w' x, takze y = o(z) a E = —tloga(z) — (1 — t) log (1 - o(z)). Cilem je VE.

W Véta — Gradient ztraty logistické regrese

Pro jeden piiklad (x,t) a ztratu E = —tlog o(w'x) — (1 — t)log (1 — o(w'x)) plati

‘;_E =o(z) —t, a tedy VwE = (a(wa) - t) X |
z

Odvozeni (krok po kroku).
(1) Derivace sigmoidy. Z o(z) = (1 +e7* )_1 fetizkovym pravidlem

@D=—(14e?) P (en=— =1 € _)(1-0)

(14+e%)?2 14e# 1+¢e*

-z 1+e %) -1
kde posledni rovnost vyuziva € = ( ) =1-0(z2).
1+e7* 1+e7*

’ J—
(2) Derivace ztraty podle z. PouZijeme ai logo = 2 a ai log(1—0) =
z o 0z

E__, oG

9z o(2)

o@D I
o)~ o TUY

o’ (2)
1-0(2)

—(1—t)~
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(3) Dosazeni o’ = (1 — ). V prvnim zlomku se zkrati o, ve druhém (1 — 0):

% =—t(1-0(2) + (1 -1)o(2).

(4) Roznasobeni a zjednoduseni.

O~ —t+10() + 0@ ~to(d) = () 1.
z
Cleny +t 0(z) se vyrusi; zbyva rozdil predikce a cile.

(5) Pfechod ke gradientu podle w. ProtoZe z = w'x, je V,,z = x. Retizkovym pravidlem

VwE = % Vyz = (0(z) —t)x = (y(x;w) — 1) x. O]

[Elegantni tvar a jednotnost s linearni regresi] Gradient ma pozoruhodné jednoduchy
tvar (chyba predikce) x (vstup): (y — t)x. Je-li predikce pfesné (y = t), gradient je nulovy a vahy se
neméni; éim vétsi chyba, tim vétsi krok, a to ve sméru piiznaki x. Stejny tvar (y — t)x mé gradient
linearni regrese s MSE ztratou (sekce 4) i softmaxové regrese (nize) — to neni nadhoda, ale dasledek
zobecnénych linearnich modelii: vhodna aktivace (identita / sigmoida / softmax) s odpovidajicim
rozdélenim (normalni / Bernoulli / kategorické) a NLL ztratou vzdy vede k témuz tvaru gradientu.

Stochasticky gradientni sestup

Minimum ztraty nema logisticka regrese (na rozdil od linearni) v uzavieném tvaru, hledame ho proto
gradientnim sestupem. V praxi stochastickym (SGD): misto plného gradientu pies vSechna data pouzijeme
odhad z jednoho pfikladu nebo malé davky (minibatch).

8 Algoritmus — Trénovani logistické regrese (minibatch SGD)

Vstup: data (X € RVP| t € {0, 1}V), rychlost u¢eni a > 0.

Vystup: vahy w.
1. w < 0 (nebo malé nahodné hodnoty) > inicializace
2. opakuj do konvergence (nebo vycerpani trpélivosti) pro minibatch B:
1
a) g <« @ Z (O‘(WTXi) = ti) X; > priumérny gradient na davce
ieB
b) w <« w— ag > krok proti gradientu

Pro jeden pfiklad (¢isty SGD, |B| = 1) je krok pfimo

wew—alo(w'x)—1)x.

© Poznamka. [Prevence overfittingu] Vse, co plati o priznacich a L? regularizaci obecné, plati

i zde (sekce 2). Overfittingu (pfeuceni) pfi SGD branime zejména:
A

> [wl?, ¢éimz do kroku piibude ¢len —aAw (vahy se v kazdém

« L? regularizaci - ke ztraté pridame
kroku mirné ,smrstuji“ k nule);
- early stopping (vCasné zastaveni) — sledujeme validacni chybu a trénovani ukon¢ime, jakmile
zacne rust (model se prestava ucit signal a zac¢ina se ucit Sum).
Pomaha i rozumny learning-rate schedule (postupné snizovani «). Podrobnosti a obrazek valida¢ni vs.
trénovaci chyby viz sekce 2.

5.3 Klasifikace do vice trid: softmax

Pro K > 2 tfid zobecnime model dvéma kroky: vygenerujeme K linearnich vystupt (kazdy se svymi
vahami) a sigmoidu nahradime softmaxem, ktery K ¢isel pfevede na rozdéleni pravdépodobnosti pies
tridy.
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B Definice — Multinomialni logisticka regrese (softmax)

Pro K tfid mame matici vah W € RP*K (sloupec na tiidu). Linearni ¢ast je vektor y(x; W) = x' W €
RX (jeho i-ta slozka je skore tidy G). Softmax z n&j déla pravdépodobnosti:

oI

e

P(C; | x; W) = softmax (}")l. =

Vysledné hodnoty jsou v (0, 1) a séitaji se na 1. Klasifikujeme do tiidy s nejvyssi pravdépodobnosti,
¢ = argmax; P(G; | x; W). Model se téz nazyva softmax regrese nebo maximum entropy klasifikator.

[Softmax zobecriuje sigmoidu] Softmax je ,mékky argmax®: zvyrazni nejvétsi skore, ale
zachova pravdépodobnostni rozdéleni (nejen tvrdé vitézstvi). Pro K = 2 se redukuje na sigmoidu,
e 1
o(z) = softmax ([z,0]), = =
@ (L= 0T)o ee+ed  1+e*
soucet 1. Softmax je invariantni vii¢i pficteni konstanty ke viem skore (softmax(y +¢) = softmax(y)),
takZze model je mirné preurceny — pro K tfid by stacilo K — 1 sad vah.

. Exponenciéla je vzdy kladn4, déleni normalizuje na

© Poznamka. [Ztrata a trénovani — analogicky binarnimu ptipadu] Cil t € {0,1,...,K — 1} re-
prezentujeme one-hot vektorem 1; (1 na pozici spravné tfidy, jinak 0). Cil pochazi z kategorického
rozdéleni, ztrata je opét NLL = (kategorickd) k¥iZzova entropie:

N
1
E(W) = N > —log P(C, | x; W).
i=1
Trénuje se stejnym minibatch SGD jako binarni pfipad. Gradient ztraty podle vah tfidy ma opét tvar
(chyba) x (vstup),

VwE = x (y(x) — 1t)T e RP*K (pro jeden ptiklad; sloupec tiidy i je (y; — [t=i]) %),

kde y(x) = softmax(x’' W) je vektor predikovanych pravdépodobnosti. Odvozeni je analogické
binarnimu ptipadu: derivace kfizové entropie podle skére softmaxu vyjde dE/dy = y(x) — 1,.
Rozhodovaci oblasti softmaxu jsou konvexni (a tedy souvislé): hranice mezi dvojicemi tfid jsou
linearni.

5.4 Resené piiklady

B Piiklad — SZZ léto 2022 ¢&. 10: Predikéni funkce logistické regrese

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 10 — Logisticka regrese)

Zadani. (1) Napiste funkci, kterou predikuje model logistické regrese. (2) Jakych hodnot tato funkce
nabyvé a jaka je jejich interpretace?

Reseni. (1) Model spo¢ita linedrni kombinaci ptiznakil z = w' x + b a aplikuje na ni logistickou
(sigmoidni) funkci o(z) = 1; takze predikuje

+e %’

(2) Hodnoty leZi v intervalu (0, 1) a interpretuji se jako pravdépodobnost pfislusnosti k pozitivni
tridé, P(y=1 | x). Vlastni klasifikaci dostaneme prahovanim (typicky prah 0,5: tfida 1 pro y > 0,5,
jinak tfida 0).

28



P Piiklad — SZZ jaro 2025 ¢&. 29: Logisticka regrese pro binarni klasifikaci

(Realna otazka SZZ: jaro 2025, ¢. 29 — Logisticka regrese pro binarni klasifikaci)

Zadani. Dataset X = (x1,...,xy) s cili t = (t1, ..., ty). (1) Jak pouzit logistickou regresi pro binarni
klasifikaci? Jak vypada predikce? Jak nezavisle odhadnout chybu na nevidénych datech? (2) Jak
je definovana ztratova funkce? Odvodte jeji derivaci a ukazte SGD. (3) Jak pfi SGD zabranite
overfittingu?

Reseni.

(1) Model a predikce. Logistické regrese modeluje P(C; | x) = y(x; w) = o(w'x)so(z) = 1/(1+e7?)
a P(Cy | x) = 1 —y. Predikce: t¥ida 1, je-li y > 0,5 (ekvivalentné w' x > 0), jinak tiida 0. Odhad chyby
na nevidénych datech: data rozdélime na trénovaci (uéeni vah), validacni (ladéni hyperparametru,
napf. A, rozhodnuti o early stopping) a testovaci (jediné finalni méfeni). Pfi malu dat pouzijeme
k-nasobnou kfizovou validaci (sekce 1).

(2) Ztrata, derivace, SGD. Ztrata je negativni log-vérohodnost (Bernoulli), pro minibatch

E(w) = % Z —log P(Cti | Xl-;W), pro 1 vzor E = —tlogo(z) — (1 —t) log (1 - 0'(2)), zZ=wx.

1

Derivaci provedeme ptes 0/(z) = a(z)(l - O'(Z)):

’

’
9 % (1-DT = H1-)+ (-1 = —t+to+0—to=0(z)—t,
0z o 1-0

a protoze Vyyz = X, je Vo E = (o(w'x) — t)x (plné odvozeni viz véta vyse). SGD: inicializuj w, opakuj
w — w — a(o(w'x;) — ;)x; (resp. primér pfes minibatch).

(3) Prevence overfittingu. L? regularizace (¢len %||w||2 ke ztraté, ve kroku —aAw), early stopping
(zastavit, kdyz roste valida¢ni chyba) a rozumny learning-rate schedule (sekce 2).

B Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢. 29: Logisticka regrese (model, vystup, multiclass)

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 29 — Logisticka regrese)

Zadani. Model ma predpovidat pravdépodobnost dspéchu u zkousky podle doby uceni; data (ispéch
1/ netuspéch 0 vs. doba uceni) jsou na obrazku. (1) Popiste model logistické regrese: jak se spocita
vystup, jak se trénuji parametry, jaka je ztratova funkce? (2) Zakreslete ptiblizné vystup natréno-
vaného modelu (nepocitejte). (3) Jak by se model lisil pti klasifikaci do vice nez dvou ttid (napf.
predikce znamky)?

Reseni.

(1) Model. Jeden piiznak x = doba uceni (plus bias). Vystup y(x; w) = o(wx + wp), ¢teny jako
P(uspéch | x); klasifikace prahem 0,5. Trénink: maximum likelihood estimation (MLE) pfes SGD,
minimalizujeme negativni log-vérohodnost (NLL, binarni kifiZovou entropii) E = —tlogy — (1 —
t)log(1 — y) s gradientem (y —t) x; krok w < w —ar g.

(2) Vystup modelu. Sigmoidni kfivka rostouci s dobou uceni: u kratké doby blizko 0, u dlouhé
blizko 1, hodnotu 0,5 (rozhodovaci prah) protini zhruba tam, kde se v datech misi netaspéchy
a uspéchy.
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uspéch (t = 1)

yst del
::\ vystup modelu
>8 prah 0,5
& 0.5
=)
Nt
Ay
neuspéch (t = 0)
0 1 [ ] [
0 2 4 6 8 10

doba uceni [h]

Logisticka regrese na 1D datech (doba uceni — tspéch). Body lezi na y = 0 (netspéchy, kratka
doba) a y = 1 (Gspéchy, dlouha doba); modra sigmoida je vystup modelu P(dspéch | x). Prah 0,5
protina v pasmu, kde se obé tfidy prekryvaji - to je rozhodovaci hranice. Data jsou schematicka.

(3) Vice tfid. Misto jednoho vystupu se sigmoidou bychom méli K vystupii (sada vah na tfidu)
a sigmoidu nahradili softmaxem P(C; | x) = €%/ Y, i e, ktery da rozdéleni pravdépodobnosti pies K
tiid (s¢ita se na 1). Predikce = argmax; P(C; | x), ztrata = kategoricka kiiZova entropie, trénink opét
SGD. (Pro predikci znamky by navic davalo smysl vyuzit jeji usporadanost — ordinalni regrese — ale
to uz je nad ramec.)

6 Rozhodovaci stromy

Rozhodovaci strom (decision tree) je model, ktery rozdéli prostor vstupt na obdélnikové oblasti (osové
zarovnané fezy) a v kazdé oblasti predikuje jednu hodnotu. Inference je trivialni: od kofene nasledujeme
vétvici pravidla v uzlech, az dorazime do listu, jehoZ hodnotu vratime. Stromy zvladaji klasifikaci i regresi,
mix Ciselnych i kategorickych pfiznaki, nevyzaduji skalovani dat a jsou dobfte interpretovatelné — proto
jsou popularni jako stavebni kimen ansadmblt (random forest, boosting; viz sekce 8).

© Poznamka. [Vztah k S1] Okruh S1 (sekce Strojové uceni) uz rozhodovaci stromy zavadi na trovni
,zakladni principy®: definice (vnitfni uzly testuji atribut, listy davaji rozhodnuti), hladova konstrukce
,rozdél a panuj a kritérium informacniho zisku s booleovskou entropii B(q) a pfikladem AIMA
(restaurace, Patrons vs. Type). Zde to nezdvojujeme — entropii a zisk jen kratce zrekapitulujeme
s konzistentnim znacenim a jdeme do hloubky, kterou S1 vyslovné pfenechava S3: Gini index jako
alternativni kritérium, regresni stromy (rozptylové/MSE kritérium), souvislost kritérii se ztratovou
funkci a pfedevsim profezavani (pruning).

6.1 Algoritmus uceni: hladové shora dolu (rozdél a panuj)

Nalézt globalné nejmensi strom konzistentni s daty je NP-tézké; v praxi se proto stavi hladové: zatneme
jedinym listem se v§emi pfiklady a opakované rozdeélime list na rozhodovaci uzel se dvéma (obecné vice)
potomky tak, aby rozdéleni co nejvic zlepsilo homogenitu skupin. Hladova volba se nikdy nereviduje
(greedy). Oznac¢me I mnozinu indext trénovacich priklada v uzlu 7.

& Definice — Kritérium uzlu a vétveni

Kritérium ¢(9") méfi nehomogenitu (nedistotu, impurity) pfikladt v uzlu I - kolik nejistoty o cili
v uzlu zbyva. Pfi rozdéleni uzlu 9 na potomky 97 a Iy hledame priznak a jeho prah (resp. hodnotu),
které nejvic snizi celkové kritérium, tj. minimalizuji

c(TL) +c(TR)—c(T) L0.
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Kritéria se obvykle voli vazena velikosti uzlu, c(7") = |I5| - (necistota), takze rozdil vyse je pfimo
informacni zisk (aZ na znaménko a nasobek |I|).

Q% Algoritmus — Uceni rozhodovaciho stromu (greedy, rozdél a panuj)

BUILD-TREE(uzel J s priklady Ig):

if zastavovaci podminka(J ): return list s predikci z Iy > ¢isty uzel / hloubka / min.
prikladi ) )
(j*,v*) «— argminj’v [C(%’V)+C(9}%’V)] > for pres priznaky j a jejich hodnoty v

ERNEN

rozdél Iy testem ,x; <v na 95, Iz
BUILD-TREE(J}); BUILD-TREE(Jy)
return rozhodovaci uzel s testem (j*,v*) a podstromy J;, I,

Hled4ni nejlepsiho fezu je dvojity cyklus: pres vSechny priznaky a pres vSechny prahy
(u ¢iselného priznaku staci hodnoty mezi sousednimi setfidénymi hodnotami, u kategorického jed-
notlivé hodnoty). Pro kazdy kandidat spo¢itame kritérium obou potomki a vybereme fez s nejnizs$im
sou¢tem. Predikce listu je nejéastéjsi trida (klasifikace), rozdéleni trid (pravdépodobnostni vystup)
nebo primer cilii (regrese). Rozhodovaci uzly tak postupné déli prostor osové zarovnanymi rezy na
obdélniky (viz obrazek nize).

© Poznamka. [Zastavovaci heuristiky a zptisob stavby] Bez omezeni strom roste, dokud nejsou
listy ¢isté (overfitting (pfeuceni) — viz profezavani). Bézné heuristiky: maximalni hloubka; minimalni
pocet prikladt nutny k déleni uzlu; maximalni pocet listd. Strom se obvykle stavi bud do hloubky
(rekurzivné délime kazdy list, dokud plati omezeni), nebo - je-li dan limit poctu listt — délime vzdy
ten list, ktery nabizi nejvétsi pokles kritéria. Strom neomezené velikosti je neparametricky model
(roste s daty); s pevnym limitem list1 je parametricky.

Xy

Rs

Xp=2,2

Ry R,

X1

x=18
Rozhodovaci strom déli prostor pfiznakil osové zarovnanymi rezy na obdélnikové oblasti, kazda oblast
je jeden list (jedna predikovana tfida). Vlevo dva fezy (x;=1,8 svisle, pak x,=2,2 vodorovné vpravo)
rozdéluji rovinu na tfi oblasti Ry, Ry, Rs; vpravo strom, ktery tyto fezy generuje. Hranice je tedy vzdy po
¢astech kolma na osy — strom neumi sikmou hranici jednim fezem (potfeboval by ,schody®).

6.2 Kritéria vétveni

Otéazka ,ktery fez je nejlepsi“ se redukuje na ,jak méfit necistotu uzlu®. Pro klasifikaci se pouzivaji dvé
kritéria — entropie (informacni zisk) a Gini index — pro regresi rozptylové (MSE) kritérium. Ozna¢me
pg (k) podil ptikladi tiidy k v uzlu 7.
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Entropie a informacni zisk (rekapitulace z S1)

E Definice — Entropie, booleovska entropie, informaéni zisk

Entropie rozdéleni tiid v uzlu (v bitech, log = log,) je

Hpg)=- Y. pg(k) log, ps(K).
k: pg(k)>0

Pro binarni cil (podil pozitivnich g) piseme booleovskou entropii

B(g) = —qlogyq— (1 —q)log,(1—q),  B(0)=B(1) =0, B(3) = 1.

Pro mnozinu s p pozitivnimi a n negativnimi pfiklady je entropie f(ﬁ) Atribut A rozdéli priklady
e L) a informacni zisk

do skupin; zbytkova (vazena) entropie je Remainder(A) = ) ;. oin X pin
kT

Gain(A) = 4%) — Remainder(A).

V uzlu vybirame atribut (fez) s nejvétsim ziskem.

0.5 |

B(q) [bity]

IB(I):O

0 t } I
B0 0.25 0.5 0.75
q (podil pozitivnich)

Booleovska entropie B(q): je konkdvni, nulova v ¢istém uzlu (g = 0 nebo g = 1) a maximalni (1 bit) pfi
vyrovnaném pomeéru g = -. Cim neéistéjsi uzel, tim vyssi entropie; déleni vybirame tak, aby vaZena

v

Gini index
B Definice — Gini index (Gini impurity)
Gini index uzlu I méfi pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany prvek bude $patné oznacen, kdy-

bychom mu ndhodné pfifadili tfidu podle rozdéleni pg:
Gini(7) = 3’ p7 (k) (1= p7(K)) = 1= ) pg(k)*.
k k

Pro binarni cil s podilem g pozitivnich je Gini = 2¢(1 — ¢) (maximum % vg= % 0vgq € {0, 1}). Stejné

. . , . .. 98B B e (e 3 Iz| L. .
jako u entropie hledame fez minimalizujici vaZeny Gini potomkt ), %Gml(?]).
&
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Gini i entropie se chovaji velmi podobné: obé jsou 0 v ¢istém uzlu, maximalni u vyrov-
naného a jsou konkavni (proto déleni nikdy nezhorsi kritérium). Lisi se jen mirné tvarem a Gini
nepottebuje logaritmus, je tedy levnéjsi na vypocet — proto je vychozi v scikit-learn. V praxi vedou
skoro vzdy na stejny strom (jak uvidime u klasifika¢nich SZZ otazek nize). Vztah binarnich verzi je
Gini = 2g(1 — q) vs. B(q); obé ktivky maji stejny tvar ,kopce“ mezi 0 a 1.

Regresni stromy: rozptylové (MSE) kritérium

Je-li cil realné ¢islo, predikuje list primér cilti svych piikladt g = |I_1| Yic 1, ti- NeCistotu méfime souctem
7

kvadrati odchylek od tohoto praméru.

E Definice — Kritérium regresniho stromu

a A 1
p(9) = ), (6 —ig)% g =—— > &

i€ly | i€l

Je to |I5|-nasobek rozptylu cilti v uzlu. Rez vybirame tak, aby csp(J7) + csp(IR) byl co nejmensi
(nejvétsi pokles rozptylu).

[Kritérium plyne ze ztratové funkce] Neni nahoda, Ze regrese pouziva kvadratickou
chybu a klasifikace entropii/Gini. Vezmeme-li ztratovou funkci modelu a do ni dosadime optimalni
parametr listu (ten, ktery ztratu minimalizuje), dostaneme ,minimalni dosaZzitelnou ztratu® daného
listu — a praveé ta slouzi jako kritérium. Pro list:

« dosazeni optima do kvadratické ztraty da csg (regrese);
« dosazeni optima do zdporné log-vérohodnosti (NLL, sekce 1) da |I5-| - H(pg ), tj. entropické krité-
rium;
« dosazeni optima do kvadratické ztraty na binarnim cili t € {0, 1} da |I5| - pg(1 — pg), tj. (aZ na
faktor 2) Gini; s dvouslozkovym one-hot cilem vyjde ptesné |I| - Gini.
Délenim listu chceme tuto miniméalni dosazitelnou ztratu snizit, proto je minimalni ztrata uzlu rovnou
kritériem vétveni.

6.3 Profezavani (pruning)

Strom rostly do cistych listti snadno overfituje (pfeuci se): dokonale klasifikuje trénovaci data (kazdy
$um dostane vlastni list), ale $patné generalizuje. Profezavani (pruning) zjednodusuje strom, aby lépe
generalizoval — bud ho rovnou nenecha prertst, nebo prerostly strom zpétné zafizne.

& Definice — Pre-pruning vs. post-pruning

+ Pre-pruning (early stopping): zastavime déleni uz pri stavbé, jakmile pfestane byt uzitecné —
omezenim hloubky, minimalnim po¢tem pfiklad v uzlu, minimalnim poklesem kritéria, nebo
statistickym testem (y2, sekce 9), zda je zisk vyznamny. Levné, ale krdatkozraké: mize zastavit
prilis brzy (fez, ktery sim nepomutize, by mohl umoznit dobré fezy o droven niz).

+ Post-pruning: nechdme strom plné pfertst a pak ho zpétné zjednodusujeme — nahrazujeme
podstromy listy. Drazsi, ale spolehlivéjsi (vidime cely strom). Dvé hlavni varianty niZze.

E Definice — Redukce chyby pomoci validaénich dat (reduced-error pruning)

Méame samostatnou valida¢ni mnozinu. Prochazime uzly (typicky zdola nahoru) a uzel nahradime
listem (s vétsinovou tfidou jeho trénovacich prikladu) vzdy, kdyz to nezhorsi (nebo zlepsi) chybu na
valida¢nich datech. Opakujeme, dokud lze. Valida¢ni data strom pii stavbé nevidél; vétve, jejichz
odstranéni valida¢ni chybu nezhorsi, tedy pravdépodobné zachycovaly spi$ Sum trénovacich dat nez
obecnou zékonitost.
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B Definice — Cost-complexity pruning (weakest-link pruning, CART)

Zavedeme penalizaci za velikost stromu. Pro podstrom T definujme cenu
Ry(T) = R(T) + a|~T|,

kde R(T) je trénovaci chyba (napf. pocet ¢i podil chybné klasifikovanych pfikladt), [~T| pocet lista
a a > 0 cena za list. Pro uzel t a jeho podstrom T, je efektivni «

R(®) - R(Ty)

t) =
aeff() |~Tt|_1

kde R(t) je chyba, kdyby se ¢ stal listem. Iterativné ofezavame uzel s nejmensim aeg (nejlevné;jsi
zjednoduseni na list), ¢imZ vznika posloupnost strom pro rostouci o; nejlepsi a (kompromis accuracy
vs. velikost) se vybere kiiZovou validaci.

Cost-complexity pruning je regularizace stromu: « je ,pokuta“ za kazdy list. Pfi @ = 0
zUstava plny strom; jak o roste, vyplaci se obétovat listy, které zlepsuji trénovaci chybu jen malo. g
je ,cena za list uSetfeny sloucenim® — ofezavame tam, kde je nejlevnéjsi. Reduced-error pruning je
intuitivnéjsi (pfimo se pta validacnich dat), cost-complexity dava hladkou skalu slozitosti laditelnou
kfizovou validaci. Obé fesi totéZ: vymenit kus trénovaci accuracy za jednodussi, lépe generalizujici
strom (Ockhamova bfitva).

© Poznamka. [Stromy jako stavebni kimen ansambli] Jeden strom ma vysoky rozptyl (drobna
zména dat muze dat aplné jiny strom). Proto se kombinuji do ansambla: random forest (bagging
stromi na bootstrapovych vzorcich s ndhodnou podmnozinou pfiznakt v kazdém uzlu) a gradient
boosting (postupné stromy opravujici chybu). To je téma sekce 8; zde stromy bereme jako samostatny
model.

6.4 Resené priklady

Nasleduji vSechny ¢étyti realné SZZ otazky k rozhodovacim stromtm (tfi klasifika¢ni, jedna regresni),
krokované. Postavené stromy jsou ptekresleny do TikZ; ¢iselné hodnoty (entropie, zisky, struktura) jsme
ovérili nezavisle v Pythonu (scikit-learn DecisionTreeClassifier i ruéni vypocet).

P Piiklad — SZZ léto 2023 &. 7: Vybér koiene a mez 100 % accuracy

(Realna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 7 — Rozhodovaci stromy)

Zadani. Trénujeme strom na datech nize se dvéma kategorickymi atributy x;, x, a cilem y. (1) Popiste
algoritmus a kritéria vétveni. (2) Podle kterého atributu se vétvi koren? Pro¢? (3) Lze data klasifikovat
se 100 % accuracy (pfesnosti)? Vysvétlete.

X1 Xy
0 0 0
1 0 1
0 1 1
2 1 0
0 0 1
1 1 1
2 0 0
0 1 0

Reseni. (1) Hladové shora dolt1 (rozdél a panuj): v kazdém uzlu zvol atribut s nejvétsim informacnim
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ziskem (resp. nejmensim vazenym Gini), rozdél pfiklady podle jeho hodnot a rekurzivné pokracuj,
dokud nejsou listy ¢isté nebo nedojdou atributy (pak vétsinova ttida).

(2) Z 8 prikladt je 4 x y=0 a 4 x y=1, takZze entropie kofene je B(%) = B(%) = |1 |bit. Spocteme zisk
obou atributu.

Atribut x; (hodnoty 0, 1, 2) rozdéli pfiklady:

x=0: (2,2) — B(%) =1, x=1: (0,2)>0, x=2: (2,0)—>0.
(Zde (a,b) znaci a prikladt s y=0 a b s y=1.) Zbytek a zisk:

4 1 . _ 1 _
. -0 bE Gam(xl) =1- 5= .

Remainder(x;) = 3 1+35-0+

oo |
S
Il

Atribut x, (hodnoty 0, 1): obé skupiny x,=0 i x,=1 maji pomér (2, 2), tedy B(%) =1

Remainder(x,) = % 14+=-1=1, Gain(xy)=1—-1= @

0 | v

Kofen se vétvi podle x; (vy$si zisk; x, samo o sobé nerozlisi viibec nic). Vétve x;=1 a x;=2 jsou
rovnou Cisté listy.

(3) Ne. V datech jsou shodné vstupy s riznym cilem: tadky (x;, x,) = (0,0) se objevi s y=01i y=1,
stejné (0,1) s y=1i y=0. Zadny model rozhodujici jen podle (x;, x;) tyto dva pary nerozlisi — af
strom roste jakkoli hluboko, ve vétvi x;=0 zbudou ¢tyfi pFiklady (0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 1, 0),
které maji jen dvé riizné kombinace vstupt, ale obé tfidy. Maximalni dosazitelna accuracy je tedy
(konkrétné 6/8: ve vétvi x;=0 predikuje list vétsinu, dvé protichtidna pozorovani ziistanou
$patné).

(2,2) (2,2)

Strom pro 1éto 2023: kofen x;. Vétve x;=1 a x;=2 jsou Cisté listy. Vétev x;=0 se sice da jesté délit
podle x,, ale obé podskupiny ziistanou pomér (2, 2) — nerozdélitelny sum se shodnymi vstupy
a riznymi cili. Proto 100 % accuracy neni dosazitelna.

P Piiklad — SZZ podzim 2024 ¢&. 31: Stavba stromu, kofen A, profezavani valida¢nimi daty

(Realna otazka SZZ: podzim 2024, ¢. 31 — Rozhodovaci strom)
Zadani. Data se tfemi atributy A, B,C a cilem Y € {n, y}. (1) Postavte plny strom (bez omezeni).
(2) Pro atribut v kofeni popisSte vypocet kritéria. (3) Provedte profezavani valida¢nimi daty.
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Trénovaci:

4 B CY Validacni:
0 1 2 6 n
1 1 2 6 n 4 B CY
2 3 2 8 'y 8 1 2 8 n
3 3 4 6 y 9 3 4 6 vy
4 3 4 8 vy 10 3 4 6 vy
5 3 4 8 n 1 3 4 8 vy
6 3 4 8 n
7 3 4 6 y

Reseni. (1)+(2) Kofen. Z 8 piikladt jsou 4x n a 4x y, entropie kotene B(%) = 1. Spocteme zisk fezll
(kontrola jednotlivych prahi):

A<2(tj. A=1vs. A=3) : (2,0)](2,4) = Remainder = % 0+ gB(g) = % -0,918 ~ 0,689,

Gain =~ 1—0,689 =|0,311|;
B<2: (2,1)](2,3) = Gain = 0,049;
C<6: (2,2)](2,2) = Gain = 0.

Nejvétsi zisk ma | A | (oficialni nacrt uvadi = 0,32 kvuli zaokrouhleni tabulky logaritmu). Vétev A < 2
je Cisty list (n). V pravé vétvi A > 2 (6 piikladt, 2 n, 4y, B(%) =~ 0,918) délime dal podle C < 7: vlevo
(0, 2) cisty list y, vpravo C > 7 ma (2, 2), kde rozdéli B < 3 na ¢isty list y (0, 1) a list (2, 1). Strom
vyjde stejny pro entropii i Gini (ovéfeno).

Plny strom (podzim 2024), totozny pro entropii i Gini. Dvojice (n, y) udava poé¢ty tiid v uzlu. Kofen
A, pak v pravé vétvi C, pak B. List (2, 1) neni ¢isty (zbylé ptiklady maji shodné A, B, C, ale rtizné
Y), predikuje vétsinu n.

(3) Profezavani validacnimi daty (reduced-error pruning). Spustime 4 valida¢ni pfiklady plnym
stromem:

id ‘ A B CY ‘ plny strom po ofezu A>2—y
1 2 8 n nv nv

913 4 6 vy yv yv

103 4 6 vy yv yv

113 4 8 vy nX yv

Plny strom déla na validaci 1 chybu (id 11: prochazi A>2,C>7, B>3 do listu n, ale skute¢nost je y).
Nahradime-li cely pravy podstrom (uzel C, tj. vSe pod A > 2) listem s vétsinovou trénovaci tiidou y
(4 y vs. 2 n), valida¢ni chyba klesne na @ Profezani tedy chybu zlepsilo — ofez pfijmeme. (Postupem
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zdola nahoru dojdeme ke stejnému stromu: nejdfiv uzel B < 3, jehoz trénovaci priklady maji pomér
(2, 2) - at remizu rozhodneme jakkoli, valida¢ni chyba se nezhorsi, takze se ofizne; pak uzel C <7
nahrazeny listem y da valida¢ni chybu 0, takZe se ofizne také.) Strom se zmensi na A < 2 — n, jinak
y. (Alternativné lze pouzit cost-complexity pruning.)

P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 30: Zadany koien D, kritérium pravého podstromu, profeza-

vani

(Realna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 30 — Rozhodovaci strom)

Zadani. (a) Postavte strom, do kofene zvolte atribut D; volby zdivodnéte, pro pravy podstrom D
spoctéte kritérium pro vSechny atributy. (b) Vysvétlete profezavani, uvedte neprofezany a profezany
strom a kritérium profezavani. Sloupec id se k uceni nepouziva.

—
o

N WD RO
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Reseni. (a) Kofen je zadan: D < 4,5 (tj. D=3 vlevo, D=6 vpravo). Kofen ma 4 x 0, 4 x 1, entropie 1.

Levy podstrom D=3 (id 2,6, 7, cile 1,0, 1, tj. pomér (1, 2)): déleni podle C < 7 da vlevo C=6 jediny
priklad id 6 (list 0), vpravo C=8 piiklady id 2,7 (oba Y=1, €isty list 1). Levy podstrom je tedy hotovy.
Pravy podstrom D=6 (id 0, 1, 3,4, 5, cile 0,0, 1, 1, 0, pomér (3, 2), B(%) = 0,971) - spocitdme vazené
entropie po déleni pro vSechny atributy:

2 3 1
A<2: (1L, 1)l (2 Dps = £ -1+ :B(5) = 0,4 +0,6-0,918 ~ 0,951 |

3l 2
B<3: (2 1)n3|(1, 1)n2 = EB(E) + 5 1~=10,951§
1 41 4
C<7: (O, l)nl |(3, 1)n4 = 3 -0+ EB(Z) = 5 0,811 = 0,649 |.

1 (id 4), vpravo C=8 ma id 0, 1, 3, 5, pomér (3, 1); déli se podle A < 2 (id 1 list 0; stejny zisk by dal
iB<3)aA>2(id0,3,5, pomér (2, 1)), kde fez B < 3 da id 3,5 (pomér (1, 1), nerozdélitelny $um)
a B > 3 cisty list 0 (id 0). Strom dava stejné predikce pro entropii i Gini (ovéfeno); nakreslené poradi
uzli odpovida entropii.
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c<L7

ano ne

|0(1,0)| |1(0,2)|

Neprotezany strom do maximalni hloubky (jaro 2026), shodny pro entropii i Gini. Dvojice (1, n;)
udéava pocty ttid. Prava vétev D=6 se déli podle C, pak A, pak B; list (1, 1) je nerozdélitelny (shodné
vstupy id 3 a 5 s riznym Y).

(b) Profezavani odstrariuje overfitting: na trénovacich datech je chyba mala, ale na novych vétsi nez
u jednodussiho stromu. Nahradime uzel A < 2 (cely pravy spodni podstrom) listem: jeho trénovaci
priklady id 0, 1, 3, 5 maji pomér (3, 1), vétsina je 0. PIny podstrom stejné jeden piiklad (id 3 vs. 5)
klasifikuje $patné (list (1, 1)), takze nahrada listem 0 chybu nezhorsi a strom zjednodusi (méné listi).
Profezany strom: D < 4,5 - (C < 7?0 : 1);jinakC<7 —>1,C>7 — 0.

R(t) - R(Ty)

Kritérium ofezu (cost-complexity):  aeg(t) = ~T1=1
<] —

>

ofezava se uzel s nejmensim g, dokud je pod prahem; R(¢) je chyba uzlu jako listu, R(T;) chyba
podstromu, |~T;| pocet jeho listi. (Alternativné reduced-error pruning podle valida¢nich dat.)

P Piiklad — SZZ podzim 2022 ¢. 19: Regresni strom — vybér atributu

(Realna otazka SZZ: podzim 2022, ¢. 19 — Rozhodovaci stromy)

Zadani. (1) Definujte rozhodovaci strom a popiste algoritmus jeho trénovani. (2) Uvedte kritérium
pro vybér atributu pro klasifikaci a pro regresi. (3) Pro data nize (kategorické atributy A, A,, ¢iselny
cil C) urcete, podle kterého atributu se déli kofen pro regresi, a proc.

A A, C
0 0 5
0o 0 3
0 1 4
1 0 6
11 2
1 1 4

Reseni. (1) Rozhodovaci strom je stromovy model: vnitini uzly testuji atribut, vétve odpovidaji jeho
hodnotam a listy nesou predikci (tfidu nebo ¢islo). Trénuje se hladové shora dola (rozdél a panuj):
v kazdém uzlu se vybere atribut podle zvoleného kritéria, data se podle néj rozdéli a rekurzivné se
pokracuje, dokud nejsou listy ¢isté, nedojdou atributy nebo neni splnéna zastavovaci podminka.
(2) Klasifikace: maximalizace informac¢niho zisku (pokles entropie) nebo minimalizace Gini in-
dexu. Regrese: minimalizace vazené sumy ¢tvercovych odchylek (SSE) v potomcich, ekvivalentné
maximalizace redukce rozptylu.
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(3) Celkovy primér je C = 4, SSE rodi¢e = Y(C;—4)* =1+ 14+0+4+4+0 = .
« Déleni podle Ay: Aj=0 — {5, 3,4}, pramér 4, SSE 2; A;=1 — {6, 2, 4}, pramér 4, SSE 8. Celkem
2 + 8 = 10, redukce @
« Déleni podle Ay: A;=0 — {5, 3, 6}, prumér = 4,67, SSE = 4,67; Ay=1 — {4, 2,4}, pramér = 3,33,
SSE = 2,67. Celkem =~ 7,33, redukce .
V kofeni proto délime podle A, (vétsi redukce rozptylu). Atribut A; nedava zadnou redukei, protoze
obé jeho vétve maji stejny prumér 4 jako rodic.

© Poznamka. [Co si odnést — rozhodovaci stromy]
« Inference = sleduj testy do listu. Uéeni = hladové shora dolt (rozdél a panuj): v kazdém uzlu fez
(pfiznak + prah) minimalizujici kritérium potomkd.

« Kritéria: klasifikace — entropie/informaéni zisk Gain = B(——) — Remainder(A) nebo Gini

P

pn
= 1- Y p (levnéjsi, prakticky stejny strom); regrese — rozptyl/MSE csg = Y'(t; — ). Kritérium
plyne z minimalni dosazitelné ztraty listu.

« Profezavani: pre-pruning (zastav brzy: hloubka, min. piikladi, y?) vs. post-pruning (pferost
a zafizni): reduced-error (ofeZ, co nezhorsi validaéni chybu) a cost-complexity (penalizace o
za list, ofez podle nejmensiho a.¢,  ladi kiizova validace).

o Mez stromu: shodné vstupy s riznym cilem nelze rozdélit (1éto 2023: 100 % accuracy nedosazi-
telna). Jeden strom ma vysoky rozptyl = ansambly (sekce 8).

7 Metoda podpurnych vektora (SVM)

Metoda podpurnych vektoru (support vector machines, SVM) je linearni klasifikator, ktery mezi vsemi
oddélujicimi nadrovinami vybere tu s nejvétsim marginem (margin, odstup od dat). Ve spojeni s kernel
trikem zvladne i nelinedrné oddélitelna data a patii k nejuspésnéjsim klasifikatortim ,z krabice®. Tato
sekce jde do hloubky, kterou S1 (sekce Strojové uceni) vyslovné pfenechava S3.

© Poznamka. [Vztahk S1] Okruh S1 zavadi SVM prehledové: maximalni margin, podptirné vektory
a jadrovou transformaci jako hlavni myslenku, s dvoupanelovym obrazkem. Zde to nezdvojujeme.
Stavime na tom a jdeme do detailu: jak pfesné vypada optimaliza¢ni tiloha (QP), pro¢ zavisi jen na
skalarnich soucinech, soft margin a hinge loss, konkrétni jadra a klasifikace do vice tfid.

7.1 Linearné separabilni tiidy: maximalni margin

Méjme binarni klasifikaci s daty (x;, t;), kde cile zna¢ime symetricky t; € {—1, +1} (ne {0, 1} jako u logis-
tické regrese — u SVM se to vyplati). Linearni model je

y(x) = w'x+b, predikce = sign y(x).

Rovnice w'x + b = 0 uréuje oddélujici nadrovinu (v roviné piimku); vektor w je na ni kolmy. Predpo-
kladejme, Ze data jsou linearné separabilni, tj. existuje nadrovina, ktera bezchybné oddéli obé ttidy.
Takovych nadrovin je obecné nekone¢né mnoho; SVM mezi nimi voli jednu konkrétni.

B Definice — Margin, podpiirné vektory

Margin (margin, $ife odstupu) oddélujici nadroviny je vzdalenost od nadroviny k nejbliz§imu tréno-
vacimu bodu (na obé strany). Maximalné marginovy (max-margin) klasifikator je nadrovina
s nejvétsim moznym marginem. Trénovaci body leZici nejbliz k nadroviné (pfesné na marginu) se
nazyvaji podpuarné vektory (support vectors); pravé ony nadrovinu urcuji — ostatni body lze
odebrat, aniz se hranice zméni.
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Mezi mnoha ptimkami, které data oddéli, vybere SVM tu ,nejodvaznéjsi“ - s co nejvétsi
rezervou na obé strany. Siroky margin zlepsuje generalizaci: malé posuny dat hranici neptekrodi,
takZe model je robustni vi¢i Sumu. Tomuto principu se fika maximalizace marginu a lze ho chapat
jako jistou formu regularizace.

Od marginu k optimaliza¢ni aloze

X.
Vzdalenost bodu x; od nadroviny je b;|(w|l|)| Klasifikuje-li model v§echny body spravné, je t; y(x;) > 0,
t y(x;)
takze |y(x;)| = t; y(x;) a vzdalenost je W] . Chceme maximalizovat margin, tj. vzdalenost nejblizsiho
w
bodu:
argmax mm [t (w'x; + b)]

0\ ||
Takto se uloha optimalizuje $patné. PomiiZe pozorovani, Ze model je invariantni vuci preskalovani:
vynasobime-li w i b stejnou konstantou, nadrovina (ani znaménko y) se nezméni. MiZeme proto skalu
yukotvit“ tak, aby pro nejblizsi body platilo t; y(x;) = 1. Pak pro vSechny body plati t; y(x;) > 1 a maxima-
lizace 1/||w] je totéz co minimalizace %||w||2 )

W Véta — Primarni tilloha hard-margin SVM (kvadratické programovani)

Pro linearné separabilni data je max-margin nadrovina feSenim tlohy

miil %||w||2 za podminek #(w'x; +b) > 1 pro viechna i.
W,

Ucelova funkee je kvadratickd a podminky linedrni (afinni) v w, b, jde tedy o tlohu kvadratického
programovani (QP). U¢elova funkce je navic konvexni, takze optimum je jednoznac¢né (globalni).
Pri této normalizaci je margin roven

: 2 S, i . . 2
tj. celkova $ife pasu mezi marginy = —.

A
[wl’ ’ Iwl

margin =

[Pro¢ 2/|w|] Body s t; y(x;) = 1 lezi na dvou rovnobéznych nadrovinaich w'x + b = +1
aw'x +b = —1 (kladny a zdporny margin). Vzdalenost mezi dvéma rovnobézkami w'x + b = +1 je

" i Minimalizovat |w] tedy znamena rozsifovat pas mezi marginy.
w
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=
)

trida +1

o
o
margin = —
MUATE = T
N
N
wWxX+b=0
Y
N

—> X

trida —1

Max-margin separator: plna ¢ara je rozhodovaci hranice w'x + b = 0, ¢rkované ¢ary jsou dva marginy
w'x + b = +1. Zakrouzkované body lezi pfesné na marginu - to jsou podpiirné vektory (p.v.), které
hranici ur¢uji. Vektor w je na hranici kolmy:; sife pasu je 2/|w].

Dualni tvar a role skalarnich souc¢inu

Uloha s nerovnostnimi podminkami se fe$i ptes Lagrangeovy multiplikatory a; > 0 (jeden na kazdou
podminku; podminky optimality KKT — Karush-Kuhn-Tucker). Plnou derivaci vynechavame; kli¢ové je,
jak vypada vysledek. Po dosazeni optimalnich w = ), a;t; x; vznikne ekvivalentni dualni iloha

max E a; — % E E aa; tit; xlij za podminek g; > 0, E at; = 0.
a - — £ —_ -
i i i

skalarni soucin

[Dvé zasadni pozorovani]

« Zavislost jen na skalarnich soucinech. V duilni tloze se data objevuji vyhradné pies skalarni
soudiny x] x ;- To je brana ke kernel triku (niZe): sta¢i umét pocitat skalarni souciny, samotné
vektory nepotfebujeme.

- Ridkost: jen podpiirné vektory. Z podminek KKT plyne a; (;y(x;) — 1) = 0 pro kazdé i.
Tedy bud je bod pfesné na marginu (t;y(x;) = 1), nebo ¢; = 0. Body s ¢; = 0 se v predikci
y(x) = ¥ ait; X x + b neuplatni. Sta¢i tedy uchovat jen podpiirné vektory (body s a; > 0). SVM je
sice neparametricky model (pocet podpurnych vektort roste s daty), ale pamétové asporny.

7.2 Linearné neseparabilni tfidy: soft margin

Realné data byvaji zasumeéna a oddélit je beze zbytku pfimkou nelze (hard-margin tloha pak nema feseni).
Soft margin (mékky margin) povoli, aby nékteré body byly uvnit marginu, nebo i na $patné strané
hranice, ale za pokutu.

& Definice — Slack proménné, soft-margin SVM

Pro kazdy bod zavedeme slack proménnou & > 0 méfici poruseni marginu. Podminku #y(x;) > 1
uvolnime na ;y(x;) > 1 — &. Optimalizujeme

min L|w|?+C Z & zapodminek f(w'x;+b)>1-§, §>0.
w,bE 2 ;

Hodnota slacku rozlisuje polohu bodu: & = 0 bod vné marginu (spravné, s rezervou), 0 < & < 1 bod
uvnitr marginu (spravné, ale bez rezervy), § = 1 bod na hranici a § > 1 bod na $patné strané hranice

(chyba klasifikace).

41



vy

penalizuje soucet slacku ) ; &.
« Velké C - chyby jsou drahé, model se snazi klasifikovat v$e spravné (izky margin, bliz k hard-
margin; riziko overfittingu, tj. pfeuceni).
« Malé C - chyby jsou levné, model upfednostni Siroky margin a toleruje poruseni (vic regularizace,
hladsi hranice).

C je hyperparametr; ladi se kiizovou validaci (viz sekce 1).

X2

A tiida —1 (kolecka)

tiida +1 (¢tverce)

o

Y
df“’\“i“ o
N

. .
hranice® margin +1
X .

\ margin —

oy
Soft margin: vétsina bodt lezi spravné vné marginu (¢ = 0, zakrouzkované jsou podpirné vektory
pfesné na marginu). Oranzova usecka — kladny bod uvnitt pasu na spravné strané hranice (0 < § < 1).
Cervena usecka — bod zaporné tiidy zabloudil na kladnou stranu hranice (§ > 1, chyba). Slack & je
(8kalovana) kolma vzdalenost od piislusného marginu k bodu; jeho soucet ), & pokutuje konstanta C.

Hinge loss: SVM jako regularizovana ztrata

Z podminek lze slack vyjadiit explicitné: & = max (0, 1—#y(x;)) (je-li bod spravné s rezervou, je 1—;y < 0
a slack je 0; jinak je kladny). Dosazenim dostaneme bezpodminkovou formulaci pres hinge loss (zavésovou
ztratu):
Zhinge(, y) = max(0, 1 -t y), min C > Lhinge(t v(x)) + %IIWII2
’ i

—
~ regularizace

datova ztrata

Hinge loss penalizuje bod, dokud neni spravné klasifikovan s rezervou (t;y > 1); za touto
hranici je ztrata nulova (proto ,zavés®). To je rozdil oproti logistické regresi (sekce 5), jejiz ztrata
—log o(ty) klesa k nule jen asymptoticky a odménuje i body daleko za hranici. Formulace ukazuje,
ze C je inverzni sila regularizace: C — oo znamena zadnou regularizaci (hard-margin), C — 0
ignoruje data. SVM tak zapada do téhoZz ramce ,datova ztrata + regularizace” jako linearni a logisticka
regrese; lisi se jen volbou ztratové funkce.

7.3 Jadrové funkce: kernel trick

Linearni SVM zvladne jen linearné (téméf) oddélitelna data. Trik, jak ho zmocnit pro nelinearni hranice:
data nejprve transformovat zobrazenim ¢ : RP — RF do prostoru vyssi dimenze, kde se stanou linearné
separabilni. Linearni hranice v novém prostoru odpovida zakrivené hranici v ptivodnim.
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[Pro¢ vyssi dimenze pomaha] Body, které v roviné nejdou oddélit pfimkou (napf. jedna
tfida uvnité kruhu, druha kolem), se ptidanim vhodnych piiznaka (napf. x2, x2, x,x,) v prostoru
vyssi dimenze ,rozestoupi® tak, Ze je oddéli nadrovina. Vzdalenost od pocatku (x? + x2) je novy
pfiznak, podle néjz se vnitini a vnéjsi kruh lisi.

Xt + x?

O 0 0 00 0 o o

(0] nadrovina
o o
] | ¢ E [mm}
—o0 o o—>x— > i x|
B g

(b) po transformaci: oddéli vodorovna nadrovina

(a) v R%: nejde oddélit piimkou

Kernel trik. (a) Vnitini tiida (¢ervené ¢tverce, maly shluk kolem pocatku) a vnéjsi tfida (modra kolecka
rovnomérné na kruznici) nejdou v roviné oddélit pfimkou. (b) Po transformaci do prostoru vyssi dimenze,
kde je novym ptiznakem vzdalenost od po¢atku x? + xZ, se tiidy rozdéli a oddéli obyéejnou (vodorovnou)
nadrovinou; ta v piivodni roviné odpovida kruznici.

Transformace do vysoké (i nekone¢né) dimenze by byla vypocetné draha. Tady se uplatni, ze dualni
SVM zavisi na datech jen pres skalarni souciny: sta¢i umét spocitat ¢(x)" @(x’), transformaci samotnou
nikdy nepotfebujeme.

& Definice — Jadro, kernel trick

Jadro (kernel) odpovidajici transformaci ¢ je funkce

K(xx') < (T px').

Kernel trick: v dualni uloze i v predikci y(x) = ) ait; K(x,x;) + b vSude nahradime skalarni
soudin xlij jadrem K(x;, x;). Pracujeme tak ve vysokodimenzionalnim prostoru, aniz bychom ¢ kdy
explicitné vycislili.

E Definice — Nejéastéjsi jadra

« Polynomialni jadro stupné (nejvyse) d:

K(xx)=({yxx +1)
Odpovida transformaci na vSechny souéiny az d vstupnich pfiznaku (interakce do stupné d).
Prod =2ay = 1je @(x;, x5) = (1, V2 x1, V2 x5, x2, /2 x1 %, x5).
« Gaussovo (RBF) jadro (radial basis function):

K(x,x') = exp(—y||x—x'||2), y > 0.

Odpovida skalarnimu soucinu v prostoru nekonecné dimenze (kombinaci polynomialnich jader
vsech stupnu).
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[Kdy jadra pomohou a jak se chova RBF] Jadra pomohou, kdyZ hranice mezi tfidami
neni linearni. RBF jadro je funkci vzdalenosti: K(x,x") je velké pro blizké body a klesa k nule pro
vzdalené. SVM s RBF tak vlastné vazi ,svédectvi® trénovacich boda podle vzdéalenosti - je to chytfejsi
varianta k-NN (sekce 3), ktera bere v ivahu vSechny body, kazdy vazeny podobnosti. Parametr y ridi
dosah: velké y = uzké $picky kolem bodu (riziko overfittingu), malé y = Siroky vliv (hladsi hranice). Na
linearné oddélitelnych datech jadro nepomuiize — naopak muze vést k overfittingu; tam staci linearni
SVM.

7.4 Klasifikace do vice trid

SVM je ze své podstaty binarni. Pro K > 2 tfid se sklada z vice binarnich klasifikatort dvéma standardnimi
zpusoby.

& Definice — One-vs-rest a one-vs-one

« One-versus-rest (jeden proti zbytku, OvR): natrénuje se K binarnich klasifikatoru; i-ty oddéluje
trfidu i od vSech ostatnich. Pti predikci vybereme tfidu, jejiz klasifikator da nejvyssi skore
(vyzaduje srovnatelna skore, idealné kalibrované pravdépodobnosti — coz SVM pfimo nedava).

+ One-versus-one (kazdy s kazdym, OvO): natrénuje se (12<) klasifikatord, jeden pro kazdou
dvojici tfid (i, j). Pfi predikci kazdy hlasuje pro jednu ze své dvojice a vitézi tiida s nejvice hlasy.
(Tuto variantu pouziva pro SVM napft. knihovna 1ibsvm/scikit-learn.)

[Kompromis OvR vs. OvO] OvR trénuje jen K klasifikatorti (méné modelt), ale kazdy
na nevyvazenych datech (jedna tfida proti K — 1) a vyZaduje porovnatelna skére. OvO trénuje
(12<) = @ klasifikatorti (kvadraticky mnoho), zato kazdy na malé, vyvazené dvojici tfid; proto
se hodi pro SVM, jehoz trénink skaluje nadlinearné s poctem bodd. Nevyhoda hlasovani: vznikaji
nerozhodné oblasti, kde vic tfid dostane stejné hlasu.

© Poznamka. [Nad ramec pozadavkii] Jen pro tiplnost a bez detailu: dualni tilohu SVM v praxi
fesi algoritmus SMO (Sequential Minimal Optimization), coZ je soufadnicovy sestup optimalizujici
vzdy dvojici multiplikatorii a;, a; najednou (kvili podmince }3; ait; = 0). SVM lze upravit i na regresi
(SVR) s e-necitlivou ztratou. Tyto detaily pozadavky nevyzaduji.

7.5 Reseny priklad

P Piiklad — SZZ léto 2024 &. 30: Metoda podpurnych vektori (SVM)

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢. 30 — Metoda podpiirnych vektorii (SVM))

Zadani. Data se dvéma priznaky, dvé tridy. Tfida A (kfizky, t = +1): (1, 1),(2,2),(2,0). Tfida B
(kolecka, t = —1): (0,0),(1,0),(0, 1). (1) Popiste, jak funguji a trénuji se linearni SVM pro linearné
separabilni data. (2) Zakreslete pfibliznou rozhodovaci hranici linearniho SVM. (3) Jak ovlivni hranici
ptidani bodu (3, 3) do tiidy A? (4) Pomohlo by na téchto datech RBF jadro? Nakreslete dataset, kde
RBF pomohou.

Reseni.

(1) Princip. Viz vyklad vyse: SVM hleda oddélujici pfimku s maximalnim marginem, tj. fesi QP tlohu
min %||w||2 za podminek t;(w'x; + b) > 1. Hranici uréuji podpiirné vektory (body s a; > 0); ty lezi
presné na marginu, obracené to platit nemusi.

(2) Hranice. Geometrie dat: tfida B je v ,levém dolnim” rohu, tfida A nad ni. Nejbliz§i body tfidy
A lezi na pfimce x; + x5 = 2, nejblizéi body tfidy B na x; + x; = 1; separator kolmy na smér (1,1)
uprostied mezi nimi je zarovenl maximalné marginovy. Lepsi byt nemutiZe: bod (1,1) tftidy A ma od
usecky (1,0)-(0, 1), ktera lezi v konvexnim obalu tf¥idy B, vzdalenost 1/ V2, akazda oddélujici pfimka
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musi lezet mezi nimi, takZe 74dna nemé margin vétsi nez 1/(2+/2). Tento separator ho dosahuje
(ovéfeno i fesiem, viz niZe). Je to pfimka

EFRT18) dws(p=-is

(v kanonické normalizaci w = (2,2), b = —3, aby nejblizsi body mély |y| = 1). Na marginu lezi (1,1)
a(2,0)z Aa(1,0),(0,1) z B. Jako podpuarné vektory (s g; > 0) vrati fesi¢ (1, 1), (1,0) a (0, 1); bod
(2,0) je na marginu také, ale k urceni optima uz neni potieba (degenerovany pfipad). Pfi kanonické
normalizaci w = (2, 2) je [w| = 242, takze margin (vzdalenost separatoru k nejblizsimu bodu) je

1 R S o c c
—— = 0,354 a celkova $ife pasu mezi marginy — = 0,707.

M:m m:\/i

A (t=+1)

~ x1+x,=1,5

Skute¢ny max-margin separator pro data ze zadani (ovéfeno sklearn): plna ¢ara x; + x, = 1,5,
carkované marginy x; + x, = 2 (strana A) a x; + x, = 1 (strana B). Zakrouzkované podptirné
vektory: (1,1) z A a (1,0),(0,1) z B. Body (2, 2) a (0, 0) lezi daleko a hranici neovliviuji; (2, 0) lezi
sice na marginu, ale optimum je uréeno uz tfemi vektory.

(3) Pridani bodu (3,3) do A. Bod (3,3) lezi hluboko na spravné strané (pro néj x; + x, = 6 > 2),
daleko od marginu. Neni to podptrny vektor, jeho odebrani ¢i pfidani hranici nezméni: separator
i margin zustanou stejné (w = (1,1), b = —1,5). To je klicova vlastnost SVM - hranici urcuji
jen body na marginu, ne vzdalené body (na rozdil tfeba od linearni regrese, kterou by odlehly bod
,pritahl®). (Ovéreno numericky: po pridani (3,3) vraci sklearn tyz separator a (3,3) mezi podpurnymi
vektory neni.)

(4) RBF na téchto datech. Data jsou linearné separabilni (pravé jsme nasli pfimku), takze RBF jadro
by zde nepomohlo - spis by hrozil overfitting (pfeuceni). RBF se vyplati, az kdyz linearni hranice
nestaci. Priklad takovych dat — soustredné kruhy:

o
°© PRl RN hrca)nice (RBF)
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’ \
1 \
f ] [} \
—O0 1 o } 0—> X
\ D 1
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Dataset, kde RBF jadro poméaha: jedna tfida uvnitt (¢tverce, maly shluk kolem pocéatku), druha
v prstenci kolem (kolecka rovnomérné na kruznici). Zadnéa pt¥imka je neoddéli, RBF jadro ano,
kruhovou hranici. (Na vygenerovanych datech tohoto typu dosahne linearni SVM jen = 63 %
spravnosti, RBF 100 %; ovéfeno sklearn.)
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© Poznamka. [Numerické ovéfeni] Skuteény separator, podptirné vektory, neménnost pti piidani
(3,3) i rozdil linearni vs. RBF na kruzich jsou ovéfeny skriptem src/fig/gen_s7_svm_verify.py
(sklearn.svm.SVC). Vysledek: w = (2,2), b = —3 (kanonicky), margin 1/(2v2) = 0,354 (3ife pasu
1/+4/2), podptirné vektory (1, 1), (1,0), (0, 1); linearni SVM na soustfednych kruzich 63 %, RBF 100 %.

8 Kombinace vice modelu

Jeden model ma sva omezeni: linearni modely nezachyti nelinearity, jeden hluboky rozhodovaci strom
ma vysoky rozptyl (drobna zména dat da uplné jiny strom; viz sekce 6). Kombinace vice modelu
(ensembling) tyto slabiny obchazi tim, Ze vice modeltl nechame rozhodovat spole¢né. Tato sekce pokryva
tfi klasické pristupy: bagging (paralelni modely na bootstrapovych vzorcich, sniZuje rozptyl), boosting
(sekvenéni modely opravujici chyby pfedchtidct) a jejich nejznaméjsi zastupce — random forest (nahodny
les), tj. bagging rozhodovacich stromt s nahodnym vybérem pfiznaka.

Pro¢ viibec kombinovat? Pfedstavme si vybor experti: pokud kazdy déla chyby jinde
(jejich chyby nejsou korelované), pak hlasovanim nebo primérem se chyby navzajem vyrusi a vybor
je lepsi nez kterykoli jednotlivy expert. Naopak kdyZ vSichni délaji tytéz chyby, kombinace nepomuze.
Celé uméni ensemblingu je vyrobit modely, které jsou jednotlivé slusné, ale jejich chyby spolu
nesouvisi.

& Definice — Kombinace modeli: hlasovani a primérovani

Méjme M natrénovanych modeli yy, ..., yu;. Jejich predikce zkombinujeme do jediné:
« hard voting (tvrdé hlasovani) — u klasifikace vratime tf¥idu, kterou predikuje nejvice modelt
(vétsina);
« soft voting (mékké hlasovani / averaging) — zprumérujeme rozdeéleni pravdépodobnosti tiid
vracena modely a vybereme tfidu s nejvyssi primérnou pravdépodobnosti; u regrese prosté
zpramérujeme Ciselné predikce.

8.1 Bagging (bootstrap agregace)

E Definice — Bootstrap, bagging

Bootstrapovy vzorek trénovaci mnoziny o N piikladech vznikne tak, Ze z ni vylosujeme N piiklada
s opakovanim (s vracenim). Vznikla mnozina ma stejnou velikost N, ale nékteré priklady obsahuje
vicekrat a jiné vubec. Bagging (bootstrap aggregating) natrénuje M kopii téhoz modelu, kazdou
na vlastnim nezavislém bootstrapovém vzorku, a jejich predikce agreguje — u regrese primérem,
u klasifikace hlasovanim.

Losovani s opakovanim vyrobi M podobnych, ale ne identickych trénovacich mnozin,
takze vzniklé modely jsou rtizné. Bagging hlavné snizuje rozptyl (variance) odhadu, aniz zvysi
vychyleni (bias): je proto idealni pro modely s nizkym vychylenim a vysokym rozptylem — typicky
hluboké rozhodovaci stromy. Zhruba 1/e = 37 % pfiklad se do daného bootstrapového vzorku
nedostane (tzv. out-of-bag pfiklady); na nich 1ze model ,,zdarma“ validovat.

© Poznamka. [Pro¢ pravé bootstrap] Pro neuronové sité ¢asto sta¢i trénovat modely s riiznou
néhodnou inicializaci: ztrata ma mnoho lokalnich minim, takZe modely vyjdou dost odlisné i na
stejnych datech. U modelt s konvexni ztratovou funkci (linearni ¢i logistické regrese) ale u¢eni na
tychz datech konverguje k témuZ optimu bez ohledu na nahodnost (inicializaci, pofadi ptikladi).
Razné modely tu dostaneme jen zménou samotnych trénovacich dat — a to déla bagging.
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Schéma baggingu. Z jediné trénovaci mnoziny & vznikd M bootstrapovych vzorku (losovani N pfi-
kladt s opakovanim). Na kazdém se natrénuje samostatny model; jejich predikce se na konci agreguji
(hlasovanim u klasifikace, primérem u regrese). Modely jsou trénované paralelné a nezavisle.

Pro¢ pramérovani snizuje chybu

W Véta — Redukce chyby pramérovanim (nekorelované chyby)

Ozna¢me chybu i-tého modelu na ptikladu x jako (x) = y;(x) — t. Maji-li chyby nulovou stfedni
hodnotu a jsou nekorelované (E[ge;] = 0 proi # j), pak stfedni kvadraticka chyba priméru M modelt

je
E[(4600) | = L B[4 2]

tj. ﬁ—nésobek prumérné chyby jednotlivych model.

Roznasobime-li (Y ei)z = Zi,j g¢j a vezmeme stfedni hodnotu, smiSené cleny E[ge;]
(i # j) vypadnou (nekorelovanost) a zbude jen M diagonélnich ¢lent E[¢?]; faktor # pfed sumou pak

da vysledny % Toto je idealni mez: chyba klesa az M-krat. V praxi jsou chyby korelované (modely
se uli z prekryvajicich se dat), takZe zlepseni je mensi. Pfedpoklad nekorelovanosti je tedy klicovy —
proto se bagging snazi modely co nejvic ,rozhodit®.

8.2 Boosting a algoritmus AdaBoost

B Definice — Boosting

Boosting buduje silny klasifikator jako vazeny soucet mnoha slabych klasifikatort (napf. mélkych
stromu), trénovanych sekvenéné. Po kazdém kole se zvysi vahy téch trénovacich prikladd, které
dosavadni kombinace klasifikuje $patné, takze dalsi slaby klasifikator se zaméfi pravé na né.

Zatimco bagging trénuje modely paralelné a nezavisle (cil: snizit rozptyl), boosting je
trénuje postupné a zavisle — kazdy novy model ,dohani“ chyby pfedchozich (cil: snizit vychyleni).
Slaby klasifikator stacilepsi neZ nahoda (chybovost < %), jejich vazena kombinace muze byt libovolné
presnd. Metafora: tym, kde se kazdy novacek soustfedi na tlohy, které tym dosud nezvladal.

Q5 Algoritmus — AdaBoost (binarni klasifikace, t¥idy t; € {—1, +1})

Vstup: trénovaci data (x;,t),i = 1,..., N; pocet kol T.

2.8 T8 2 2z o 252 1 1 p st T
Inicializuj vahy ptikladd rovnomérné: wi( ) = R > na zacatku stejné dileZité
prom=1,...,T:

1. Natrénuj slaby klasifikator h,,(x) € {—1, +1} na datech s vahami w(m,
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2. Spocti vazenou chybu ¢, = Zi: By ()21, Wi(m). > podil chybné klasifikované vahy

l=g
3. Spocti vahu klasifikatoru o, = % In n > ¢im mensi chyba, tim vetsi vliv
€m
4. Prevaz priklady: wi(mH) o wi(m) e nlitn(Xi) 5 normalizuj na soudet 1. > spainé klasifikované ziskaji
Vvetsi vahu
Vystup: H(x) = Sigl’l( ZrTn:I Oy, hm(x)) > vazené hlasovani slabych klasifikatori

V kroku 4 je th,,(x;) = +1 pro spravné a —1 pro $patné klasifikovany ptiklad, takze
m je < 1 pro spravné (vaha klesne) a > 1 pro chybné (vaha vzroste). Priklady, na kterych model
selhava, tak v dalsim kole ,k#i¢i“ hlasitéji. Klasifikator s malou chybou ¢, dostane velké o, (velky
hlas); klasifikator s ¢, = % (ndhoda) dostane ¢, = 0 (zadny hlas).

e—amt,-h

prevaz prevaz
chyby slaby chyby slaby

Klasif. h, klasif. A4

..... - e @ - - - @ @ - velikost = viha

rovnomeérné chybné 1 chybné 11

Schéma boostingu. Slabé klasifikatory se trénuji sekvencné; po kazdém kole vzroste vaha (velikost bodu)
prikladu, které dosud klasifikujeme $patné (Cervené), takze dalsi klasifikator se zaméfi na né. Finalni
predikce je vazené hlasovani vsech slabych klasifikatora.

© Poznamka. [Gradientni boosting a XGBoost (jen koncept)] Modernéjsi varianta, gradientni
boosting (GBDT), misto pfevazovani piiklada trénuje kazdy novy strom tak, aby predikoval zaporny
gradient ztraty dosavadni kombinace (tj. ,opravoval rezidua® pfedchozich stromt); pfidava se s malym
koeficientem (learning rate). Efektivni implementace XGBoost a LightGBM (vyuzivaji i druhy rad
ztraty a chytré déleni uzla) patfi k nejsilnéjsim modeltm pro tabularni data. Detailni matematiku
(Newtonuv krok, Hessian) zde nerozebirame; podstatna je myslenka ,sekvenéni stromy opravujici

chybu predchadct®.

8.3 Random forest (nahodny les)

& Definice — Random forest

Random forest (ndhodny les) je bagging rozhodovacich stromii s jednou pfidanou ndhodnosti:
pfi hledani nejlepsiho fezu v kazdém uzlu se uvazuje jen nahodna podmnozina piiznakn (ne
vSechny). Predikce random forest vznikne hlasovanim stromu (klasifikace), resp. priimérem (regrese).

8 Algoritmus — Trénink random forest

Vstup: data @ o N prikladech s D pfiznaky; pocet stromti M; velikost podmnoziny pfiznaki k
(typicky k = +/D u Klasifikace).
prom=1,...,M:

1. Vytvof bootstrapovy vzorek 9, (losuj N ptikladt s opakovanim). - bagging

2. Natrénuj rozhodovaci strom na 9y, ale v kazdém uzlu vyber nejlepsi fez jen z nahodnych k
priznaki (Cerstva podmnoZina pro kazdy uzel). b nahodné priznaky
3. Strom neprofezavej (nechavame prerust — rozptyl srovna az agregace).
Predikce: hlasovani (klasifikace) / pramér (regrese) pies vsech M stromu.
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Pro¢ navic nahodné priznaky? Samotny bagging stromt by dal stromy stale dost podobné
- pokud existuje jeden velmi silny pfiznak, vybraly by ho téméf vSechny stromy v kofeni a jejich
chyby by zistaly korelované. Omezeni na ndhodnou podmnozinu pfiznakd nuti rizné stromy ,divat
se jinam®, ¢imz dekoreluje jejich chyby; podle véty vyse to je pfesné to, co déla agregaci G¢innou.
(Jesté radikalnéjsi jsou extra trees: nehledaji ani nejlepsi hodnotu fezu, voli ji ndhodné z rozsahu
pfiznaku.)

O Poznamka. [Random forest vs. jeden strom — vyhody a nevyhody] Jeden strom: rychly tré-
nink, snadna interpretace (cestu k rozhodnuti lze preéist), ale vysoky rozptyl a sklon k overfittingu.
Random forest: vyrazné presnéjsi a stabilnéjsi (lépe generalizuje, odolny viéi overfittingu), zvlada
vysoky pocet piiznaki, dava ,zdarma“ odhad chyby (out-of-bag) i dulezitost ptiznakt. Cena: ztrata
interpretovatelnosti (stovky stromt uz ¢lovék neprecte), pomalejsi a pamétové naro¢néjsi trénink
i inference. Random forest a gradientni boosting stromu patfi k nejlepsim modeltim pro tabularni
data (viz priklad v sekei 1).

8.4 Resené priklady

P Piiklad — SZZ jaro 2023 ¢&. 6: Uéeni pomoci kolektivnich prediktori

(Realna otazka SZZ: jaro 2023, ¢. 6 — Uceni pomoci kolektivnich prediktorii)

Zadani. (1) Vysvétlete princip trénovani metodami bagging a boosting. (2) Popiste trénovaci algorit-
mus random forest (ndhodnych lest). (3) Uvedte konkrétni priklad algoritmu typu boosting a strucné
vysvétlete jeho hlavni myslenku.

Reseni. (1) Bagging trénuje M kopii modelu paralelné, kazdou na vlastnim bootstrapovém vzorku
(losovani N prikladd s opakovanim); predikce agreguje hlasovanim/pramérem. Snizuje rozptyl
(vhodny pro nestabilni modely, napf. hluboké stromy). Boosting trénuje slabé klasifikatory sek-
venc¢né; po kazdém kole zvysi vahu chybné klasifikovanych prikladd, takze dalsi model se zaméfi na
né. Finalni model je vaZené hlasovani. SniZuje hlavné vychyleni.

(2) Random forest = bagging rozhodovacich stromi + nahodn4 podmnozina pfiznakia v kazdém
uzlu. Pro m = 1,..., M: vytvorf bootstrapovy vzorek, natrénuj na ném (nezprofezany) strom, ale
v kazdém uzlu hledej nejlepsi fez jen z nahodné zvolené podmnoziny piiznaki (typicky +D). Predikce:
hlasovani stromt. Dvoji ndhodnost (data + pfiznaky) dekoreluje stromy.

(3) AdaBoost. Slabé klasifikatory h,, € {—1, +1} se trénuji postupné na vazenych datech; klasifikator
s vazenou chybou ¢, dostane hlas o, = % In % a vahy chybné klasifikovanych ptiklada se vynasobi

% (vzrostou). Vysledek H(x) = sign ( 3.,, thy,(x)). Hlavni myslenka: kazdé dalsi kolo se soustredi
na to, co dosavadni kombinace jesté nezvlada.

B Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 30: Kombinace vice modela

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 30 — Kombinace vice modelil)

Zadani. (1) Popiste myslenky baggingu a boostingu; jeden boosting algoritmus podrobnéji. (2) Jak
funguje a jak se trénuje random forest? (3) Porovnejte rozhodovaci stromy a random forest (vy-
hody/nevyhody).

Reseni. (1) Viz definice baggingu a boostingu vyse a algoritmus AdaBoost v piedchozim piikladu
(slabé klasifikatory, pfevazovani chyb, vazené hlasovani ;;,).

(2) Viz algoritmus tréninku random forest vyse: kazdy strom na bootstrapovém vzorku, v kazdém
uzlu fez jen z ndhodné podmnoziny pfiznaki; vysledek hlasovanim stromi.

(3) Stromy: interpretovatelné, rychlé, ale vysoky rozptyl a overfitting. Random forest: piesnéjsi,
stabilnéjsi, 1épe generalizuje, OOB odhad chyby a dileZitost pfiznakt zdarma; cena je ztrata inter-
pretovatelnosti a vyssi vypocetni naroky. (Viz poznamka ,random forest vs. strom® vyse.)
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P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 29: Meze accuracy ensemblu pii hlasovani

(Redlna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 29 — Kombinace modelil)

Zadani. (1) Struc¢né popiste myslenky baggingu a boostingu a uvedte modely, které je pouzivaji.
(2) Tfi modely M;, My, M3 pro binarni klasifikaci maji accuracy 0,70, 0,75, 0,80. Vytvofime ensemble
vétsinovym hlasovanim (finalni odpovéd je ta Castéjsi ze tfi). Za jakych podminek bude mit ensemble
vy$si accuracy neZ nejlepsi model? Jaka je nejlepsi dosazZitelna accuracy ensemblu? Kdy bude naopak
horsi?

Reseni. (1) Bagging — paralelni modely na bootstrapovych vzorcich, agregace hlasovanim/primé-
rem; piiklad: random forest. Boosting — sekvenéni modely, pfevazovani chyb; ptiklad: AdaBoost,
XGBoost (gradientni boosting).

(2) Kli¢ je uvazovat chybové mnoziny E; = {vzorky, které M; klasifikuje $patné}. Z pfesnosti:
|E{| = 30%, |Es| = 25%, |E3| = 20 % z testovaci mnoziny. Pti vétSinovém hlasovani tFi modelu je
vzorek klasifikovan $patneé, pravé kdyz chybuji alespori dva modely, tj. vzorek lezi alespori ve dvou
z mnozin Eq, E, E3. Chyba ensemblu je tedy

€lTens = |vzorky pokryté alespon dvéma z Eq, E,, E3 |

Vse dal plyne z toho, jak se chybové mnoZiny prekryvaji.

E, (30%) E, (25%)

srafovani: chybuji
> 2 modely
(= chyba ensemblu)

E, (20%)

Chybové mnoziny tfi modelt. Vzorek je ensemblem klasifikovan $patné, pravé kdyz lezi alespon
ve dvou mnozinach (vy$rafovana oblast tvofena tfemi parovymi priniky). Disjunktni mnoziny
(zadny prekryv) = ensemble se nikdy nemyli; velké prekryvy = ensemble se myli ¢asto.

Nejlepsi dosazitelna accuracy. Maji-li modely disjunktni chybové mnoziny (kazdy chybuje jinde),
zadny vzorek nelezi ve dvou mnozinach, takze erre,s = 0, tj. accuracy 100 %. To je mozné, protoze
30% + 25% + 20% = 75% < 100% se do testovaci mnoziny vejde disjunktné.

‘ nejlepsi dosazitelna accuracy ensemblu = 100 %  (disjunktni chyby). ‘

Kdy je ensemble lepsi nez nejlepsi model. Nejlepsi model M3 ma chybu 20 %. Ensemble je lepsi,
pravé kdyz errens < 20 %, tj. kdyz se chybové mnoziny prekryvaji jen malo (chyby modeli jsou méalo
korelované). Staci tedy, aby modely chybovaly pfevazné na riznych vzorcich.
Kdy je ensemble horsi. Pti silné korelovanych (ptekryvajicich se) chybach:
« je-li E; C E; (kdykoli chybuje M,, chybuje i M;), je na celém E, chyba > 2, takze erre,s > 25%,
tj. accuracy nejvyse 0,75;
« je-li navic i zbytek E; \ E, pokryt Ej3, je celé E; pokryté dvéma mnozZinami, erre,s > 30%, tj.
accuracy nejvyse 0,70 (ensemble neni lepsi ani nez nejhorsi model).
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Vuibec nejhorsi dosazitelna hodnota (maximalni piekryv pfi danych velikostech) je 1— 0.30+0,25+0.20 _

0,625: kazdy vzorek, na kterém ensemble chybuje, spotiebuje aspon dvé chyby jednotlivych modeld,
atéch je dohromady 75 %. Mez se dosdhne napft. pti |E; NEy| = 17,5%, |E;NE3| = 12,5%, |[E;NE3| = 7,5%
(trojny prunik prazdny): aspon dvéma mnozinami je pokryto 37,5% vzorki a accuracy klesne na
. (Maji-li chyby byt cela procenta, tj. N = 100, je nejhorsi 0,63, napt. pii 17/12/8 %.) Ensemble
tedy muze byt horsi nez i nejhorsi jednotlivy model, pokud modely délaji tytéz chyby.

Zaver. Vétsinové hlasovani pomaha jen tehdy, jsou-li chyby modeltt malo korelované: pti nezavislych
chybach chybuji pravé dva modely s pravdépodobnosti 0,3-0,25-0,8+0,3-0,75-0,2+0,7-0,25-0,2 = 0,14
a vSechny tfis 0,015, takZe accuracy ensemblu je 0,845 > 0,80; pfi disjunktnich chybovych mnozinach
az 100 %. Korelované chyby kombinaci uskodi. (Pfesnosti 0,70/0,75/0,80 samy o sobé vysledek
neurcuji — rozhoduje piekryv chybovych mnozin. Ovéfeno vycerpavajicim prohledanim rozlozeni
chyb, src/fig/gen_s8_ensemble.py.)

9 Statistické testy

Statisticky test rozhoduje ano/ne otazku o datech: lisi se primérna hmotnost susenek od deklarované? Lisi
se pocty zakaznik mezi dny? Tato latka patfi do pravdépodobnosti a statistiky (okruh M5, pfedmét
NMAI059), ne do strojového uceni v uzsim smyslu; pozadavky S3 ji ale jmenuji, protoZe se ve strojovém
uceni pouziva k ovéfeni, zda je rozdil mezi dvéma modely (nebo mezi pozorovanim a predpokladem)
statisticky vyznamny, nebo jen ndhodny sum. Zde proto zopakujeme obecny ramec testovani hypotéz
(podrobné viz M5) a rozebereme tii testy z pozadavkl: jednovybérovy a dvouvybérovy Studentiiv t-test
a chi-kvadrat test dobré shody.

© Poznamka. [Rozsah] Drzime se presné pozadavkit: u chi-kvadrat testu jen test dobré shody
(ne test nezavislosti v kontingenéni tabulce), u t-testu jednovybérovou a dvouvybérovou variantu.
Resamplingové testy (bootstrap, permutacni test) z NPFL129 (pfednaska 12) ani ANOVA do pozadavka
nepatfi, neuvadime je.

9.1 Ramec testovani hypotéz

Pripomenme z M5 stavebni kameny kazdého testu. Cil je jediny: rozhodnout, zda data dostatecné silné
odporuji vychozimu predpokladu.

E Definice — Hypotézy, testova statistika, kriticky obor

« Nulova hypotéza H: vychozi, konzervativni tvrzeni (,nic zajimavého se nedéje” — susenky
vazi presné tolik, kolik maji; zakaznici pfichazeji kazdy den stejné).

« Alternativni hypotéza H;: tvrzeni, které prijmeme, pokud H; zamitneme (hmotnost se lisi;
rozdéleni neodpovida).

» Testova statistika T: ¢islo spoétené z dat, jehoZ rozdéleni za platnosti Hy zname (zde t-rozdéleni
nebo y%-rozdéleni).

- Hladina vyznamnosti « (typicky 0,05): maximalni pfipustna pravdépodobnost chyby 1. druhu,
tj. zamitnuti Hy, ackoli plati.

« Kriticka hodnota c a kriticky obor W: hranice a mnoZina hodnot T, pro které H, zamitame.
W se voli tak, aby P(T € W | Hy) = a.
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Postup je vzdy stejny: (1) formuluj Hy a Hy; (2) zvol «; (3) spocti testovou statistiku
T z dat; (4) urdi kritickou hodnotu z pfislusného rozdéleni (z tabulek nebo softwaru); (5) je-li T
v kritickém oboru (zde T ,prili$ velké”), zamitni Hy, jinak ji nezamitej. Logika je dikazem sporem:
predpokladame Hy a ptame se, jak nepravdépodobna jsou pak pozorovana data. Pokud velmi (statistika
padne do ocasu), Hy zavrhneme.

© Poznamka. [p-hodnota] Ekvivalentni pohled: p-hodnota je pravdépodobnost (za Hp), Ze
bychom dostali vysledek aspori tak extrémni jako pozorovany. Rozhodovaci pravidlo T € W je
totéZ co p < a. P-hodnota navic fika, jak silné data Hy porusuji. Pozor: p-hodnota neni pravdépodob-
nost, Zze Hy plati. Rimec p-hodnoty viz M5.

9.2 Studentuv t-test

T-test porovnava stfedni hodnoty u normalné rozdélenych dat, kdyZz nezname rozptyl a musime ho
odhadnout z vybéru. Pravé nahrazeni neznamého o vybérovou smérodatnou odchylkou s vede misto
normalniho rozdéleni na t-rozdéleni (Studentovo) s v stupni volnosti: je symetrické kolem nuly, ale ma
téZ81 ocasy nez N(0, 1); s rostoucim v se k N(0, 1) blizi (pro v = 30 jsou prakticky k nerozeznani).

Jednovybérovy t-test

& Definice — Jednovybérovy t-test

Mame vybér X, ..., X;, z normalniho rozdéleni s neznamou stfedni hodnotou y a nezndmym rozpty-
lem. Testujeme, zda se y rovna dané konstanté piy:

Hy: p= py, Hy: p# py (oboustranné).

Testova statistika je

X — o o1y 2 1\ 0
t = , X:— X‘, ST = (X_X)29
ST n 2

kde X je vybérovy priimér a s vybérova smérodatna odchylka. Za Hy ma t Studentovo t-rozdéleni
s n — 1 stupni volnosti. Hy na hladiné a zamitame, pokud [t| > £, ; ;_4/5 (kritickd hodnota

oboustranného testu).

Citatel X — pp méfi, jak daleko je pozorovany priimér od testované hodnoty; jmenovatel
s//n je smérodatna chyba priiméru, tedy typicky rozptyl X. Statistika t tak vyjadiuje rozdil v jednotkach
jeho viastni nejistoty: t = 10 znamena, Ze pozorovany prumeér je deset smérodatnych chyb od yy - to
je za Hy extrémné nepravdépodobné. Jednostrannou variantu (Hj : p > py, resp. <) pouzijeme, je-li
pfedem jasny smér odchylky; pak je kritick4 hodnota t,_; ;_, a kriticky obor jen jeden ocas.
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hustota

nezamita

<

Hustota t-rozdéleni s 99 stupni volnosti (oboustranny t-test, n = 100). Pfi ¢ = 0,05 lezi kriticky obor
v obou ocasech za £ty ¢ 975 = £1,98 (Cervené, dohromady mira 0,05). Pro 99 stupiili volnosti je rozdéleni
prakticky nerozeznatelné od N(0, 1) (kriticka hodnota 1,98 vs. zy ¢75 = 1,96). Hustota generovéana scipy
(src/fig/gen_s9_dist.py).

Dvouvybérovy t-test

E Definice — Dvouvybérovy t-test

Mame dva nezavislé vybéry X, ..., X, aYj,...,Y,, z normélnich rozdéleni se stfednimi hodnotami
111, o Testujeme rovnost stfednich hodnot:

Hy i = pia, Hy: o # pho.

28 P . z 25 2 % 2 2.
Pii shodnych rozptylech obou skupin se testova statistika spocte ze sdruzeného odhadu rozptylu sj:

X-7 , (= 1Dst+(ny — 1)s
= ——, sy = ,

ny+n,—2
pfi+i 1+ 7
ny ny

kde X,Y jsou vybérové priméry a s?, s3 vybérové rozptyly. Za Hy ma t Studentovo rozdéleni s n; +
ny — 2 stupni volnosti; Hy zamitame pfi [t| > #, 4p,—2 1-q/2-

Myslenka je stejna Jako u jednovybérového testu, jen misto ,prumeér vs. konstanta“
porovnavame ,pramér VS pramér*: ¢itatel je rozdil praméri X — Y, jmenovatel jeho smérodatna
chyba. Sdruzeny rozptyl sp je vazeny pramér rozptyli obou skupin (vahami jsou stupné volnosti) —
nejlepsi spoleény odhad spoleéného 0. Nelze-li predpokladat shodné rozptyly, pouziva se Welchova
varianta (jiny jmenovatel a stupné volnosti); princip rozhodovani zustava.

© Poznamka. [Parovy vs. neparovy] Jsou-li data parovana (napt. stejni pacienti pied a po 1é¢bé),
pocitame rozdily D; = X; — Y; a aplikujeme jednovybérovy t-test na Hy : pp = 0. VySe uvedeny
dvouvybérovy test predpoklada nezavislé skupiny.

P Piiklad — Dvouvybérovy t-test — ilustrace

Zadani. Dvé skupiny studentt (kazda n = 8) psaly stejny test. Skupina A méla pramér 80 a vybérovou
smérodatnou odchylku 4, skupina B pramér 74 a odchylku 4. Lisi se pruméry statisticky vyznamné
na hladiné o = 0,05 (pfedpoklédéme normalitu a shodné rozptyly)?

Reseni. Sdruzeny rozptyl sp = % = 16, tedy s, = 4. Testova statistika
pe ol =30} df=n+n-2=14
1,1 4-0,5
4 3 oty 3
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Kriticka hodnota t14 ¢ 975 = 2,14. Protoze [3,0| > 2,14, Hy zamitame - skupiny se lisi.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 26: Jednovybérovy t-test (susenky)

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 26 — Statistické testy — t-test)

Zadani. Vyrobce deklaruje hmotnost susenek 100 g. Z kontroly: n = 100 susenek, primérna hmotnost
X =102 g, vybérova smérodatna odchylka s = 2 g. T-testem rozhodnéte, zda se primérna hmotnost
lisi od deklarovanych 100 g. (1) Hypotézy. (2) Testova statistika a jeji rozdéleni. (3) Rozhodnuti, je-li
kritick4d hodnota na a = 0,05 pfiblizné 2.

Reseni.

(1) Hypotézy. Jednovybérovy t-test proti deklarované hodnoté yq = 100:

Hy : p = 100, H;: p# 100 (oboustranny).

(2) Testova statistika. Dosadime do vzorce t = (X — pty)/(s//n):

_lz-w0 2 2y
2/5100  2/10 0,2 '

Za Hy ma t-rozdélenisn—1 = stupni volnosti.

(3) Rozhodnuti. Kriticka hodnota je tog o975 = 2 (pfesné 1,984). Protoze [t| = 10 >> 2, statistika lezi
hluboko v kritickém oboru, Hy zamitame. Primérna hmotnost susenek se na hladiné ¢ = 0,05
statisticky vyznamné lisi od deklarovanych 100 g (p-hodnota je prakticky nulova).

9.3 Chi-kvadrat test dobré shody

Zatimco t-test pracuje se spojitymi daty a jejich pramérem, chi-kvadrat test dobré shody (goodness-of-
fit) pracuje s kategorialnimi daty: mame pozorované pocty (Cetnosti) v nékolika kategoriich a ptame se,
zda odpovidaji néjakému teoretickému rozdéleni.

B Definice — Chi-kvadrat test dobré shody

Pozorovani je rozdéleno do k kategorii s pozorovanymi ¢etnostmi Oy, ..., Oy (celkemn = Y ; 0;). Za H,
jsou teoretické pravdépodobnosti kategorii py, ..., pr Q. p; = 1), coz dava ocekavané cetnosti El =np;

H, : pozorované Cetnosti odpovidaji o¢ekavanym (E; = np;), Hj : neodpovidaji.

Testova statistika je
k

(O E)2
Z

=1

Za Hy ma pro dostatecné velkéa n piiblizné y?-rozdéleni s k — 1 stupni volnosti. H, zamitame,
pokud y? > )(,f_l 1—q (test je vidy jednostranny — velka hodnota svédci proti shodé€).

Kazdy s¢itanec (O, — E;)?/E; méii, jak moc se pozorovana etnost v kategorii odchylila
od ocekavané, relativné k oc¢ekavané (déleni E; normuje méfitko). Kdyz data sedi, jsou rozdily malé
a x? je malé; velky nesoulad v kterékoli kategorii statistiku nafoukne. Stupiiti volnosti je k — 1,
ne k, protoze jedna vazba );; O; = n ubira jeden stupen volnosti (posledni ¢etnost je dopo¢itatelna
z ostatnich). Pravidlo: aproximace y2-rozdélenim je spolehlivé, jen kdyz jsou oéekavané cetnosti dost
velké (obvykle E; > 5).
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hustota

x?=10,1

1 kriticky obor (& = 0,05)

2

f } ; > X
5 9,49 15 20
Hustota y?-rozdéleni se 4 stupni volnosti (pét kategorii, k — 1 = 4). Kriticky obor na hladiné & = 0,05 je
pravy ocas za kritickou hodnotou ¢ = y£ o5 = 9,49 (¢ervené, mira 0,05). Pozorovana statistika y* = 10,1
lezi v kritickém oboru, takze H, zamitame. Rozdéleni je nesymetrické a kladné (statistika je soucet
¢tverct). Hustota generovana scipy (src/fig/gen_s9_dist.py).

P Piiklad — SZZ podzim 2023 ¢. 29: Chi-kvadrat test dobré shody (zakaznici)

(Realna otazka SZZ: podzim 2023, ¢. 29 — chi-kvadrat test (test dobré shody))

Zadani. (1) Popiste y? test dobré shody: hypotézy, testova statistika, jeji rozdéleni. (2) Obchod mél za
pét pracovnich dni celkem 100 zakaznik®; po dnech (po-pa) postupné 25, 30, 15, 14, 16. Rozhodnéte
x? testem, zda se pocty mezi dny statisticky vyznamné lisi. Napovéda: kritické hodnoty na = 0,05
jsou 7,8 (df = 3), 9,5 (df = 4), 11,1 (df = 5), 12,6 (df = 6).

Reseni.

(1) Popis testu. Hy: pozorované ¢etnosti odpovidaji o¢ekavanym; H;: neodpovidaji. Statistika y? =
3,(O; — E;)? / E; m4 za H rozdéleni y? s k — 1 stupni volnosti, kde k je pocet kategorii. Velkd hodnota
svédci proti Hj,.

(2) Vypocet. ,Zakazniki je kazdy den stejné“: 5 kategorii, n = 100, takZe za Hy je p; = % a olekavana

Cetnost E; = np; = 100 - % = 20 pro kazdy den. Dosadime pozorované Cetnosti:

25-20)% (30—20)%2 (15—20)% (14—20)% (16 — 20)?
Xzz( ) +( ) +( ) +( ) +( )'
20 20 20 20 20

Citatelé jsou 52,102, (=5)2, (—6)?, (—4)? = 25,100, 25, 36, 16, soucet 202, tedy

25+ 100+ 25+36+16 _ 202

2

= =— =10,1|
X % [10.1]

Stupné volnosti: k — 1 = 5 — 1 = 4, kriticka hodnota z napovédy ¢ = )(f, 095 = 9,5.

Rozhodnuti. )(2 = 10,1 > 9,5 = ¢, statistika padla do kritického oboru, Hy zamitame. Po¢ty zakaznik
v jednotlivych dnech se na hladiné o = 0,05 statisticky vyznamné lisi (rozdil neni jen nahodny Sum;
p-hodnota = 0,039 < 0,05). Nejvétsi prispévek ke statistice dava utery (30 zakaznikd, pfispévek
100/20 = 5 z celkovych 10,1), ostatni dny pfispivaji nejvyse 1,8 (¢tvrtek).

© Poznamka. [KdyZ test nezamita] Pozor na interpretaci: nezamitnuti Hy neznamena, ze Hy , plati*
— jen Ze data nemaji dost sily ji vyvratit. U obou pfiklada by stacil vyrazné mensi rozdil (susenky
100,3 g, vyrovnaneéjsi pocty zakaznikii) k tomu, aby test nezamitl, a¢ H, doslova neplati. Statisticka
vyznamnost také neni totéz co praktickda vyznamnost: u obrovského vzorku zamitneme H i pfi
zanedbatelném rozdilu.
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10 Uceni bez ucitele: shlukovani a redukce dimenze

Dosud méla kazda data cil ¢ (label) — ucili jsme se s ucitelem. Pfi uceni bez ucitele mame jen vstupy
X1,..., XN bez cili a hledame v nich strukturu: pfirozené skupiny (shlukovani) nebo nizkodimenzionalni
popis (redukce dimenze). Neni ,,spravna odpovéd” k porovnani, takze evaluace je vnitini (jak kompaktni
jsou shluky, kolik rozptylu zachovame).

© Poznamka. [Vztah k S1a M2] S1 (sekce Strojové ucent) zminiuje EM jako Bayesovské uceni se
skrytymi proménnymi a poznamenava, ze k-means je jeho specialni pfipad s ,tvrdym“ pfifazenim.
Zde shlukovani rozvadime do hloubky (algoritmus, kritérium, konvergence) a EM dofe$ime na
konkrétni SZZ dloze. Redukce dimenze pies PCA stoji na vlastnich ¢islech a vlastnich vektorech
symetrické matice (okruh M2); odtud bereme spektralni rozklad jako hotovy nastroj.

10.1 Shlukovani algoritmem k-means

& Definice — Uloha shlukovani a kritérium k-means

Méjme N bodii x;, ..., x5 € RP a zadany pocet shluki K. Hledame centroidy (stiedy) py, ..., ux € RP
a piifazeni kazdého bodu k jednomu shluku, popsané indikatory z;; € {0,1} (z;x = 1, pravé kdyz
bod x; patfi do shluku k; pro kazdé i je pravé jedno z;; = 1). Minimalizujeme Kkritérium (soucet
¢tverctr vzdalenosti bodii od jejich centroidu)

K
3z lx; — el
k=1

JQziph i) =

N
i=1

J je celkova ,rozptylenost® shlukt: ¢im mensi, tim kompaktnéjsi jsou shluky kolem
svych stfedt. Najit globalni minimum pfes vSechna ptifazeni je NP-tézké (exponencialné mnoho
rozdéleni), proto k-means minimalizuje J strfidavé: drzi stfedy a optimalizuje pfifazeni, pak drzi
pfifazeni a optimalizuje stfedy. To je pfesné struktura EM (sekce 10.4).

82 Algoritmus — k-means (Lloyduv algoritmus)

Vstup: body x4, ..., X, pocet shluka K.
1. Inicializace. Zvol K pocatecnich centroidii py, ..., ug b nahodné z dat / k-means++

2. opakuj az do konvergence (pfifazeni se neméni) nebo do limitu iteraci:
(a) Krok prifrazeni. Kazdy bod pfifad k nejblizsimu centroidu: - dr#i stredy, méni z

B gl k = argmin; |x; — ,uj||2,

Zik = .
0 jinak.

(b) Krok prepoctu. Kazdy centroid pfepocti jako priimeér bodt svého shluku: v drzi z, meni stredy

u_E%&
k= = -
X Zik

Vystup: pfifazeni z;; a centroidy pi.

Oba kroky jsou optimalni pro svoji polovinu. (a) Pfi pevnych stfedech je J minimalizovano
tim, Ze kazdy bod jde k nejblizsimu stredu (jiné pfifazeni by jen zvétsilo jeho &len ||x; — y||?). (b) Pii
pevném piifazeni je Y, z; llx; — pl* jako funkce y minimalizovana primérem bod shluku — derivace
podle y1 je =2, zx(x; — p) = 0, odkud p = X shluku. Proto se kazdy krok pocita tak, jak se pocita.



Inicializace: nahodné vs. k-means++

Nahodna inicializace voli K pocate¢nich stfedii jako nahodné body z dat. Riziko: dva stfedy padnou do
téhoz hustého shluku a jeden pfirozeny shluk zistane bez stiedu. k-means++ voli stfedy ,rozprostiené®:
prvni nahodné, kazdy dalsi s pravdépodobnosti #mérnou ¢tverci vzdalenosti od nejblizsiho uz zvoleného
sttedu. Vzdalené (dosud nepokryté) oblasti tak maji vétsi Sanci dostat stfed. Dokazatelné dava v ocekavani
O(log K)-aproximaci optimalniho J.

© Poznamka. [Praxe] ProtoZe k-means konverguje jen k lokdlnimu minimu (viz nize), spousti se

obvykle vicekrat s riznymi inicializacemi a vybere se béh s nejmensim J (scikit-learn ma ve vychozim
stavun_init=10).

Konvergence k lokalnimu optimu

W Véta — k-means konverguje (k lokalnimu minimu)

Algoritmus k-means se po kone¢né mnoha iteracich zastavi; kritérium J pfi tom neroste a vysledek
je lokalni (ne nutné globalni) minimum.

[Argument konvergence - dotazeny] Tvrzeni stoji na dvou pozorovanich a jedné konec-
nosti:

1. Zadny krok J nezvysi. Krok pfitazeni (a) ptitadi kazdy bod k nejbliz§imu sttedu, takze jeho
piispévek |x; — p||* klesne nebo ziistane — J neroste. Krok pfepo¢tu (b) nahradi kazdy stred
priamérem svého shluku, ktery minimalizuje }’; z; i |x; — p|? (viz intuice vyse) — J opét neroste.
Posloupnost hodnot ] je tedy nerostouci a zdola omezena nulou.

2. Konecné mnoho stavi. J je plné urceno prifazenim {z;} (stiedy jsou pak dané priiméry).
Riiznych piifazeni N bodii do K shluki je koneéné mnoho (< KN).

3. Zavér. Algoritmus prochazi pfifazenimi tak, Ze J neroste; kdyby se pfifazeni zménilo, J ostre
klesne (jinak jsme v minimu a iterace se zastavi). Ostfe klesajici hodnota na kone¢né mnoziné
stavii nemtze pokracovat donekoneéna - zZadny stav se nezopakuje. Po kone¢né mnoha krocich
se prifazeni pfestane ménit, tehdy se zastavime.

Ze jde jen o lokalni minimum, plyne z toho, 7e stiidava minimalizace optimalizuje vZdy jen jednu
skupinu proménnych; vysledek je ,nejlepsi v okoli®, ne globalné. Proto je vysledek citlivy na inicializaci
a spousti se vicekrat (viz vyse).

© Poznamka. [Pozor na prazdnou frazi] Rict ,k-means konverguje, protoze J klesa“ je netiplné:
klesani samo je$té nezarucuje zastaveni (klesat lze i nekonec¢né, 1/n — 0). Kli¢ je konecnost poctu
prifazeni — proto se posloupnost monoténné klesajicich hodnot na kone¢né mnoziné stavli musi
ustalit.

X X,
(a) krok prirazeni (b) krok piepoctu
o (=]
= g,
Ko O ﬁ Ho
& o O
H
o Q o
o %
gj 1
° o o
X1 X1

Jedna iterace k-means. (a) Krok pfifazeni: kazdy bod (modry kruh / ¢erveny ¢tverec) jde k blizsimu

svého shluku - $ipka vede od staré polohy k nové . Kroky se stiidaji, dokud se piifazeni neméni.
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Resené priklady: k-means

B Piiklad — SZZ léto 2022 &. 12: K-means — prvni iterace

(Realna otazka SZZ: léto 2022, ¢. 12 — Shlukovani (K-means))

Zadani. Sest bodt s piiznaky A;, Ay: 1(2,4), 2(1,3), 3(0,4), 4(5, 2), 5(6, 2), 6(4,0); K = 2, pocatecni
nahodné pfifazeni C; = {2,3,4}, C; = {1,5, 6}. (1) Spocitejte centroidy obou shluku. (2) Pfifadte
kazdy bod k nejbliz§imu centroidu (euklidovsky) a uvedte nové shluky.

Reseni. (1) Centroid je pramér boda shluku:

1+0+5 3+4+2 2+6+4 4+2+0
o = (HU2, I - (3,3), o= (HEH ) _ (49

(2) Pro kazdy bod porovname ¢tverce vzdalenosti k ¢; = (2,3) a ¢y = (4,2):

bod || —ci|* | —cl* | shluk
1(2,4) 1 8 G
2(1,3) 1 10 o)
3(0,4) 5 20 )
4(52) | 10 1 G,
5(6,2) | 17 4 €
6(4,0) | 13 4 G,

Nové shluky: C; = {1,2,3}, C, = {4,5, 6}.

P Piiklad — SZZ léto 2023 &. 8: k-means iterace + hierarchické shlukovani

(Redlna otazka SZZ: léto 2023, ¢. 8 — Shlukovani)

Zadani. Data (1,1),(2,1),(3,2),(4,3),(4, 2), k = 2, pocate¢ni stiedy p; = (1,1), pis = (3,2). (1) Nové
stfedy po jedné iteraci? (2) Co v dalsich iteracich? (3) Popiste hierarchické shlukovani a jeho vysledek
na téchto datech.

Reseni. (1) Krok prirazeni - ke kazdému bodu spoéteme vzdalenost k obéma stiedéim (sta¢i porovnat

Ctverce):
bod | |- =l [ — pel | shluk
(1,1) 0 V5 1
(2,1) 1 J2 1
3,2)| 5 0 2
4,3)| V13 V2 2
(4,2) | V10 1 2

Shluk 1 = {(1,1), (2, 1)}, shluk 2 = {(3,2), (4,

_ (142 1+1 _ _(3+4+4 2+3+2)_ 1 7
[11—(2,2)—(1,5,1), Ho = 3 3 - 3° 3

(2) Opakované ptifazeni s novymi stiedy da totéz rozdéleni (body (1, 1), (2, 1) zistanou u iy, zbytek
u /ip), takzZe se sttedy uzZ neméni — algoritmus zkonvergoval (po jedné iteraci).

(3) Aglomerativni shlukovani (viz 10.2): zacni s péti jednobodovymi shluky a opakované slucuj dva
nejblizsi. Pti single linkage (vzdalenost nejblizsich bodu) maji tfi dvojice vzdalenost 1: (1,1)-(2, 1),
(3,2)-(4,2) a (4,2)—(4, 3). Ve vysce 1 tak vzniknou skupiny {(1, 1), (2, 1)} a {(3,2), (4, 2), (4, 3)} (pfi
postupném slu¢ovani po jedné dvojici v libovolném potadi), které se nakonec spoji ve vysce v/2
(vzdalenost (2,1)-(3,2)). Rez dendrogramu na dvé skupiny da stejné dva shluky jako k-means:
{(1,1),(2,1}a{(3,2),(4,2),(43)}

W

), (4, 2)}. Krok prepoctu (praméry):
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X2

X1

Data tlohy 1éto 2023. k-means s k = 2 konverguje na shluky {(1, 1), (2, 1)} a {(3, 2), (4, 2), (4,3)}

s centroidy (1,5,1) a (1—31, % (zluté hvézdy). Single-linkage aglomerativni shlukovani dava fezem na
dvé skupiny totéz rozdéleni.

P Piiklad — SZZ jaro 2024 ¢. 28: k-means se tiemi shluky

(Realna otazka SZZ: jaro 2024, ¢. 28 — Shlukovani)

Zadani. Body A(-2,1), B(-1,-1), C(3,—2), D(4, 1), E(3,3), F(4,4), G(3,0), H(4,2), I(4,-2),
J(6,1); k = 3, pocatecni stiedy A, F, J. (1) Hlavni kroky k-means. (2) Rozdéleni a nové stredy
po prvni iteraci (euklidovska vzdalenost). (3) Zméni se stfedy dal?

Reseni. (1) Inicializuj K stied®; pak opakuj prirazeni (kazdy bod k nejblizsimu sttedu) a prepocet
(stted = pramér bodu shluku), dokud se pfifazeni méni.

(2) Krok prirazeni ke sttedam A(-2, 1), F(4,4), J(6,1). Vzdalenosti levych bodu jsou nejmensi k A,
hornich pravych k F, dolnich/krajné pravych k J. Napt. C(3,-2): k A je V25+9 = /34, k F je
V1+36 =37,k JjeV9+9 = 18 — nejbliz J; H(4,2): k Fje JO+4 =2,k Jje Va+1 = /5 -
nejbliz F. Vysledek:

shluk A : {A,B,G}, shluk F : {E,F,H}, shluk]J :{C,D,I, J}

Krok prepoctu (prameéry):

—2—1-3 1-1+0 3+4+4 3+4+2 11
pa= (52 50) = [ 0} w= (352 22)=| (5 9))

_ [(3+4+4+6 —2—-1-2+1\ _ | /17
”J_( 1 T 1 )_(I’_l)‘
(3) Opakované pfifazeni k novym sttedtum da totéz rozdéleni, takze se stfedy uz neméni - algoritmus
zkonvergoval.

P Piiklad — SZZ léto 2025 &. 31: kritérium a lokalni optimum

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 31 — Shlukovani (k-means))

Zadani. (1) Popiste k-means (volba a uprava stiedil, ukonceni). (2) Jaké kritérium optimalizuje?
(3) Na datech se tfemi zjevnymi shluky k-means (k = 3) nenasel optimalni shluky - pro¢ a jak zvysit
$anci na lepsi vysledek?

Reseni. (1) Stredy se voli (ndhodné z dat / k-means++); pak se st¥ida pfifazeni bodi k nejblizsimu
sttedu a pfepocet stfedu na primér shluku; kon¢i se, kdyz se pfifazeni piestane ménit (nebo po
daném poctu iteraci). (2) Minimalizuje J = Y, >'x 2 klx; — 1l? (soucet étverc vzdalenosti bodi od
jejich centroidu).

(3) k-means konverguje jen k lokalnimu minimu J, zavislému na inicializaci. P¥i nestastné inicializaci
se néktery prirozeny shluk rozdéli mezi dva stfedy, zatimco jiny pfirozeny shluk vlastni stfed
nedostane. Na obrazku ze zadani si velky levy dolni shluk rozdélily znacky ,étverecek” a ,kolec¢ko,
pri¢emz kolecka zaroven pokryva maly horni prostfedni shluk; oficialni nacrt to popisuje tak, zZe
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prostfedni shluk (mnohem mensi nez zbylé dva) byl prifazen k casti levého. Takové rozdélenti je
lokéalné stabilni (zadny bod nechce pfejit k jinému stfedu), ale ma vyssi J nez pravé tii shluky.
Naprava: spustit k-means vicekrat z riznych inicializaci a vzit béh s nejmensim J; pouZit k-means++
inicializaci, ktera rozprostfe pocate¢ni stredy.

P Piiklad — SZZ jaro 2026 ¢. 28: k-means a argument konvergence

(Realna otazka SZZ: jaro 2026, ¢. 28 — Shlukovani pomoci K -means)
Zadani. (1) Popiste k-means, k ¢emu slouzi, jeho kroky a inicializaci. (2) Jakou ztratovou funkci
optimalizuje? (3) Konverguje? Zformulujte argument a uvedte praktické dusledky.

Reseni. (1) k-means je metoda uceni bez ucitele pro rozdéleni dat do K shlukii podle geometrické
podobnosti. Inicializuje K centroidii (ndhodné z dat nebo k-means++: prvni ndhodné, dalsi timérné
¢tverci vzdalenosti od nejblizsiho uz zvoleného) a opakuje pfifazeni (bod — nejblizsi centroid)
a prepocet (centroid = priimér shluku), dokud se pfifazeni méni. (2) J = ¥; Yi zixlx; — prl*.

(3) Ano, konverguje k lokalnimu minimu. Argument: oba kroky J nezvysi (pfifazeni k nejbliz-
$imu stfedu i pfepocet na primeér jsou kazdy optimalni pro svoji proménnou); J je zdola omezené
nulou; a hodnota J je uréena prifazenim, kterych je jen koneéné mnoho (< KN). Nerostouci posloup-
nost, ktera pti kazdé skute¢né zméné prirazeni ostte klesa, se na kone¢né mnoziné stavi musi po
koneéné mnoha krocich ustalit — tehdy se pfifazeni neméni a zastavime. Praktické dusledky:
vysledek je jen lokalni optimum a zavisi na inicializaci, proto se algoritmus spousti vicekrat a bere
se nejlepsi (nejmensi J); inicializace k-means++ kvalitu zlepsuje. (Konvergence je obvykle rychla -
par iteraci.)

10.2 Hierarchické shlukovani

k-means vyzaduje pfedem zvolené K a dava ,placaté” rozdéleni. Aglomerativni (zdola-nahoru) hi-
erarchické shlukovani 7adné K predem nepotfebuje: vybuduje celou hierarchii vnofenych shluka
a rozhodnuti o poétu skupin necha az na konec (fez dendrogramuy).

Q% Algoritmus — Aglomerativni hierarchické shlukovani

Vstup: body x;, ..., X, mira vzdalenosti shlukt (linkage).
1. Zac¢ni s N shluky, kazdy bod sam jeden shluk. > singletony
2. opakuj, dokud nezbude jeden shluk:
(a) najdi dvojici shlukti s nejmensi vzdalenosti (dle zvoleného linkage);
(b) slu¢ je do jednoho a zaznamenej vysku spojeni = jejich vzdalenost.
Vystup: dendrogram — strom slucovani s vyskami.

& Definice — Linkage: vzdalenost dvou shluku </, %8

ingl jblizsi d) : d(A, RB) = i —bl;
single (nejblizsi soused) ( ) aegl’gé@ la— b

complete (nejvzdalenéjsi) : d(f,B)= max |a—Db|;
acdl beRB

5

average (pramérna) : d(d, %B) = m Z la —bl;
a,b
Ward : slucuj dvojici, ktera nejméné zvysi vnitroshlukovy rozptyl.
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Volba linkage méni tvar shluki: single umi natdhnout shluk podél fetézce blizkych bodu
(riziko ,fetézeni” — dva oddélené shluky spojené mustkem splynou), complete preferuje kompaktni
kulaté shluky, average je kompromis. Ward minimalizuje rist rozptylu — dava podobné kompaktni
shluky jako k-means a je vychozi volbou napf. ve scikit-learn. Dendrogram je strom, jehoz listy
jsou body a vyska spojeni je vzdalenost slu¢ovanych shluki. Vodorovny rez v urcité vysce rozpadne
strom na shluky: ¢im niZ feZeme, tim vic shlukt. Pocet shlukt tak volime az dodate¢né, étenim
z dendrogramu.

vyska (vzdalenost)

3+

) i fez (2 shluky)

[

a b c d e

Dendrogram aglomerativniho shlukovani péti bodt. Nejdiiv se spoji blizké pary (a, b a d, e), pak se ¢ pfida
ke skupiné {d, e}, nakonec splynou obé skupiny. Vyska vodorovné spojnice = vzdalenost slu¢ovanych
shlukd. Vodorovny fez (Cervené) protne dvé svislé ¢ary, tedy déli data na dva shluky {a, b} a {c,d, e};

vy

© Poznamka. [Hustotni shlukovani - jen zminka] Existuji i hustotni metody (DBSCAN): shluk
= souvisla oblast s dostate¢nou hustotou bodt, uréenou parametry ¢ (polomér) a minPts; body
v fidkych oblastech zustanou jako Sum. Umi najit shluky libovolného tvaru a nepotfebuje predem K,
ale v pozadavcich S3 jmenovano neni (uvadime jednou vétou pro uplnost).

10.3 Redukce dimenze: analyza hlavnich komponent (PCA)

Prokleti dimenzionality (sekce 2) i potfeba vizualizace motivuji redukci dimenze: nahradit D pfiznakt
mensim poctem M < D novych pfiznaku, které zachovaji co nejvic informace. PCA (analyza hlavnich
komponent) je linearni metoda, ktera nové osy voli ve smérech nejvétsiho rozptylu dat.

& Definice — PCA: hlavni komponenty

Méjme matici dat X € RN*P (priklad na fadku). PCA:
1. Centrovani: odecti primér, X = X — x (kazdy sloupec mé stiedni hodnotu 0).
2. Kovarian¢ni matice: S = %X#X € RP*P (symetricka, pozitivné semidefinitni).
3. Spektralni rozklad: najdi vlastni ¢isla A; > A, > ... > Ap > 0 a ortonormalni vlastni vektory
vy, ..., vp matice S. Hlavni komponenty jsou vlastni vektory v, sefazené sestupné podle Ay.
4. Projekce: nové souradnice bodu jsou jeho praméty na prvnich M komponent, z; =
(VX ..., VyX;) € RM.

Vlastni ¢islo Ay je pfesné rozptyl dat ve sméru vy (kovarianéni matice méfi rozptyl, jeji
vlastni sméry jsou hlavni osy ,mraku” dat). Prvni hlavni komponenta v; mifi tam, kde jsou data nejvic
rozprostfeni; v, je na ni kolma s druhym nejvétsim rozptylem atd. Zahodit komponenty s malym
A znamena zahodit sméry, v nichz se data skoro neméni - ztratime nejmin informace (v smyslu

rozptylu). Kolik komponent vzit? Podle podilu zachyceného rozptylu w (napt. tolik M, aby
Tt Ap

zachoval 95 %), nebo z ,Jomu® v grafu sefazenych A (scree plot).

61



© Poznamka. [Souvislost se SVD a M2] PCA je vlastni rozklad symetrické pozitivné semidefinitni
matice S = VAV' (M2: takova matice ma realna nezaporna vlastni ¢isla a ortonormalni vlastni
vektory). Ekvivalentné lze hlavni komponenty ziskat z singuldrniho rozkladu X = USV' (sloupce
V jsou tytéz vlastni vektory, A = 0,? /N); v praxi se pocita pres SVD, numericky stabilnéjsi. Pro
jen par prvnich komponent staci power iteration (opakované nasobeni S s normalizaci konverguje
k dominantnimu vlastnimu vektoru). Detail SVD a Eckart-Youngovu vétu (nejlepsi nizkohodnotova
aproximace) zde nerozvadime — jen zminujeme.

X2
2 o ¢ (PC1)
0o 1
°
v, (PC2) o o
°® N
° .'~.o 3 °e %
I .'..- ..o. .o. X1
_3 L) o ‘o ° 3
° g %0 o % °
Oo.o'
° ..: o 4, ©
° L]
L] _2,
L]

PCA na protahlém 2D mraku (centrovana data). Prvni hlavni komponenta v, (¢ervené) mifi smérem
nejvétsiho rozptylu, druhé v, (zelené) je na ni kolma s mensim rozptylem. Zde v, zachycuje pfes 90 %
rozptylu, takZe projekci na samotnou v, (M = 1) ztratime jen méalo informace. Komponenty jsou vlastni
vektory kovarian¢ni matice, sefazené dle vlastnich ¢isel = rozptyla.

Reseny priklad: PCA a vliv na klasifikaci

P Piiklad — SZZ léto 2024 ¢&. 29: sméry komponent a PCA pied k-NN

(Realna otazka SZZ: léto 2024, ¢ 29 — PCA analyza)

Zadani. Data se dvéma atributy ze tfi tfid (obrazek - tfi protahlé, vzajemné oddélené mraky podél
Lantidiagonaly®, tj. sméru klesajici pfimky). (1) Jak funguje PCA, jak spocitat hlavni komponenty?
(2) Bez pocitani odhadnéte sméry obou hlavnich komponent. (3) k-NN po redukci PCA na 1D - jaka
accuracy (pfesnost) oproti pivodnim datim? Vysvétlete.

Reseni. (1) Viz vyklad vyse: centruj data, sestav kovarianéni matici, jeji vlastni vektory (sefazené
dle vlastnich ¢isel) jsou hlavni komponenty; projekei na prvnich M z nich snizi§ dimenzi.

(2) Rozptyl dat je nejvétsi podél antidiagonaly (mraky se tdhnou a zaroven jsou rozmistény ve sméru
klesajici pfimky, pfes cely graf). 1. hlavni komponenta v, tedy mifi podél této antidiagonaly
(smér = (1, 1), klesajici), 2. komponenta v, je na ni kolma (smér = (1, 1), stoupajici). Obé se
(3) Accuracy klesne (na ptivodnich 2D datech je k-NN témér bezchybny, po projekci na 1D se tiidy
+ a « z velké ¢asti prekryji). Vysvétleni: PCA je bez ucitele — maximalizuje rozptyl, ne oddélitelnost
tfid. Projekce na v, (antidiagonala) sice zachova nejvic rozptylu, ale stla¢i dohromady tiidy, které
se lisi hlavné v kolmém (méalorozptylovém) sméru v, — jejich priméty na v; se pfekryji a k-NN je
splete. Redukce na 1D vzdy zahodi jednu soufadnici, takze mtze smazat pravé tu informaci, ktera
tfidy délila. (Projekce na méalorozptylovou v, by tu nebyla lepsi: v ni se zase prekryji tfidy x a o,
jejichz soucty soufadnic x; + x5 jsou podobné — ukazka, ze ,vic rozptylu® # ,lepsi pro klasifikaci®.)
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atribut 2

.
V1

atribut 1

Schéma dat tlohy léto 2024: tfi protahlé tfidy (x, +, «) podél antidiagonaly. Odhadnuté hlavni
komponenty: v; (¢ervené) podél sméru nejvétsiho rozptylu (klesajici antidiagonala), v, (zelené)
kolma. Projekce na samotnou v, piekryje téidy + a « (lii se kolmo), proto k-NN po redukci na 1D
ztraci accuracy.

10.4 Mcékké shlukovani: EM a smés Gaussovcu

© Poznamka. [Zatazeni] EM a smés Gaussovell nejsou v pozadaveich $3 jmenovany piimo, ale jde
o pravdépodobnostni zobecnéni k-means (mékké misto tvrdého prifazeni) a okruh ma na né realnou
SZZ otazku; uvadime je proto stru¢né a vyfesime otazku. Obecny princip EM (E-krok/M-krok pro
modely se skrytymi proménnymi) je vyloZen v S1.

k-means pfifazuje bod tvrdé k jedinému shluku. Smés Gaussovcu (Gaussian mixture) modeluje data

jako smés K normalnich rozdéleni a ptifazuje mékce: kazdy bod patti do shluku k s pravdépodobnosti
(zodpovédnosti) 1 € [0,1], Y r;x = 1. Navic dovoli shlukiim riiznou velikost i elipsovity tvar (vlastni
kovarianéni matici), kdezto k-means implicitné pfedpoklada kulové shluky podobné velikosti. Parametry
(véhy, stfedy, kovariance) se u¢i EM algoritmem:

« E-krok: pii soucasnych parametrech spocti zodpovédnosti r;, = P(shluk k | x;) (Bayesova véta).

« M-krok: pfepoéti parametry jako vazZené (zodpovédnostmi) odhady — vazené praméry a kovariance.
k-means je limitni pfipad EM se sférickymi Gaussovci nekone¢né malého rozptylu, kde zodpovédnosti
zkolabuji na 0/1 (tvrdé ptifazeni).

P Piiklad — SZZ léto 2025 &. 32: EM na bayesovské siti

(Realna otazka SZZ: léto 2025, ¢. 32 — EM algoritmus)

Zadani. Bayesovska sit: skryta Cluster € {1, 2} je rodi¢em Color € {blue, green}a Holes € {yes, no}
(mezi Color a Holes hrana neni). (1) Popiste EM. (2) Urcete parametry, inicializujte z {0,4, 0,6}.
(3) Provedte jednu EM aktualizaci jednoho parametru na datech (fadky Color, Holes, Cluster
chybi).

Reseni. (1) EM odhaduje parametry modelu se skrytou proménnou (zde Cluster) stfidanim E-
kroku (spocti ocekavané hodnoty / zodpovédnosti skryté proménné pti danych parametrech) a M-
kroku (pfepo¢ti parametry maximalizaci vérohodnosti na ,doplnénych® datech), dokud parametry
nezkonverguji.

(2) Model ma 5 nezavislych parametri; inicializujeme z {0,4, 0,6} tak, aby podminky pro Cluster=1
a Cluster=2 nebyly stejné:

0 = P(Cluster=1) = 0,6, 0g; = P(blue | 1) = 0,6, 6, = P(blue |2)=0,4,
01 = P(yes | 1) = 0,6, 6y = P(yes|2) =0,4.

(3) Aktualizujeme nejjednodussi parametr 0 = P(Cluster=1). E-krok — pro kazdy fadek spocti
zodpovédnost P(Cluster=1 | data) Bayesovou vétou (faktorizace dle sité: P(C, col, hol) = P(C)P(col |
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C)P(hol | O)):

0 P(col | 1)P(hol | 1)
0 P(col | 1)P(hol | 1) + (1 — 6) P(col | 2)P(hol | 2)°

P(C=1| col,hol) =

Po fadcich (¢itatel = 6 P(col | 1)P(hol | 1), jmenovatel + (1 — 6) P(col | 2)P(hol | 2)) — blue,no:
0,6-0,6-0,4 =0,144 vs. 0,4 - 0,4 - 0,6 = 0,096; blue,yes: 0,6 - 0,6 - 0,6 = 0,216 vs. 0,4 - 0,4 - 0,4 = 0,064;
green,yes: 0,6 -0,4-0,6 = 0,144 vs. 0,4- 0,6 - 0,4 = 0,096:

Color | Holes P(C=1 | data)
0,144

blue no — =,
0,1%42-|i(£),096

blue | yes | ——— = 0,77
0,216 + 0,064

blue no 0,6

reen es __o14t

s 4 0,144+ 0,096

green | yes 0,6

M-krok — nové 0 je primér zodpovédnosti (oéekavany podil pfikladd ve shluku 1):

. 06+077+0,6+0,6+0,6 3,17
nOVe_ b b b b bl _’__
0 = = === 0,634 |

4-0,6+0,7714

(Cislo pfesné: = 0,6343.) Ostatni parametry by se aktualizovaly analogicky — vazenymi
cetnostmi };7; [... | misto tvrdych poctd.

Shrnuti sekce

Shlukovani (k-means) minimalizuje J = ¥; Y¢ zixlx; — pl* stfidanim ptitazeni (bod — nejblizsi stied)
a prepoctu (stted = pramér shluku); konverguje k lokdlnimu minimu (oba kroky J nezvysuji, pfifazeni
je koneéné mnoho), proto se spousti vicekrat / s k-means++. Hierarchické (aglomerativni) shlukovani
buduje dendrogram slu¢ovanim nejblizsich shluki (linkage single/complete/average/Ward); pocet shlukt
urdi fez dendrogramu. PCA centruje data, vezme vlastni vektory kovarianéni matice (hlavni komponenty
sefazené dle vlastnich ¢isel = rozptyl) a projektuje na prvnich M - pozor, maximalizuje rozptyl, ne
oddélitelnost tiid. EM / smés Gaussovcii je mékké, pravdépodobnostni zobecnéni k-means.

Shrnuti

O Poznamka. Klicové vlastnosti a vzorce (prehled). Stru¢ny vycet klicovych definic, vét a
vzorct okruhu S3. Anglicka terminologie tam, kde cestina neni béZna. Zkratky: TP/TN/FP/FN =
true/false positive/negative; D = pocet pfiznaki; N = pocet prikladi; w = vahy; @ = krok SGD; A =
regularizaé¢ni sila; y = predikce modelu.
Evaluace klasifikatoru.
+ Matice zamén: radky = skutecna tiida, sloupce = predikovana; TP (spravné pozitivni), TN
(spravné negativni), FP (falesné pozitivni), FN (fale$né negativni).

 accuracy = TP+ TN . Pro nevyvazené tfidy nevhodna; pouzivej precision/recall/F1
TP+ TN+ FP+FN
nebo AUC. = . .
« precision = ————; recall = sensitivity = TPR = ———; F; = =
TP + FP TP+ FN 2TP+ FP+FN

2 - prec - recall

prec + recall -
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« specificity = TNR = T—NF; FPR = 1 — specificity. ROC: TPR vs. FPR pfi plynulém

posouvani prahu; AUC = pl—gcha pod ROC (0,5 = ndhoda, 1,0 = perfektni).

- Regresni metriky: MSE = %zi(% —1)?; RMSE = VMSE; MAE = %Zl ly; — t].

« Kiizova validace (k-fold): data déli na k foldu; kazdy slouzi jednou jako valida¢ni, ostatni jako
trénovaci; pramér k chyb = odhad generaliza¢ni chyby. Leave-one-out: k = N.

« MLE: wyq g = argmin,, y;,(— log p(t; | x;; w)); pro normalni sum = MSE, pro binarni klasifikaci
= cross-entropy.

- Naivni Bayes: ¢ = argmax, P(c) [ ]; P(x; | ¢); pfedpoklad podminéné nezavislosti piiznaki dané
tiidou; P(c) a P(x; | ¢) odhadujeme z dat ¢etnostmi.

Overfitting, regularizace a prokleti dimenzionality.

« Overfitting: model se nau¢i Sum; trénovaci chyba mal4, generaliza¢ni velka. Underfitting:
model slaby; obé chyby velké. U-kfivka: generaliza¢ni chyba ma minimum pro optimalni kapacitu.

« L2 regularizace (ridge, Tikhonov): E(w) = Ey(w) + %||w||2; penalizuje velké vahy, dava hladké
feseni; analyticky pro lin. regresi: w = (X' X + AI)7'Xt.

« L1 regularizace (LASSO): E(w) = Ey(w) + A|wl|y; tla¢i vahy pfesné na nulu = ridka feSeni
(feature selection). Geometricky: L1 koule (v 2D kosoc¢tverec) ma rohy na osach, L2 koule je
hladka - proto L1 feSeni typicky padne do rohu (nulova souradnice).

« Early stopping: sleduj valida¢ni chybu; zastav trénovani ve chvili, kdy za¢ne na validaci rast
(model se zacina preucovat). Hyperparametr je pocet trpélivostnich epoch (patience).

« Prokleti dimenzionality: objem prostoru roste exponencialné s D — pokryt [0, 1]” miizkou
s krokem r vyzaduje N o r~P ptikladi; objem se koncentruje u povrchu; vzdalenosti ztraceji
kontrast (k-NN degraduje); nutna regularizace nebo redukce dimenze.

k-NN (k nejblizsich sousedit).

« Liny/neparametricky: trénovani = uloZeni dat; inference = najdi k nejblizsich sousedi. Klasifi-
kace = nejcastéjsi tfida, regrese = pramér cilti k sousedu.

« Metrika: L? (L! manhattanska, L? euklidovska). Nutna normalizace pfiznaku (rtizné skaly
deformuji vzdalenosti). Volba k kfizovou validaci: malé k = overfitting, velké k = underfitting.

Linearni regrese.

« Model: y(x) = w'x + b; minimalizujeme MSE = %HXW — t)? (ekvivalentné soucet ¢tverci).

« Normalni rovnice (analytické feseni): w = (X"X)'XTt; s L2: (X" X + AI) !X Tt. Pfesné, ale
pomalé (6(ND? + D?)), neumi early stopping.

« SGD krok (jeden pfiklad (x,t)): w < w — a[(wa —t)x+ Aw]; bias bez L2: b < b — a(y —t).
Skalovatelné, umi early stopping.

Logisticka regrese.

« Binarni: y = o(w'x +b) = P(C; | x); 0(2) = 1+le,z € (0, 1); prahovani na 0,5; P(Cy) = 1 — .

« Cross-entropy ztrata (NLL Bernoulliho): E = —Y;[t;log i + (1 — ;) log(1 — 3;)].

« Gradient/SGD krok: V E; = (3 — t;) x;; w < w — a(y — t)x (tvar identicky s lin. regresi, lisi se
jen 9).

WX

« Multiclass (softmax): K ttid, K vektort vah wy; p = ; ztrata = categorical cross-

VLS

U
entropy — Y; log p, (x;).

Rozhodovaci stromy.

« Stavba: hladové shora dolu (greedy, rozdél a panuj); v kazdém uzlu vyber fez (j*,v*) =
argminj’v[c(f’/” 1) + c(T; R)] ; rekurze do zastavovaci podminky (max. hloubka, min. pfikladu).
Predikce listu: nejcastéjsi tiida (klas.) nebo prumeér cilt (reg.).

« Entropie: H(S) = — Y ;. px log, px (bity; 0log 0 := 0; Cisty uzel = H = 0).

(o8 (778
« Informaéni zisk: IG = H(9 ) — %H (91— ||J7£||H (Tg); volime fez s maximalnim IG.
- Gini index: Gini(S) = Y, pr(1 — pr) = 1 — Y p?; rychlejsi vypocet, podobné vysledky jako
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entropie; pro regresni stromy pouzivame vazené MSE (rozptyl cilti v uzlu).
« Profezavani (pruning): neomezeny strom overfittuje. Post-pruning (cost-complexity): C,(T) =
chyba(T) + a - |listy(T)[; ladi se a na validaci. Pre-pruning: max. hloubka, min. pfiklada v uzlu.

SVM (metoda podpiirnych vektorii).
« Hard-margin (linearné separabilni): miny, 4 %||w||2 za t(w'x; + b) > 1; cilové hodnoty t; €

{1, +1}; margin = L" §ife pasu = ﬁ

Iw

(G - y(x;) = 1).

« Soft-margin (neseparabilni): min %||w||2 +CY&zat(wix;+b) >1-§,& > 0.C velké =
mensi margin, méné klasifika¢nich chyb; C malé = vétsi margin, vice chyb.

« Kernel trick: nahrad x; x; jadrem K(x;,x;) = ¢(x;) " ¢(x;) — vypocet K bez explicitni ¢. RBF:
K(x,x') = e /I**F Polynomialni: (1 + x x’)7.

+ Multiclass: one-vs-rest — K binarnich SVM, predikce = tfida s nejvyssim yy(x); one-vs-one —
(12<) SVM pro dvojice ttid, predikce hlasovanim (1ibsvm).

Podpurné vektory: trénovaci body na hranici pasu

Kombinace vice modelii (ensemble).
+ Bagging (bootstrap aggregating): M kopii modelu, kazda na vlastnim bootstrapovém vzorku
(N priklada s opakovanim); predikce pramérem (reg.) nebo hlasovanim (klas.). Snizuje rozptyl;
out-of-bag priklady (= 37 %) = zdarma validace.
» Boosting: sekven¢ni — kazdy model selzaméfi na priklady, které predchozi chybovaly. AdaBoost:
— &

hlas slabého klasifikatoru oy, = % In ; Spatné klasifikovanym pfikladim zvysi vahy w;;

gm
finélni j = sign(},, tnhm(X)).

+ Random forest: bagging rozhodovacich stromi + v kazdém uzlu nejlepsi fez z ndhodné pod-
mnoziny piiznaka (=D, typicky u klasifikace); stromy se nechavaji pfertst; snizuje korelaci
chyb stromu.

+ Ensemble zlepsi pouze pfi nekorelovanych chybach modelt; jsou-li chyby totozné, kombinace
nepomize.

Statistické testy.

X —
 Jednovybérovy t-test: Hy : p = p; testova statistika t = L

(s = vybérova smérodatna
n

odchylka); pod Hj platit ~ t,_;. Zamitame Hy, padne-li [¢| do kritického oboru (t]. [t| > t,_1 1-4 /2,
nebo p-value < a). o
» Dvouvybérovy t-test: Hy : p; = pip; pfishodnych rozptylecht = L df = ny+n,-2,

spN1/ny +1/ny
_ (=Dsi+(n—1)sf

kde sg = 1= 2. Welchova varianta (nestejné rozptyly): jiny jmenovatel a df.

nitn,—2
(0, - E)?
2 a a 52 . 282 2 T2 p 2 <k i i
+ x*“ test dobré shody: Hj: pozorované cetnosti odpovidaji ocekavanym; y* = .., — %
i

pod H, plati y? ~ )(,f_l (k kategorif). Zamitame, je-li y? > kriticka hodnota (nebo p < a).

5

Uceni bez ucitele: shlukovani a redukce dimenze.

+ k-means (Lloydav algoritmus): stfidej prifazeni (kazdy bod k nejblizs§imu centroidu) a prepocet
(centroid = priimér shluku); kritérium J = Y, > zxlx; — /. Konverguje k lokdlnimu minimu
(J v Zadném kroku neroste; koneéné mnoho pfifazeni = zastavi se). Spoustét vicekrat, vzit
nejmensi J.

+ k-means++: prvni stfed ndhodné; kazdy dalsi s pravdépodobnosti o« étverci vzdalenosti od
nejblizsiho dosud zvoleného — lepsi inicializace, O(log K) aproximace optima v o¢ekavani.

« Hierarchické shlukovani (aglomerativni, zdola nahoru): za¢ni se N singletony; opakované
slu¢uj dvojici s nejmensi vzdalenosti; vysledkem je dendrogram - vodorovny fez urcuje pocet
shlukd. Linkage: single (min vzdalenost; riziko fetézeni), complete (max vzdalenost; kompaktni
shluky), average, Ward (min narust vnitroshlukového rozptylu; vychozi ve scikit-learn).

« PCA (analyza hlavnich komponent): (1) centruj data X = X — %; (2) kovarianéni matice § =
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%XTX; (3) vlastni vektory vy, ..., vp sefazené dle A; > ... > Ap > 0 jsou hlavni komponenty;
(4) projekce: z; = (V{ X;, ...,V X;) € RM. Vlastni ¢islo A = rozptyl dat ve sméru vy; zachovany
M
k=1

podil = —5 - PCAje bez uditele — maximalizuje rozptyl, ne oddélitelnost ttid; po projekci

Yk=1%

muze accuracy k-NN klesnout.

Zdroje

« M. Straka, J. Libovicky: slidy pfednasek pfedmétu NPFL129 Uvod do strojového uceni v Pythonu
(Introduction to Machine Learning with Python), UFAL MFF UK, ro¢nik 2024/25 (primarni zdroj
vykladu; téma SVM z ro¢niku 2022/23, kdy bylo soucasti osnovy).
https://ufal.mff.cuni.cz/courses/npf1129

« M. Straka a kol.: zdrojovy repozitar kurzu NPFL129 (Markdown zdroj slid a generatory obrazku,
vcetné archivnich ro¢niki).
https://github.com/ufal/npf1129

« R. Samal: NMAI059 Pravdépodobnost a statistika 1, skripta k pfednasce, MFF UK, verze 14. 6. 2025
(ramec testovani hypotéz, t-test a y? test; podrobné v okruhu M5).
https://iuuk.mff.cuni.cz/~samal/vyuka/2425/PSt1/skripta.pdf

« MFF UK: pozadavky ke statni zavérecné zkousce (Informatika, Be.) a zadani otazek z minulych
termint.
https://www.mff.cuni.cz/cs/studenti/bakalarske-studium/statni-zaverecne-zkousky/
bakalarske-statni-zkousky-studijniho-programu-informatika
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